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In   dem   vorliegenden   Werke    ist    der  Versuch   gemacht,    die 
wissenschaftlichen  Methoden  und  ihre  Principien  einer  vergleichenden 
Untersuchung  zu  unterwerfen,  welche  so  viel  als  möglich  unmittelbar 
aus  den  Quellen  der  Einzelforschung  zu  schöpfen  sucht.    Dieser  Ver- 
such ist  von  so  grossen  Schwierigkeiten  umgeben,  dass  es  vielleicht 
weniger  erforderlich  ist  seine  Mängel  als  ihn  selbst  zu  entschuldigen. 
Die  Mathematik,  die  Naturforschung,  die  Geisteswissenschaften,  jedes 
dieser  Gebiete  scheint  reich  genug,  um  als  Grundlage  einer  logischen 
Darstellung  zu   dienen.     Dennoch   drängte   sich  mir  bei  Vollendung 
meiner  Arbeit  immer  mehr  die  üeberzeugung  auf,  dass  nur  eine  sie 
alle  umfassende  Untersuchung  von  den  methodischen  Eigenthümlich- 
keiten  jedes  einzelnen  zureichende  Rechenschaft  geben  könne,   und 
dass   allein   auf  diesem  Wege   dem  Fehler  unberechtigter  Verallge- 
meinerung gewisser  Methoden  wirksam  zu  steuern  sei.     Auch  schien 
es  mir  fruchtbringender,  der  thatsächlichen  Entwicklung  des  wissen- 
schaftlichen Denkens  in  seinen  verschiedenartigen  Gestaltungen  nach- 
zugehen, als  bei  abstracten  logischen  Betrachtungen  von  fragwürdiger 
Anwendbarkeit  zu  verweilen.     In  diesem  Plan  des  Buches  liegt,  wie 
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ich  hoffe,  eine  zureichende  Entschuldigung  dafür,  dass  in  demselben 
auf  andere  logische  Darstellungen  nur  an  wenigen  Stellen  Bezug 
genommen  ist.  Werke  aus  den  einzelnen  Wissenschaftsgebieten  habe 
ich  dagegen  in  der  Regel  dann  citirt,  wenn  ein  Hinweis  auf  specielle 
Belegstellen  oder  auf  weitere  Ausfuhrungen  zu  den  im  Text  gegebenen 
Andeutungen  erforderlich  schien. 

Die  Entstehungsweise  meiner  Arbeit  brachte  es  mit  sich,  dass 
die  allgemeine  Methodenlehre,  obgleich  der  systematische  Zweck  ihren 
Vorantritt  verlangte,  dennoch  fast  zuletzt  ausgeführt  wurde,  nachdem 
die  speciellen  Abschnitte  der  Hauptsache  nach  vollendet  waren;  ich 
habe  dann  aber  selbstverständlich  das  Qanze  noch  einmal  einer  sorg- 
fältigen Ueberarbeitung  unterzogen.  Auf  diese  Weise  fügte  es  sich 
von  selbst,  dass  der  Schwerpunkt  der  Darstellung  in  die  Logik  der 
einzelnen  Wissenschaften  verlegt  ist.  Ich  hoffe  nicht,  dass  hieraus 
die  Meinung  entstehe,  jeder  Abschnitt  könne  nöthigenfalls  als  ein 
für  sich  bestehendes  Ganzes  gelesen  werden.  Insbesondere  betrachte 
ich  die  specielle  Methodenlehre  durchaus  als  ein  zusammenhängendes 
Werk,  dessen  einzelne  Theile  überall  auf  einander  hinweisen.  Für 
die  Darstellung  erwuchs  hieraus  die  Pflicht,  sie  in  einer  Form  zu 
halten,  welche  —  höchstens  von  einzelnen  Ausführungen  abgesehen  — 
jedem  wissenschaftlich  gebildeten  Leser  es  möglich  machen  soll,  dem 
Gedankengang  zu  folgen.  Gegentiber  der  Zersplitterung  der  Einzel- 
forschungen und  der  mit  ihr  so  oft  verbundenen  Unterschätzung 
fremder  Arbeitsgebiete  ist  es,  wie  ich  meine,  eine  der  schönsten 
philosophischen  Aufgaben,  das  Bewusstsein  der  Zusammengehörigkeit 
der  W^issenschaften  wach  zu  erhalten  und  die  Gleichberechtigung  der 
wissenschaftlichen  Interessen  zu  wahren. 

Dass  nicht  alle  Disciplinen  die  nämliche  Berücksichtigung  ge- 
funden haben,  wird  wohl  Niemand  dem  Verfasser  verargen.  Eine 
Beschränkung  auf  die  Hauptgebiete,  welche  für  die  Ausbildung  der 
Methoden  und  Principien  der  Forschung  vorzugsweise  bestimmend 
sind,  war  schon  durch  den  allgemeinen  Charakter  des  Werkes  geboten. 
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üeberdies  ist  es  unvermeidlich,  dass  der  individuelle  Standpunkt  des 
Autors  die   gleichförmige   Durchführung    einer    derartigen    Aufgabe 
beeinträchtigt.     Meine    Beschäftigung   mit  Mathematik   und   Natur- 
forschung ist  durch  den  Gesichtskreis  des  Physiologen,  mein  Interesse 
an    den    Geisteswissenschaften    vorzugsweise    durch    psychologische 
Studien  bestimmt  worden.    Vielleicht  lag  in  diesem  doppelten  Berufs- 
fach für  mich  mehr  als  für  manchen  Andern  eine  Aufforderung  zur 
Beschäftigung   mit  allgemeinen  methodologischen  Problemen.     Sieht 
äch  doch  der  Physiologe  fast  überall  auf  die  Hülfe  der  exacteren  Theile 
der  Naturwissenschaft  angewiesen,  und  der  Psychologe,  wenn  er  die 
onerspriesslichen  Pfade  des  herkömmlichen  Subjectivismus  verlassen 
will,   ist  fortwährend   gezwungen,   nach  beiden  Seiten  Umschau   zu 
halten,   um   bald  die   experimentellen  Methoden   des  Physikers  und 
Physiologen  für  die  Analyse  der  einfachen  Bewusstseinserscheinungen 
20  Terwerthen,  bald  aus  der  Untersuchung  der  Geisteserzeugnisse,  wie 
Äi'e  Sprachwissenschaft,  Mythologie,  Völkerkunde  und  Geschichte  ihm 
darbieten,  für  die  Analyse  der  höheren  psychischen  Functionen  Anhalts- 
punkte zu  gewinnen.    Die  centrale  Stellung,  die  ich  der  Psychologie 
zwischen  den  Natur-  und  Geisteswissenschaften  angewiesen,  mag  in 
Folge  dieser  individuellen  Beziehungen  vielleicht  etwas  mehr  betont 
worden  sein,  als  es  sonst  geschehen  wäre;  dennoch  ist  es  meine  Ueber- 
zeugung,  dass  sie  thatsächlich  der  Bedeutung  entspricht,  welche  diese 
Wissenschaft  —  nicht  jetzt  besitzt,  aber  in  der  Zukunft  besitzen  wird. 

Leipzig,  im  Juli  1883. 

W.  Wundt. 
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Erstes  Capitel. 
Die  Methoden  der  Untersuchung. 

1.    Analyse  und  Synthese. 

a.  Allgemeine  Bedeutung  der   analytischen  und  synthetischen 

Methode. 

Jede  einzelne  wissenschaftliche  Untersuchung  besteht  entweder 
in  der  Zergliederung  eines  zusammengesetzten  Gegenstandes  in  seine 
Bestandtheile ,  oder  in  der  Verbindung  irgend  welcher  relativ  ein- 
facher Thatsachen  zum  Behuf  der  Erzeugung  zusammengesetzter 
Resultate.  Analyse  und  Synthese  sind  daher  die  allgemeinsten  Formen 
der  Untersuchung,  die  in  alle  anderen  als  unerlässliche  Bestandtheile 
eingehen.  So  erheben  sich  auf  beiden  zunächst  zwei  Paare  zu- 
sammengesetzter Methoden:  erstens  die  Abstraction  mit  ihrer  Um- 
kehmng,  der  Determination,  und  zweitens  die  Induction  mit 
ihrer  Umkehrung,  der  Deduction.  Die  Abstraction  gründet  sich 
auf  analytische  Untersuchungen;  die  Determination  ist  ein  syntheti- 
sches Verfahren.  Die  Induction  stützt  sich  vorzugsweise  auf  eine 
Analyse  der  Thatsachen;  die  Deduction  verbindet  wiederum  dia  durch 
die  Analyse  gewonnenen  Elemente.  Doch  ist  damit  nur  die  vor- 
wiegende Richtung  der  Denkoperationen  bezeichnet;  denn  es  ver- 
rath  sich  gerade  in  der  combinirten  Anwendung  der  Analyse  und 
SynÜiese  die  zusammengesetztere  Beschaffenheit  der  Methoden. 

Von   den  Methoden  der  Untersuchung  sind  die  Formen   der 
systematischen  Darstellung  abhängig.    Auch  in  Bezug  auf  diese 
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bewähren  daher  die  Analyse  und  Synthese  ihre  grundlegende  Be- 
deutung. Den  einfachen  Methoden  derselben  entsprechen  die  Formen 
der  Definition,  welche  entweder  in  der  Zerlegung  eines  Begrifi 
in  seine  Elemente  oder  in  dem  Aufbau  desselben  aus  diesen  Ele- 
menten bestehen  kann.  Den  Methoden  der  Abstraction  und  Deter- 
mination schliesst  sich  das  Verfahren  der  Classification  an.  Die 
Gewinnung  der  AUgemeinbegrifie  eines  Systems  beruht  auf  Abstraction, 
während  bei  der  Bildung  der  Einthoilungsglieder  das  umgekehrte  Ver- 
fahren der  Determination  Platz  greift.  Endlich  auf  die  Induction 
und  Deduction  stutzen  sich  die  Formen  der  Demonstration.  Denn 
der  Beweis  eines  Satzes  besteht  entweder  in  einer  abgekürzten  Be- 
production  des  Weges,  auf  welchem  derselbe  gewonnen  wurde,  oder 
auf  einer  umgekehrten  ZurUckleguug  dieses  Weges.  Da  nun  alle 
wissenschaftlichen  Sätze  durch  Induction  oder  Deduction  gefunden 
sind,  so  folgt  hieraus,  dass  auch  das  Beweisverfahren  bald  den  in- 
ductiven,  bald  den  deductiven  Weg  einschlagen  wird,  wobei  jedoch 
wegen  der  angedeuteten  Umkehrungen  ein  üebergewicht  des  de- 
ductiven Verfahrens  bestehen  bleibt. 

Die  allgemeine  Methodenlehre  muss  sich  darauf  beschränken, 
in  Bezug  auf  jede  der  angegebenen  Methoden  die  allgemeingdltigen 
logischen  Gesichtspunkte  zu  entwickeln,  während  die  Untersuchung 
der  besonderen  Bedingungen  und  einzelnen  Formen  ihrer  Anwendung 
den  folgenden  Abschnitten,  welche  die  Logik  der  einzelnen  Wissen- 
schaftsgebiete behandeln,  überlassen  bleibt. 

b.    Die  Analyse. 

Die  Gegenstände  unserer  Erfahrung  sind  von  zusammengesefacter 
Beschaffenheit.  Jedes  einzelne  Object  oder  Ereigniss  bietet  uns  bald 
mehrere  bleibend  coexistirende  Bestandtheile ,  bald  verschiedene  in 
der  Zeit  auf  einander  folgende  Zustände  dar,  und  nicht  selten  ver- 
binden sich  diese  beiden  Merkmale  mit  einander.  Die  Analyse  ist 
daher  diejenige  methodische  Denkoperation,  welche  durch  die  natür- 
liche Beschaffenheit  der  Erfahrungsobjecte  in  der  Regel  zuerst  an- 
geregt wird.  Eine  klare  und  deutliche  Auffassung  der  Gegenstande 
ist  die  Grundbedingung  der  wissenschaftlichen  Untersuchung  und  zu- 
gleich das  nächste  Merkmal,  welches  dieselbe  von  der  gewöhnlichen 
praktischen  Betrachtung  der  Dinge  unterscheidet.  Die  bestimmte 
Vergegenwärtigung  der  einzelnen  simultan  oder  successiv  wahrzu- 
nehmenden Elemente,  aus  denen  eine  Thatsache  besteht,  muss  daher 
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der  erste  Schritt  bei  der  Untersuchung  derselben  sein.  Diese  Analyse 
der  Thatsachen  vollzieht  sich  aber  wieder  in  einer  bestimmten  Ent- 
wicklungsfolge, innerhalb  deren  sich  im  aligemeinen  drei  Stufen 
Bnterscheiden  lassen.  Naturgemäss  ist  es  nur  die  erste  derselben, 
welche  in  der  angedeuteten  Weise  die  Vorbereitung  zu  jeder  weiteren 
Untersuchung  bildet,  während  sich  die  übrigen  mit  synthetischen 
Verfahrungsweisen  verbinden  können  und  in  dieser  Verbindung  nament- 
licli  Bestandtheile  der  Induction  und  Deduction  zu  bilden  pflegen. 

Jene  erste   Stufe  ist  die  der   elementaren  Analyse.     Sie 
Gesteht  lediglich  in  der  Zerlegung   einer  Erscheinung  in   ihre 
Tlieilerscheinungen,   ohne  dass  man  sich  noch  darum  kümmert, 
in  welchen    gegenseitigen   Beziehungen    die   Theile    des    Ganzen    zu 
emander  stehen  mögen.    Eine  solche  Zerlegung  erfüllt  zunächst  einen 
rein  descriptiven  Zweck.    Denn  darin  besteht  das  Wesen  der  Be- 
ichreibung,    dass   man  ausschliesslich   über  das   Neben-   und  Nach- 
einander   der   Bestandtheile    einer    Erscheinung    Rechenschaft    gibt. 
Ausserdem    kann    aber    die   Beschreibung    die   eingehendere   causale 
Untersuchung  vorbereiten,  und  es  ist  dies  regelmässig  der  Fall,  wenn 
nicht  die  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  eine  einstweilige  Beschrän- 
kung auf  die  blosse  Beschreibung  gebietet.    Im  übrigen  können  die 
Hülfsmittel,    deren  sich   die   elementare   Analyse   bedient,   der   ver- 
schiedensten Art  sein.    In  den  einfachsten  Fällen  stützt  sie  sich  auf 
die  natürlichen  Sinneswerkzeuge  oder,  bei  der  psychologischen  Analyse, 
auf  die  unmittelbare  innere  Wahrnehmung.    Der  logische  Charakter 
des  Verfahrens  bleibt  aber  der  nämliche,  wenn  künstliche  Werkzeuge 
den  Sinnesorganen  zu  Hülfe  kommen,   wie  bei  den  vollkommeneren 
Formen  der  naturwissenschaftlichen  Beobachtung,  oder  wenn  aus  den 
Berichten  verschiedener  Augenzeugen,  historischen  Documenten,  statisti- 
schen Erhebungen  u.  dergl.   eine  Anzahl   von  Thatsachen   in  Bezug 
auf  ihre   räumliche  und  zeitliche  Verbindung   festgestellt  wird,    wie 
solches  bei  der  Untersuchung  socialer  und  historischer  Fragen  statt- 
zufinden  pflegt.     Selbst   dann   verliert   die  Methode   noch   nicht  den 
Charakter  elementarer  Analyse,   wenn  gewisse  Versuchsverfahren  zu 
Rathe   gezogen   werden,   deren  Anwendung   an  sich   schon   auf   die 
Kenntniss  gewisser  causaler  Beziehungen  gegründet  ist,  so  lange  sich 
nur  der  Zweck  des  Verfahrens  auf  die  thatsächliche  Feststellung  der 
Elemente  einer  Erscheinung  beschränkt  und  bloss  die  äussere  räum- 
liche und  zeitliche  Verbindung  derselben   berücksichtigt.     So  ist  die 
chemische  Elementaranalyse  auch  im  logischen  Sinne  eine  solche,  so 
weit  sich  auch  hier  der  Vorgang  von  der  einfachen  Zerlegung  einer 
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sinnlichen  Wahrnehmung  in  ihre  Theile  entfernen  mag.  Denn  das 
Resultat  der  chemischen  Elementaranal jse  ist  bloss  die  Kenntniss 
der  einfachen  Bestandtheile  des  untersuchten  Körpers  ohne  Rücksicht 
auf  die  näheren  Bedingungen  ihrer  Verbindung.  Aber  gerade  in 
diesen  verwickeiteren  Fällen,  in  denen  schon  für  den  descriptiven 
Zweck  experimentelle  Hülfsmittel  herbeigezogen  werden  müssen,  pflegt 
die  erste  unaufhaltsam  zu  den  weiteren  Stufen  der  analytischen 
Methode  überzuführen. 

Als  zweite  Stufe  ergibt  sich  so  die  der  causalen  Analyse. 
Sie  besteht  in  der  Zerlegung  einer  Erscheinung  in  ihre  Be- 
standtheile mit  Rücksicht  auf  die  ursächlichen  Beziehungen 
derselben.  Eine  derartige  vom  Zweck  der  Erklärung  geleitete 
Zergliederung  setzt  die  elementare  descriptive  Analyse  bereits  vor- 
aus. Doch  kann  diese  unter  Umständen  sehr  schnell  erledigt  sein 
oder  auch  sofort  in  die  causale  Zergliederung  verwoben  werden, 
so  dass  die  Untersuchung  unmittelbar  mit  der  letzteren  zu  be- 
ginnen scheint.  Beispiele  solcher  Art  bieten  unter  den  Naturwissen- 
schaften die  Physik,  unter  den  Geisteswissenschaften  die  Psychologie 
und  Geschichte,  während  anderseits  Chemie  und  Physiologie,  Staats- 
und Gesellschaftslehre  leicht  als  Gebiete  zu  erkennen  sind,  in  denen 
das  descriptive  Stadium  eine  selbständigere  Bedeutung  besitzt.  Der 
Grund  dieses  Unterschieds  liegt  in  den  verschiedenen  Bedingungen 
dieser  Wissenschaften.  Physik  und  Psychologie  beschäftigen  sich 
beide  mit  der  Erklärung  der  allgemeinen  Erscheinungen,  jene  der 
äusseren,  diese  der  inneren  Erfahrungen.  Zu  diesem  Behuf  beginnen 
beide  ihre  Analyse  mit  den  einfachsten  Thatsachen,  bei  denen  ohne 
beschreibende  Vorbereitung  eine  causale  Erwägung  unmittelbar  nahe 
gelegt  wird.  Die  Untersuchung  der  verwickeiteren  Erscheinungen 
stützt  sich  dann  aber  bereits  auf  jene  einfachsten  Causalanalysen, 
und  es  verbindet  sich  daher  sofort  mit  ihnen  der  Versuch,  durch  ein 
synthetisches  Verfahren  die  Anwendbarkeit  der  analytisch  gewonnenen 
causalen  Principien  zu  prüfen.  Der  historischen  Untersuchung  mangeln 
zwar  solche  einfache  Ausgangspunkte;  dafdr  aber  bedient  sie  sich 
eines  weitgehenden  Abstractionsverfahrens,  das  es  ihr  gestattet,  zu- 
nächst gewisse  Hauptmomente  des  historischen  Geschehens  heraus- 
zugreifen, für  welche  die  Zurückführung  auf  bestimmte  psychologische 
Motive  nahe  liegt.  In  völlig  entgegengesetzter  Lage  befinden  sich 
die  an  zweiter  Stelle  angeführten  Gebiete.  Bei  ihnen  ist  meistens 
schon  in  den  einfachsten  Fällen  das  rein  thatsächliche  Verhalten,  wie 
es  z.  B.  in  der  qualitativen  und  quantitativen  Zusammensetzung  einer 
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chemischen  Verbindung,  in  den  morphologischen  und  chemischen 
Eigenschaften  eines  Organs,  in  den  Berufs-  und  Sittenzuständen  einer 
Bevölkerung  gegeben  ist,  so  wenig  der  unmittelbaren  Beobachtung 
zagänglich,  dass  die  descriptive  Analyse  der  Thatsachen  einen  selb- 
ständigen Werth  für  sich  in  Anspruch  nimmt. 

In  der  Ausführung  zeichnet  sich  die  causale  Analyse  vor  allem 
durch  ein  willkürliches  Isoliren   einzelner  Elemente  aus  den  zu 
untersuchenden  complexen  Thatsachen  aus,  welches  Verfahren  in  der 
Absicht  geübt  wird,  die  causalen  Beziehungen  der  isolirt  betrachteten 
Elemente    kennen   zu    lernen.      Während    demnach    die    elementare 
Analyse   den  Gegenstand  höchstens  insofern  verändert,   als  sie  zum 
Behuf  der  Nachweisung  seiner  Bestaudtheile  diese  successiv  von  ein- 
ander trennt,  vernachlässigt  die  causale  vod  vornherein  die  Existenz 
gewisser  Bestaudtheile;  sie  beschränkt  sich  dann  aber  nicht  auf  die 
Nachweisung  der  übrigen  in  Rücksicht  gezogenen,  sondern  sie  sucht 
80  viel  als  möglich   die  Bedingungen   ihrer  Coexistenz   oder  Aufein- 
anderfolge zu    verändern.     Zu   der  Isolation   gesellt   sich  auf  diese 
Weise  die  Variation  der  Elemente   als   das  wesentlichste  Hülfs- 
roittel.     Am  vollendetsten  gestaltet  sich  die  letztere  dann,  wenn  die 
Natur   des  Gegenstandes  es  gestattet,    willkürlich  einzelne  Elemente 
der  Erscheinung   entweder   ganz  zu  beseitigen   oder  in  ihrer  Grösse 
zn  verändern.     In  einer  solchen   willkürlichen  Variation   besteht   die 
analytische  Form  des  experimentellen  Verfahrens.    Wo  das 
Experiment  angewandt  werden  kann,    verdient  es  vor  jeder  anderen 
Art  causaler  Analyse  den  Vorzug,  weil  es  auf  dem  directesten  Wege 
das  causale  Verhältniss  der  Bestaudtheile  einer  Erscheinung  ermitteln 
lasst.     Ist   es  wegen   der  Natur  des  Gegenstandes  nicht  anwendbar, 
wie  bei  gewissen  den  Menschen  betrefiFenden  physiologischen  Fragen, 
bei  den  allgemeinsten  kosmologischen  und  biologischen,  bei  historischen 
und   socialen  Problemen,   so   muss   der  Variation  der  Elemente   der 
untersuchten  Erscheinung  die  Variation  der  Elemente  verschie- 
dener  einander  ähnlicher  Erscheinungen   substituirt   werden. 
Es  greift  daher  nun  allgemein  ein  Vergleichungsverfahren  Platz, 
bei  welchem  man  die  zu  untersuchende  Thatsache  in  Parallele  bringt 
mit   anderen   bekannten  Thatsachen,   die  ihr  in  irgend  welchen  Be- 
ziehungen ähnlich  sind.    Je  mehr  solche  Variationen  denjenigen  Ver- 
änderungen gleichen,  die  man  bei  der  experimentellen  Methode  will- 
kürlich hervorbringen  würde,   um  so  mehr  gewinnen  natürlich  auch 
die  Resultate  einen  experimentellen  Werth.    Da  jedoch  die  Auffindung 
geeigneter  Thatsachen  von  glücklichen  Zufällen    abhängt,    so  bean- 
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sprucht  hier  die  UntersuchuDg  auch  unter  den  günstigsten  Verhält- 
nissen eine  längere  Zeit,  und  sie  setzt  die  Ansammlung  eines  um- 
fangreicheren Erfahruugsmateriales  voraus.  In  nicht  seltenen  Fallen 
aber  bleibt  jede  AnnäheruDg  an  die  experimentelle  Methode  dadurch 
ausgeschlossen,  dass  die  untersuchten  Thatsachen  einen  singulären 
Charakter  besitzen,  insofern  selbst  die  einigermassen  yerwandten  Er- 
scheinungen immer  noch  zu  verschieden  sind,  um  eine  UDmittelbare 
Vergleichung  zu  gestatten.  Dies  findet  namentlich  bei  denjenigen 
Vorgängen  der  Entwicklung  statt,  bei  denen,  wenigstens  in  einer 
unserer  Beobachtung  zugänglichen  Zeit,  periodische  Wiederholungen 
ausgeschlossen  sind,  wie  bei  der  ersten  Entstehung  kosmischer  und 
organischer  Gebilde  oder  bei  historischen  Ereignissen.  Hier  muBS 
sich  dann  die  vergleichende  Causalanaljse  theils  mit  entfernteren 
Analogien  begnügen,  theils  wird  sie  von  Voraussetzungen  geleitet^ 
die  einem  allgemeineren  Gebiet  von  Thatsachen  angehören,  das  eine 
Anwendung  auf  den  untersuchten  Gegenstand  zulässt.  So  stützt  sich 
die  Analyse  der  Artentwicklung  auf  die  individuelle  Entwicklungs- 
geschichte und  auf  die  nachweisbare  Bildung  von  Spielarten;  oder 
die  historische  Analyse  folgt  allgemein  anerkannten  psychologischen 
Gesichtspunkten. 

Die  dritte  Stufe  ist  die  logische  Analyse.  Sie  besteht 
in  der  Zerlegung  einer  complexen  Thatsache  in  ihre 
Bestandtheile  mit  Rücksicht  auf  die  logischen  Be- 
ziehungen derselben.  Hierzu  ist  erforderlich,  dass  eine  all- 
gemeine Feststellung  der  begrifiFlichen  Eigenschaften  der  Elemente 
des  Ganzen  bereits  erfolgt  sei.  Ist  diese  Voraussetzung  erfüllt,  so 
übernimmt  dann  die  logische  Analyse  die  Entwicklung  der  einzelnen 
Folgerungen,  welche  sich  aus  diesen  Eigenschaften  ergeben.  In 
doppelter  Weise  kann  aber  jene  allgemeine  Feststellung  geschehen^ 
welche  die  Vorbedingung  der  logischen  Analyse  ist:  erstens  durch 
ein  synthetisches  Verfahren,  welches  nach  in  der  Anschauung  ge- 
gebenen oder  willkürlichen  Motiven  die  Beziehungen  der  Elemente 
eines  Begriffs  zugleich  mit  diesem  selbst  bestimmt,  und  zweitens 
durch  die  vorangegangenen  Stufen  der  elementaren  und  causalen 
Analyse.  Nur  im  zweiten  dieser  Fälle  bildet  demnach  die  logische 
Analyse  das  Endglied  des  analytischen  Verfahrens  überhaupt,  wäh- 
rend im  ersten  die  nachher  zu  schildernde  synthetische  Methode  in 
sie  einmündet.  Diese  auf  synthetischer  Grundlage  erwachsene 
logische  Analyse  ist  die  häufigste  und  zugleich  die  vollendetste  Form. 
Insbesondere   gehören   hierher  alle   Anwendungen    des    analytischen 
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Verfahrens  im  Gebiet  der  reinen  Mathematik.  So  besitzt  man  in  der 
Gleichung  einer  Curve  einen  auf  synthetischem  Wege  gewonnenen 
Ausdruck,  welcher  den  Begriff  der  Curve  sammt  den  Beziehungen 
seiner  wesentlichen  Elemente  in  sich  schliesst.  Die  analytische  Be- 
handlung dieses  Ausdrucks  entwickelt  dann  durch  Zerlegung  des 
B^ri£b  die  verschiedenen  Eigenschaften  der  Curve.  Stellt  dagegen 
der  einer  solchen  Analyse  unterworfene  mathematische  Ausdruck  ein 
allgemeines  Naturgesetz  dar,  so  pflegt  dieses  durch  eine  voran- 
gegangene causale  Analyse  der  Erscheinungen  gewonnen  zu  sein, 
worauf  nun  die  nachfolgende  logische  Analyse  Folgerungen  ent- 
wickelt, die  wiederum  durch  Beobachtung  oder  Experiment  geprüft 
werden  können.  Auf  diese  Weise  fordern  gerade  hier,  wo  die 
logische  Analyse  das  analytische  Untersuchungsverfahren  abschliesst, 
nicht  selten  die  Resultate  derselben  eine  theilweise  Rückkehr  zu  den 
Torangegangenen  Stufen,  üebrigens  pflegt  auch  in  diesen  Fällen  an 
der  Feststellung  der  Begriffe,  welche  der  logischen  Analyse  zu  unter- 
werfen sind,  immerhin  in  gewissem  Grade  die  synthetische  Methode 
betheiligt  zu  sein,  da  die  Formulirung  allgemeiner  Naturgesetze  nie- 
mals das  Resultat  einer  reinen  Analyse  ist,  sondern  aus  dem  zu- 
sammengesetzten Verfahren  der  Induction  entspringt. 

Wegen  der  exacten  Form,  in  welcher  die  mathematische 
Symbolik  die  Beziehungen  der  mit  einander  verbundenen  Grössen- 
begriffe  anzugeben  vermag,  erweist  sich  der  mathematische  Ausdruck 
eines  Begriffs  als  vorzugsweise  geeigneter  Ausgangspunkt  für  die 
logische  Analyse.  Doch  kann  diese  auch  in  solchen  Begriffssystemen, 
deren  Natur  die  mathematische  Formulirung  ausschliesst ,  zu  ver- 
haltnissmässig  grosser  Vollendung  gelangen.  Das  hervorragendste 
Beispiel  dieser  Art  bilden  die  [Rechtsbegriffe,  die,  nachdem 
sie  durch  Definitionen  festgestellt  sind,  bald  mit  Rücksicht  auf 
allgemeine  Rechtsfragen,  bald  'aus  Anlass  individueller  Rechtsanwen- 
dungen der  logischen  Analyse  unterworfen  werden.  Immerhin  ver- 
rath^sich  die  minder  exacte  Natur  solcher  Definitionen  noch  häufig 
genug  in  den  widerstreitenden  Resultaten,  zu  denen  die  Analyse  ge- 
langen kann,  und  deren  Ausgleichung  eine  der  erheblichsten  Auf- 
gaben juristischen  Scharfsinns  zu  sein  pflegt.* 

An  den  hier  geschilderten  drei  Stufen  der  analytischen  Methode 
können  sich  die  verschiedenen  logischen  Functionen  in  ziemlich 
wechselnder  Weise  betheiligen.  Eine  logische  Zergliederung  dieser 
wie  jeder  anderen  Methode  lässt  sich  daher  nur  insofern  vornehmen, 
als  man  die  logischen  Grundformen  bezeichnet,  auf  welche  die 
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beireffenden  Methoden  vermöge  der  in  ihnen  herrschenden  Gedanken- 
thätigkeit  vorzugsweise  zurückgehen.  Unter  dieser  Voraussetzung 
lässt  sich  als  die  Grundform  der  elementaren  Analyse  das 
disjunctive  ürtheil  betrachten,  das  eine  Thatsache  M  in  ihre 
Theile  A^  B^  C  .  .  .  zerlegt,  ohne  über  die  logische  Beziehung  dieser 
Theile  zu  einander  Rechenschaft  zu  geben: 

M>A){B){C 

Die  causale  Analyse  zerlegt  diese  Form  in  ebenso  viele  Ab- 
hängigkeitsurtheile,  als  zuvor  einzelne  Glieder  unterschieden 
worden  sind.     Sie  gewinnt  so  Beziehungen  von  der  Form: 

A^  B,  B^C,  C^/> 

wobei  das  obere  oder  untere  Symbol  gilt,  je  nach  der  Richtung  der 
causalen  Abhängigkeit,  unter  Umständen  aber  auch  beide  in  dem 
Zeichen  der  Wechselbestimmung  ^  sich  vereinigen  können.  (Bd.  I, 
S.  274.)  Endlich  die  logische  Analyse  setzt  an  die  Stelle  des 
causalen  Abhängigkeits-  das  allgemeinere  BedingungsurtheiL 
indem  sie  zugleich  die  sämmtlichen  Glieder  des  untersuchten  Be- 
griffs mit  einander  zu  verbinden  strebt,  so  dass  sie  schliesslich  ein 
Gbsammturtheil  gewinnt  von  der  Form: 

Mf{A,B,C,.,) 

oder  in  mathematischer  Symbolik  ausgedrückt 

M  =  f{A,B,C ), 

wo  das  Abhängigkeits-  oder  Functionssymbol  vor  der  Gesammtheit 
der  Begriffsglieder  andeutet,  die  Zerlegimg  des  Begriffs  M  in  seine 
Elemente  A^  £,  C  .  .  .  solle  in  der  Weise  stattfinden,  dass  zugleich 
die  logischen  Beziehungen  dieser  Elemente  zu  einander  angegeben 
werden.  Mit  Rücksicht  hierauf  kann  man  daher  in  der  logischen 
Analyse  ein  Verfahren  erblicken,  welches  die  formalen  Eigenschaften 
der  beiden  vorangehenden  Stufen  verbindet. 

c.  Die  Synthese. 

Das  synthetische  Verfahren  kann  in  der  einfachen  Umkehrung 
einer  vorausgegangenen  Analyse  bestehen.  Dann  ist  die  Synthese 
eine  reproductive:  sie  hat  einen  verhältnissmässig  beschränkten 
Werth,  da  sie  hauptsächlich  im  Interesse  einer  nochmaligen  Prüfung 
der  analytischen  Resultate  unternommen  wird.  Es  kann  aber  auch 
das  synthetische  Verfahren  in  einer  solchen  Weise  zur  Anwendung 
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kommen,  dass  nur  gewisse  Ergebnisse  vorangegangener  analytischer 
Untersachungen  oder  sogar  nur  die  BegrifiFselemente,  die  eine  vor- 
herige Analyse  gefunden  hat,  benützt  werden,  während  die  Synthese 
selbst  in  neuer  und  unabhängiger  Weise  die  Elemente  verbindet. 
Hier  ist  die  Synthese  eine  productive:  sie  führt  zu  Ergebnissen, 
welche  die  analytische  Untersuchung  in  wesentlichen  Punkten  er- 
gänzen oder  in  dieser  nicht  einmal  angedeutet  lagen.  Zwischen 
beiden  Arten  der  Synthese  finden  sich  mannigfache  Zwischenstufen, 
ftlr  die  namentlich  die  synthetische  Form  des  experimentellen 
Verfahrens  Belege  darbietet.  Nachdem  die  Analyse  eines  zu- 
sammengesetzten Klangs  gewisse  Partialtöne  in  ihm  nachgewiesen 
hat,  versucht  man  aus  einfachen  Tönen  den  Klang  zusammen- 
zusetzen. Nachdem  durch  die  Analyse  des  weissen  Sonnenlichts  die 
Spectralfarben  als  dessen  Bestandtheile  erkannt  sind,  erzeugt  man 
das  Weiss  durch  die  Mischung  der  Farben.  Aber  hier  liegt  es 
dann  zugleich  nahe,  das  Verfahren  zu  modificiren,  so  dass  der  Weg 
einer  bloss  reproductiven  Synthese  verlassen  wird.  An  Stelle  aller 
Bestandtheile  des  Sonnenlichts  begnügt  man  sich  mit  der  Mischung 
einzelner  Farben  und  gewinnt  so  durch  selbständige  Synthese  ver- 
schiedene Gombinationen  derselben,  die  sich  zu  Weiss  verbinden 
lassen.  Ebenso  entfernt  sich  die  chemische  Synthese,  namentlich 
bei  den  zusammengesetzteren  Verbindungen,  in  der  Regel  mehr  oder 
weniger  von  dem  Weg  der  Analyse,  da  man,  von  bestimmten  Vor- 
aussetzungen über  die  Constitution  der  Verbindungen  ausgehend, 
von  vornherein  durch  die  Synthese  eine  Prüfung  jener  Voraus- 
setzungen zu  gewinnen  sucht.  Am  eigenthümlichsten  gestaltet  sich 
die  Synthese  dann,  wenn  sie  von  vorangegangenen  analytischen 
Untersuchungen  nur  die  Elemente  übernimmt,  mit  denen  sie  ihren 
Aufbau  beginnt.  Sie  führt  hier  den  Namen  der  Construction, 
ein  Ausdruck,  der  zunächst  dem  mathematischen  Gebiete  entnommen 
ist.  So  benützt  die  synthetische  Geometrie  den  Punkt,  die  Gerade 
und  die  Ebene  als  Elemente,  mit  denen  sie  ihre  Constructionen  aus- 
fahrt. Der  productive  Charakter  der  letzteren  ist  aber  namentlich 
auch  deshalb  ein  so  ausgeprägter,  weil  die  Analysen,  die  zur  Auf- 
findung jener  Elemente  geführt  haben,  höchst  einfacher  Art  waren, 
so  dass  sie  den  Erfolg  der  sich  anschliessenden  synthetischen  Ope- 
rationen nicht  vorausahnen  liessen. 

Abgesehen  von  dieser  in  dem  Verhältniss  zur  vorangegangenen 
Analyse  begründeten  Unterscheidung  sind  bei  der  synthetischen 
Untersuchung,   eben  weil   sie  eine  ümkehrung  der  analytischen  ist. 
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•  die  nämlichen  Stufen  wie  bei  dieser  möglich.  Doch  tritt  die  ele- 
mentare Synthese  fast  ganz  zurUck,  da  der  rein  thatsächliche  Nach- 
weis der  Elemente  eines  Ganzen  in  der  Regel  durch  die  analytische 
Untersuchung  in  zureichender  Weise  geliefert  werden  kann.  Da- 
gegen ist  die  causale  Synthese  Ton  hervorragender  Bedeutung.  Sie 
bildet  einen  wichtigen  Bestandtheil  des  experimentellen  Verfahrens, 
der  nicht  bloss  da  seine  Anwendung  findet,  wo  es  sich  darum 
handelt  ein  analytisches  Resultat  durch  die  Umkehrung  des  Ver- 
suchswegs zu  bestätigen,  sondern  vielfach  auch  selbständig  durch 
neue  Combinationen  elementarer  Bedingungen  complexe  Erschei- 
nungen hervorbringt.  Eine  logische  Synthese  endlich  ist  bei  allen 
mathematischen  und  sonstigen  begrifflichen  Constructionen  wirksam. 
Bald  werden  solche  Constructionen,  wie  in  der  synthetischen  Geo- 
metrie, durch  die  Anschauung  geleitet,  wobei  jedoch  die  Verarbeitung 
der  letzteren  immer  logischen  Gesichtspunkten  unterworfen  bleibt, 
bald  beruhen  sie  auf  einer  rein  begrifflichen  Zusammenf&gung,  wie 
bei  dem  Euklidischen  Beweisverfahren  in  seinen  mathematischen, 
phUosophischen  und  sonstigen  Anwendungen,  oder  bei  gewissen 
dialektischen  Verfahrungsweisen  von  synthetischem  Charakter,  für 
welche  Hegels  Dialektik  ein  prägnantes  Beispiel  ist.  Die  verhält- 
nissmässig  einwurfsfreieste  unter  diesen  Methoden,  die  Euklidische, 
zeigt  jedoch  deutlich,  wtis  bei  den  anderen  zuweilen  mehr  verhüllt 
wird,  dass  es  sich  hier  im  besten  Falle  um  reproductive  Synthesen 
handelt,  bei  denen  man,  wie  dies  schon  von  Newton  trotz  seiner 
Hochschätzung  des  Euklidischen  Verfahrens  richtig  erkannt  wurde, 
analytische  Ergebnisse  in  die  synthetische  Form  umprägt.  Wo  dies 
nicht  der  Fall  ist,  wie  in  den  synthetischen  Verfahrungsweisen  philo- 
sophischer Dialektik,  da  treten  an  die  Stelle  einer  haltbaren  logischen 
Synthese  nur  zu  leicht  willkürliche  Begriffscombinationen. 

Die  synthetische  Methode  ist  im  allgemeinen  von  beschränkterer 
Anwendung  als  die  analytische.  Insbesondere  pflegen  sich  die  That- 
sachen,  sobald  sie  eine  gewisse  Verwicklung  erreichen,  der  syn- 
thetischen Construction  oder  selbst  Reconstruction  zu  entziehen.  So 
beschränkt  sich  schon  die  synthetische  Geometrie  auf  die  Unter- 
suchung verhältnissmässig  einfacher  Raumgebilde,  wie  der  Curven 
und  Flächen  zweiten  Grades;  die  Untersuchung  complicirterer  Pro- 
bleme überlässt  sie  der  analytischen  Geometrie.  Ebenso  reicht  in 
der  Physik  und  Chemie  die  Analyse  bis  zu  den  zusammengesetztesten 
Erscheinungen  und  Körpern,  während  die  Synthese  immer  nur  relativ 
einfachere  Processe  aus  ihren  Bedingungen  oder  einfachere  Verbin- 
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dungen  aus  ihren  Elementen  zu  erzeugen  im  Stande  ist.  Aus  dem 
nämlichen  Grunde  ist  die  Synthese  im  Gebiet  der  Geisteswissen- 
schaften Ton  beschränkter  Anwendung.  Die  meisten  psychologischen, 
socialen  und  historischen  Thatsachen  sind  Ton  allzu  Terwickelter  Be- 
schaffenheit, als  dass  sie  einen  anderen  als  den  analytischen  Weg 
der  Untersuchung  zuliessen.  Nur  die  Psychologie  gestattet  bei  den 
einfachsten  Processen  der  sinnlichen  Wahrnehmung  ein  synthetisches 
Experimental verfahren.  Ebenso  hat  auf  Grund  gewisser  allgemein- 
gfiltiger  psychologischer  Thatsachen  die  Nationalökonomie,  indem  sie 
durch  eine  weitgehende  Abstraction  die  Probleme  auf  einfachste  Be- 
dingungen zurückführte,  gewisse  Folgerungen  auf  synthetischem  Weg 
gewonnen.  Dabei  sind  dann  freilich  diese  insofern  nur  Ton  hypo- 
thetischer Bedeutung,  als  durch  die  gemachten  Abstractionen  die 
Ficiion  eines  Thatbestandes  entsteht,  welcher  von  dem  wirklichen 
Geschehen  stets  mehr  oder  weniger  weit  sich  entfernt. 

Da  das  synthetische  nur  eine  Umkehrung  des  analytischen 
Verfahrens  ist,  so  bleiben  auch  die  logischen  Grundformen 
hier  die  nämlichen.  Die  elementare  Synthese  entspricht  einfach  dem 
copulativen  ürtheil  von  der  Form: 

A){B)(C <M. 

Die  causale  Synthese  führt  dann  aber  sofort  zu  einem  zusammen- 
gesetzten Abhängigkeitsurtheil  von  der  Form: 

(A,  B,C...)^M  oder  f  {A,  7i,  C .  .  .)  =  M, 

da,  dem  Charakter  der  synthetischen  Methode  gemäss,  das  für  die 
Analyse  charakteristische  Herausheben  einzelner  Causalbeziehungen 
hinwegfällt.    Der  nämlichen  Form  folgt  dann  schliesslich  die  logische 

Synthese,  bei  der  nur  die  Abhängigkeits-  und  Functionssymbole  eine 

allgemeinere  Bedeutung  gewinnen. 


2.    Abstraction  und  Determination. 

a.   Die  Abstraction. 

Unter  der  Abstraction  verstehen  wir  allgemein  das  Ver- 
fahren, durch  welches  aus  einer  zusammengesetzten  Vorstellung  oder 
aus  einer  Mehrzahl  solcher  Vorstellungen  gewisse  Bestandtheile 
eliminirt  und  die  zurückbleibenden  als  Elemente  eines  Begriffs  fest- 
gehalten werden.  Die  Abstraction  ist  daher  das  hauptsächlichste 
Hülfsmittel   für   die   Bildung   von   Allgemeinbegriffen;   ihrer- 
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seits  aber  stützt  sie  sich  auf  die  Analyse.  Denn  die  Thatsachen, 
die  als  Objecte  der  Begriffsbildung  gegeben  sind,  müssen  zunächst 
in  gewisse  Bestandtheile  zerlegt  sein,  ehe  ein  Eliminationsyerfahren 
eintreten  kann. 

Die  wissenschaftliche  Bedeutung  der  Abstraction  beruht  theils 
auf  dem  Werthe,  der  ihr  an  und  für  sich  zukommt,  theils  und  be- 
sonders aber  auf  der  Wichtigkeit,  die  sie  als  Bestandtheil  und  Hülfs- 
mittel  anderer  logischer  Verfahrungsweisen  besitzt.  Aus  der  Fülle 
der  einzelnen  Erscheinungen,  die  einen  complexen  Thatbestand  aus- 
machen, bestimmte  Elemente  herausheben  und  isolirt  der  weiteren 
Untersuchung  oder  der  Ordnung  der  Erscheinungen  zu  Grunde  legen 
zu  können,  ist  eine  der  werth vollsten  Errungenschaften  der  ana- 
lytischen Methode.  Dabei  gewährt  es  noch  einen  besonderen  Vor- 
theil,  dass  die  Abstraction  vollkommen  nach  unserer  freien  Wahl 
in  der  verschiedensten  Weise  und  im  verschiedensten  Grade  geübt 
werden  kann.  Denn  es  ist  schliesslich  derselbe  Vorgang,  der  den 
Systematiker  befähigt,  bei  der  Untersuchung  einer  naturgeschicht- 
lichen Species  die  individuellen  Variationen  zu  vernachlässigen,  die 
eine-  im  übrigen  mit  zahlreichen  concreten  Eigenschaften  ausgerüstete 
Artform  darbietet,  und  der  es  dem  Mathematiker  möglich  macht, 
Begriffe  festzuhalten,  welche  in  der  von  ihm  definirten  Weise  in  gar 
keiner  concreten  Erfahrung  gegeben  sind,  sondern  für  welche  die 
einzelnen  Erfahrungsobjecte  nur  als  Hülfsmittel  der  Versinnlichung 
dienen  müssen. 

Die  Abstraction  vollzieht  sich  in  zwei  von  einander  abweichen- 
den Formen,  die  wir  als  isolirende  und  generalisirende  Ab- 
straction unterscheiden  können.  Unter  ihnen  ist  die  erstere  die 
ursprünglichere,  da  die  analytische  Methode  immer  zunächst  zu  ihr 
führt,  und  da  sie  jeder  generalisirenden  Abstraction  nothwendig 
vorausgeht.  Im  übrigen  aber  bilden  beide  nicht  etwa  zwei  regel- 
mässig auf  einander  folgende  Entwicklungsstufen,  sondern  die  iso- 
lirende Abstraction  besitzt  ihren  selbständigen  Werth,  und  bei 
vielen  der  wichtigsten  Anwendungen  des  Abstractionsverfahrens 
bleibt  dieses  ganz  auf  die  isolirende  Form  beschränkt,  und  die  ge- 
neralisirende  bildet  eine  verhältnissmässig  unwichtigere  Ergänzung. 

Das  Wesen  der  isolirenden  Abstraction  liegt  darin,  dass 
man  aus  einer  in  der  Beobachtung  gegebenen  complexen  Erscheinung 
einen  bestimmten  Bestandtheil  oder  mehrere  Bestandtheile  willkürlich 
abgetrennt  denkt  und  für  sich  der  Beobachtung  unterzieht.  So  re- 
flectii-t  der  Physiker   bei   der  Untersuchung  der   Lichtbrechung  im 
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Prisma  nur  auf  den  (jang  der  Lichtstrahlen  und  die  Farbenzer- 
streuung, er  abstrahirt  aber  von  der  gleichzeitigen  Erwärmung  des 
Prismas,  seiner  thermischen  Ausdehnung,  der  Elasticitätsänderung 
des  Glases  u.  s.  w.  So  nimmt  der  Nationalökonom  bei  der  Unter- 
suchung der  allgemeinen  Gesetze  des  Güterverkehrs  nur  auf  den 
Trieb  der  Menschen,  Güter  zu  erwerben  und  zu  ersparen,  Rücksicht, 
am  dagegen  alle  möglichen  anderen  Eigenschaften,  moralische  Triebe, 
Leidenschaften,  mangelnde  Einsicht  u.  dergl. ,  die  in  der  Wirklich- 
keit nicht  selten  die  Effecte  jener  wirthschaftlichen  Eigenschaften 
durchkreuzen,  zu  vernachlässigen.  So  reflectirt  schliesslich  der  Geo- 
meter,  wenn  er  den  Begriff  eines  mathematischen  Punktes  bildet, 
nur  auf  die  Anschauungsfunction,  welche  einen  Ort  im  Räume  fixirt, 
er  abstrahirt  aber  von  allen  Eigenschaften  der  physischen  Objecte, 
die  wir  zur  Ortsbestimmung  verwenden,  also  nicht  bloss  von  ihrer 
Lichtbeschaffenheit,  sondern  insbesondere  auch  von  ihrer  räumlichen 
Ausdehnung. 

Die  generalisireude  Abstraction  besteht  darin,  dass 
man  innerhalb  einer  der  vergleichenden  Analyse  unterworfenen  An- 
zahl von  Gegenständen  oder  Thatsachen  die  von  einem  individuellen 
Fall  zum  anderen  wechselnden  Eigenschaften  vernachlässigt,  um  ge- 
wisse der  gesammten  Gruppe  gemeinsam  zugehörige  zurückzubehalten 
und  zu  Merkmalen  eines  allgemeinen  Begriffs  zu  erheben.  Diese 
Abstraction  zerfällt  wieder  in  zwei  Unterformen,  je  nachdem  die  der 
Analyse  unterworfenen  Objecte  wirkliche  Gegenstände  der  Anschauung 
oder  des  Denkens  oder  aber  einzelne  Sätze  sind,  die  sich  auf  irgend 
welche  Relationen  von  Gegenständen  beziehen.  Im  ersten  Fall  gehen 
aus  der  Abstraction  Gattungsbegriffe  hervor,  im  zweiten  Fall 
liefert  dieselbe  abstracte  Regeln  oder  Gesetze.  So  sind  die 
Begriffe  der  naturhistorischen  Classificationen  durch  eine  generalisirende 
Abstraction  der  ersten  Art  gebildet:  sie  sind  zugleich  Gegenstands- 
begriffe, wenn  ihnen  auch  nicht  unmittelbar  reale  Gegenstände  ent- 
sprechen, da  diese  stets  individuelle  Eigenschaften  besitzen,  die  bei 
der  Bildung  der  Gattungsbegriffe  eliminirt  werden.  Andere  Gattungs- 
begriffe entstehen  durch  eine  Generalisation,  die  nicht  von  empirischen 
Gegenständen,  sondern  von  Begriffen  ausgeht,  welche  bereits  eine 
isoUrende  Abstraction  voraussetzen.  Den  allgemeinen  Begriff  des 
Dreiecks  z.  B.  bilden  wir  aus  einer  Vielheit  einzelner  geometrischer 
Dreiecke,  deren  jedes  das  Resultat  einer  mathematischen  Abstraction 
ist.  Ebenso  finden  sich  innerhalb  aller  anderen  Begriffsgebiete  Ver- 
hältnisse  der   Ueber-   und  Unterordnung,   die   auf  eine  Stufenfolge 
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generalisirender  Abstraction  hinweisen.  Nicht  minder  ist  die  zweite 
Form  der  letzteren,  die  Abstraction  von  Regeln  oder  Gesetzen,  von 
allgemeiner  Bedeutung.  Wie  die  Begriffe  einer  nach  dem  umge- 
kehrten Quadrate  der  Entfernung  wirkenden  Kraft  oder  einer  trans- 
versalen Wellenbewegung  durch  Generalisation  entstanden  sind,  so 
beruhen  auch  die  allgemeinen  Gesetze  einer  solchen  Kraft  oder  Be- 
wegung auf  generalisirender  Abstraction.  Ueberhaupt  aber  ist  diese 
bei  der  Aufstellung  aller  derjenigen  Gesetze  betheiligt,  die  eine  Viel- 
heit concreter  Gesetze,  deren  jedes  durch  eine  besondere  Induction 
gefunden  ist,  unter  sich  begreifen. 

Auf  diese  Weise  schliesst  nicht  selten  die  generalisirende  Ab- 
straction einen  zusammengesetzten  Inductionsprocess  ab ,  während 
umgekehrt  die  isolirende  denselben  theils  vorbereitet,  theils  in  seinen 
Ablauf  unterstützend  eingreift.  Ein  charakteristischer  äusserer 
Unterschied  beider  Formen  liegt  ausserdem  darin,  dass  sich  die 
Isolation  nöthigenfalls  an  einem  einzigen  Erfahrungsgegenstande  voll- 
ziehen kann,  die  Generalisation  aber  stets  eine  Vielheit  von  Objecten 
voraussetzt.  Die  Gesetze  der  Lichtbrechung  würden  sich  an  einem 
einzigen  Prisma  studiren,  der  Begriff  der  Geraden  an  einer  einzigen 
mit  dem  Lineal  gezogenen  Linie  entwickeln  lassen,  wenn  auch  in 
der  Wirklichkeit  wegen  der  wünschenswerthen  Variation  der  Be- 
dingungen selten  eine  solche  Beschränkung  stattfinden  wird.  Da- 
gegen ist  für  die  Begriffe  der  Naturgeschichte  oder  der  systema- 
tischen Geisteswissenschaften  die  Vielheit  der  Abstractionsobjecte 
ein  unbedingtes  Erforderniss ,  da  die  Heraushebung  der  den  all- 
gemeinen Begriff  constituirenden  Elemente  nur  durch  ihr  Vor- 
kommen in  einer  Vielheit  einzelner  Gegenstände  oder  Specialbegriffe 
veranlasst  wird. 

Als  die  logische  Grundform  der  Abstraction  lässt 
sich  der  Vergleichungsschluss,  und  zwar  vorzugsweise  in  seiner 
positiven  Form,  betrachten  (Bd.  I,  S.  363),  nach  folgendem 
Schema : 

A     <      itf^,         ilfg,        iYg, 

A,  B,  C  <M,, 

worin  M^  die  in  Betracht  gezogenen  Begriffselemente  repräsentirt, 
während  M^^  M^^  M^,  M^  die  zu  eliminirenden  Elemente  bedeuten, 
von  denen  einzelne  {M^)  ebenfalls  übereinstimmen  können,  während 
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andere  (Ifj,  J/^,  M^)  variiren.  Die  beiden  Arten  der  Abstraction  unter- 
scheiden sich  nicht  sowohl  in  der  Grundform  des  Vorgangs  als  in 
der  Auswahl  und  weiteren  Verwerthung  der  Elemente.  Während 
bei  der  Isolation  die  verglichenen  Objecto  -4,  B^  C ,  ,  ,  nur  dazu 
dienen,  die  Elemente  Af^  zu  gewinnen,  und  diese  dann  zum  Zweck 
der  Auffindung  allgemeiner  Abhängigkeitsbeziehungen  den  zusammen- 
gesetzteren Verfahrungsweisen  der  Induction  überliefert  werden, 
bleibt  bei  der  Generalisation  die  Ordnung  der  ursprünglichen  Objecte 
Ä,  £,  C.  .  .  von  entscheidender  Bedeutung,  und  das  in  die  sym- 
bolische Formel  A^  B,  C  <^  M^  gefasste  Resultat  deutet  daher  zu- 
gleich den  wesentlichen  Zweck  des  Abstractionsverfahrens  selbst  an. 
Denn  dieser  besteht  in  der  Verbindung  der  Elemente  M^  zu  einem 
Gattungsbegriff,  der  den  Objecten  oder  Thatsachen  A^  B^  C  .  ,  .  über- 
geordnet ist. 

Beide   Formen   der  Abstraction   werden    vorbereitet    in   jenen 
BegrifEsentwicklungen   des   gewöhnlichen   Bewusstseins ,    die  überall 
den  von   wissenschaftlichen  Zwecken   geleiteten  Operationen   voran- 
gehen.    Für  die  Isolation   fällt  dieser  Umstand   wenig  ins  Gewicht. 
Zwar  knüpft  auch   hier   die   wissenschaftliche  Untersuchung  an  die 
durch    die   oberflächlichen  Unterschiede    der  Wahrnehmungen   nahe 
gelegten  Abstractionen  an,  nur  aber  um  diese  sofort  einer  Bearbeitung 
durch  die  Induction  zu  unterwerfen,  welche  etwa  begangene  Fehler 
leicht   auszugleichen    im  Stande   ist.     Um   so  bedeutungsvoller   sind 
die  natürlichen  Begriffsbildungen  für  die  Generalisation.     Stets  trifft 
diese  bereits  Gattungsbegriffe  an,  über  deren  Bildung  sich  das  vor- 
wissenschaftliche Denken  keine  zureichende  Rechenschaft  gibt,   und 
denen   es  gleichwohl   durch   feststehende   sprachliche  Bezeichnungen 
eine  grosse  Widerstandskraft  verleiht.    Dazu  kommt  bei  den  untersten 
Gattungsbegriffen  noch  der  Umstand,  dass  sie,  da  in  solchen  Fällen 
die   Uebereinstimmung   der   oberflächlichen    derjenigen    der   tieferen 
Merkmale  parallel  zu  gehen  pflegt,    meistens  von  der  Wissenschaft 
sanctionirt  werden  müssen,   wodurch  leicht  die  Täuschung  entsteht, 
als   wenn   ein  Abstractionsverfahren    hier   überhaupt   gar  nicht  vor- 
handen   wäre.      Hatte    sich    diese    Täuschung    in    der    Platonischen 
Ideenlehre  auch  auf  die  oberen  Gattungen   übertragen ,   denen  dann 
freilich  nur  eine  transcendente  Existenz  zugestanden  werden  konnte, 
so  ist  sie  in  der  neueren  Wissenschaft  in  der  vielleicht  gefährlicheren 
Form  erhalten  .geblieben,  dass  man  die  unteren  Gattungen  für  wirk- 
liche Erfahrungsgegenstände  hielt.   In  der  Naturgeschichte  hat  dieser 
Inthum  zu   der  lange  Zeit   herrschenden  Lehre  geführt,   dass  jede 
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organische  Species  eine  primitive  organische  Form  sei.  Der  Canis 
familiaris  und  die  Felis  domestica.  meinte  man.  seien  wirkliche  Ob- 
jecte  oder  mindestens  einmal  solche  gewesen,  während  Niemand  der 
Meinung  war,  dass  der  Wiederkäuer  oder  das  Wirbelthier  als  solche 
existiren  oder  auch  nur  jemals  existirt  haben.  Aehnlich  verhalt  es 
sich  ncich  mit  anderen  Prr>ducten  generalisirender  Abstraction.  Die 
nordische  Mythologie,  die  deutsche  Sprache  gelten  als  wirkliche 
geistige  Dinge ;  aber  dem  Polytheismus  oder  der  Sprache  überhaupt 
schreibt  man  eine  solche  Realität  nicht  zu.  Immerhin  ist  es  be- 
merkenswerth ,  dass  hier  in  gewissem  Sinne  die  Entwicklungs- 
lehre zu  einer  eigenthQmlichen  Erneuerung  der  Platonischen  Ansicht 
von  der  Existenz  realer  Urbilder  der  Begriffe  geführt  hat,  indem 
sie  auf  verschiedenen  Gebieten  bemüht  war  nachzuweisen,  dass 
sogar  solche  Allgemeinbegriffe,  die  bis  dahin  als  reine  Producte 
logischer  Abstraction  betrachtet  worden  waren,  auf  Thatsachen 
zurückführten,  die  freilich  nicht  einer  transcendenten  Welt,  wohl 
aber  einer  entfernten  Vergangenheit  der  wirklichen  Welt  angehören 
sollen.  Das  abstracte  Wirbelthier  nimmt  in  einem  hypothetischen 
Acranier  der  Primordialzeit  concrete  Gestalt  an,  der  Begriff  der  indo- 
germanischen Sprachenfamilie  hypostasirt  sich  zu  einer  arischen 
Ursprache.  Aus  dieser  in  so  verschiedenen  Gestalten  hervorgetretenen 
Neigung,  begrifflichen  Abstractionen  eine  reale  Unterlage  zu  geben, 
kann  selbstverständlich  kein  Einwand  gegen  die  genetische  Auffas- 
sung überhaupt  entnommen  werden ;  wohl  aber  mahnt  jene  Neigung 
zur  Vorsicht  gegenüber  denjenigen  genetischen  Constructionen,  die 
nicht  von  realen  Thatsachen,  sondern  zunächst  nur  von  Producten 
unserer  Abstraction  ausgehen.  Diese  für  sich  genommen  können, 
auch  wenn  sie  noch  so  zweckmässig  gebildet  sind,  immer  nur  auf 
bestimmte  objective  Ursachen  unserer  Abstractionen  hinweisen ;  •  um 
festzustellen,  dass  diese  Ursachen  wirkliche  Gegenstände  seien, 
dazu  ist  aber  stets  ein  besonderes  Inductionsverfahren  erforderlich. 
In  nahem  Zusammenhange  mit  der  Abstraction  steht  die  Be- 
nennung der  Erscheinungen.  Sie  ist  ein  Erzeugniss  der  Iso- 
lation. Denn  der  Name  eines  Gegenstands,  mag  er  nun  auf  dem 
natürlichen  Wege  der  Sprachbildung  entstanden  oder  aus  bestimmten 
wissenschaftlichen  Bedürfnissen  erfunden  sein ,  bezeichnet  stets  ein 
einzelnes  Merkmal.  Hieran  schliesst  sich  aber  sofort  eine  Genera- 
lisation  an,  indem  der  bei  einem  bestimmten  Gegenstand  geschaffene 
Name  auf  andere  ähnliche  Gegenstände  übertragen  wird,  die  er  in 
eine  Gattung  zusammenfasst.     Wie   die   Benennung   ein  Erzeugniss 
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der  isolirenden,  so  ist  sie  demnach  das  wesentliche  Hülfsmittel  der 
generalisirenden  Abstraction,  und  in  ihrer  Entstehungs-  und  An- 
wendungsweise spiegelt  sich  die  naturgemässe  Aufeinanderfolge  jener 
beiden  logischen  Operationen.  Der  Umstand  aber,  dass  die  Wissen- 
schaft in  der  Sprache  bereits  ein  natürlich  entstandenes  System  von 
Namen  f&r  die  Objecte  und  Erscheinungen  vorfindet,  bringt  nicht 
bloss  den  grossen  Vortheil  leichter  Verständigung,  sondern  auch 
mannigfache  Nachtheile  mit  sich.  Nichts  begünstigt  mehr  jene 
Neigung,  die  nächsten  Abstractionsproducte  für  wirkliche  Dinge  zu 
halten,  als  das  Vorhandensein  von  Namen,  denen  jede  Spur  einer 
willkürlichen  Entstehung  verloren  gegangen  ist.  Doch  besitzt  die 
Sprache  in  dem  Vorgang  des  Bedeutungswechsels  ein  wirksames 
Mittel,  diesen  Nachtheil  wieder  auszugleichen.  So  ist  das  Wort 
Vogel,  das  ursprünglich  alle  fliegenden  Thiere  bezeichnete,  in  der 
wissenschaftlichen  Bedeutung  auf  eine  bestimmte  Classe  derselben 
eingeschränkt  worden;  umgekehrt  haben  Bezeichnungen,  wie  Keim, 
Ei,  Nahrung,  Athmung,  die  Namen  für  die  meisten  Organe  des 
Thierkörpers  u.  s.  w.,  fortschreitende  Verallgemeinerungen  erfahren, 
dorch  die  sie  sich  den  Bedürfnissen  der  wissenschaftlichen  Termino- 
logie anpassten.  Immerhin  bietet  es  unverkennbare  Vortheile  dar, 
wenn  die  Wissenschaft,  wie  bei  gewissen  allgemeineren  Gattungs- 
begriffen oder  bei  solchen,  die  eine  eindringende  wissenschaftliche 
Untersuchung  voraussetzen,  in  der  Lage  ist,  die  Benennungen  selbst 
schaffen  zu  können.  Nur  hierdurch  ist  es  z.  B.  der  chemischen 
Terminologie  möglich  geworden,  an  die  Namen  der  Verbindungen 
zugleich  die  allgemeinsten  Andeutungen  über  deren  Constitution  zu 
knüpfen,  so  dass  jene  die  Stelle  allgemeiner  Definitionen  vertreten. 
Dennoch  zeigt  es  sich  auch  in  diesem  Fall  an  den  Namen  der  Ele- 
mente, dass  die  einfachsten  Begriffe,  selbst  wenn  sie  künstlich 
gebildet  sind,  unter  dem  Einfluss  ähnlicher  zufälliger  Motive  stehen 
wie  die  natürlichen  Benennungen  der  Sprache. 

b.    Die  Determination. 

Die  Determination  ist  die  Umkehrung  der  Abstraction  und  setzt 
daher  stets  eine  vorangegangene  Abstraction  voraus.  Ihre  wissen- 
schaftliche Bedeutung  beruht  aber  hauptsächlich  darauf,  dass  sie  den 
Weg  der  Abstraction  in  der  Regel  nicht  einfach  umkehrt,  sondern 
zugleich  in  veränderter  Weise  zurücklegt.  Bei  der  Determination 
fügen  wir  nämlich  einem  durch  Abstraction  gewonnenen  Begriff  be- 

Wnndt,  Logik.  II,  1.  2.  Aufl.  2 
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sondere  Merkmale  bei,  wodurch  ein  den  concreten  Thatsachen  näher 
liegender  BegrifiP  aus   ihm  hervorgeht.      Dabei   brauchen   nun   nicht 
nothwendig  die  nämlichen  Elemente  wiedereingeführt  zu  werden, 
die   bei   der  A.bstraction   eliminirt   worden   waren.     So  sind    in   der 
Naturgeschichte    und    anderen    systematischen    Wissenschaften    die 
Gattungsbegriffe  zunächst  aus  einzelnen  meist  zufällig  vorgefundenen 
Exemplaren  der  Gattung  durch  Generalisation  gebildet,  worauf  dann 
bei  der  Rückkehr   vom  Gattungsbegriff  zu  den  Arten   oder  zu  den 
specielleren    Thatsachen    ausser   jenen    ursprünghchen    auch    andere 
Objecte  für  die  Bildung  der  Untergruppen  massgebend  werden.    Noch 
selbständiger  verfährt   die  Umkehrung  der  Isolation.     Nachdem  der 
Geometer  die  Abstractionen  der  Geraden,   der  Ebene  u.  s.  w.  voll- 
zogen, versieht  er  sie  durch  die  Beziehungen,  in  die  er  sie  zu  anderen 
Vorstellungen  bringt,    mit   näheren  Bestimmungen,    die   von  völlig 
neuer  Beschaffenheit   sein   können.     Ebenso  lässt   sich  der  Physiker 
bei  der  Verbindung  eines  zuerst  isolirt  untersuchten  Phänomens  mit 
anderen    Erscheinungen    von    selbständigen    Gesichtspunkten    leiten, 
ohne  eine  besondere  Rücksicht   auf  jene  Erscheinungen   zu  nehmen, 
von    denen    ursprünglich    abstrahirt    werden    musste.      Diese    Selb- 
ständigkeit  der   Determination   beruht   wesentlich   darauf,    dass    sie 
überall  auf  die  Anwendung  der  synthetischen  Methodesich  stützt, 
die  ihrerseits    zwar   eine  Umkehrung  der  Analyse  ist,   auf  der  alle 
Abstraction  beruht,    dabei  aber  doch  unabhängig   von  irgend  einem 
speciellen  analytischen  Process  angewandt  werden  kann. 

Den  beiden  Formen  der  Abstraction  entsprechen  zwei  im  selben 
Sinne  von  einander  abweichende  Formen  der  Determination,  die  wir 
als  CoUigation  und  als  Specification  unterscheiden  können. 
Die  erstere  ist  die  Umkehrung  der  isolirenden  Abstraction.  Sie 
besteht  darin,  dass  man  die  Veränderungen  ermittelt,  die  an  zuerst 
isolirt  untersuchten  Theilerscheinungen  durch  die  Verbindung  mit 
anderen  Elementen  entstehen,  [welche  mittelst  einer  ähnlichen  Ab- 
straction  gewonnen  sind*).  So  untersucht  die  Mechanik  zunächst 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  festen  Körpers,  an  dem 
in  bestimmten  Richtungen  Kräfte  angreifen,  indem  sie  bloss  seine 
geometrischen  Eigenschaften  berücksichtigt,  ihn  also  als  absolut  un- 
veränderlich  in   seiner   Gestalt   voraussetzt,   um   dann  zu  ermitteln. 


*)  Der  Ausdruck  CoUigation  ist  hier  in  einem  wesentlich  anderen  Sinne 
gebraucht  als  in  Whewell's  »Philosphy  of  the  inductive  sciences*  (Vol.  II, 
p.  201),  wo  er  die  Sammlung  einzelner  Thatsachen  bezeichnet,  die  der  Verf.  als 
vorbereitendes  Stadium  der  Induction  betrachtet. 
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wie  die  unter  dieser  Annahme  festgestellten  Bedingungen  des  Gleich- 
geiricbts  abgeändert  werden,  wenn  man  die  in  der  Elasticität  be- 
gründete Verschiebbarkeit  der  Theilchen  in  Rechnung  zieht.  So 
kann  ferner  der  Nationalökonom  zuerst  den  Einfluss  der  relativen 
Höhe  des  Zinsfusses  auf  die  Bewegung  des  flüssigen  Capitals  los- 
gelöst Yon  allen  begleitenden  Umständen  untersuchen,  um  hierauf 
successiv  diese  letzteren,  wie  z.  B.  den  verschiedenen  Capitalwerth 
der  einzelnen  Ländergebiete,  die  verschiedene  Handelslage  u.  dergl., 
einer  Mitberücksichtigung  zu  unterwerfen. 

Wesentlich  anders  verhält  sich  die  Specification,  in  welcher 
die  generalisirende  Abstraction  ihre  Umkehr  findet.  Wie  schon  die 
letztere  an  die  Vergleichung  einer  Vielheit  von  Objecten  gebunden 
ist,  so  hat  auch  die  Specification  wiedenum  auf  dem  Wege  der  Ver- 
gleichung des  Einzelnen  diejenigen  Begriffselemente  zu  finden,  die 
sich  zur  Bildung  der  beschränkteren  Gattungs-  und  Artcharaktere 
geeignet  erweisen.  Deshalb  bewegt  sich  diese  Form  der  Determi- 
nation minder  frei  in  der  Auswahl  der  zu  beachtenden  Erscheinungen ; 
sie  ist  theils  an  die  Beschaffenheit  der  Erfahrungsobjecte,  theils  an 
die  Richtung  des  vorangegangenen  Abstractionsprocesses  gebunden, 
üeberall  aber,  wo  es  sich  um  eine  systematische  Ordnung  von  Be- 
griffen handelt,  da  findet  die  Specification  ihre  Anwendung,  also 
nicht  bloss  in  den  verschiedenen  Gebieten  der  Naturgeschichte,  son- 
dern auch  in  der  erklärenden  Naturwissenschaft,  sobald  diese  zum 
Zweck  der  Untersuchung  oder  Darstellung  eine  Gliederung  ihres 
Gegenstandes  auszuführen  sucht,  und  in  ähnlichem  Sinne  in  den 
hauptsächlichsten  Geisteswissenschaften,  wo  insbesondere  die  Rechts- 
begriffe durch  die  präcise  Form  ihrer  Determination  sich  auszeichnen. 
Aehnlich  wie  die  Colligation  der  Induction  in  die  Hände  arbeitet, 
indem  sie  deren  mittelst  der  isolirenden  Abstraction  gewonnene 
Grundlagen  durch  die  Mitberücksichtigung  begleitender  Erschei- 
nungen vervollständigt,  so  ist  die  Specification  das  hauptsächlichste 
Hülfsmittel  der  Classification.  Denn  diese  geht  von  einem  All- 
gemeinbegriff aus,  den  sie  successiv  durch  eine  immer  vollständiger 
werdende  Determination  in  die  einzelnen  Begriffe  zerlegt,  die  ihm 
unterzuordnen  sind. 

Ihr  Vorbild  findet  die  Determination  als  logische  Methode  in 
der  einfachen  Determination  der  Begriffe  (Bd.  I,  S.  144  u.  251). 
Sucht  man  sich  aber  nicht  bloss  über  das  Resultat  des  logischen 
Vorgangs,  sondern  über  diesen  selbst  Rechenschaft  zu  geben,  so 
lasst  er   sich   auf  eine  Umkehrung  des    der  Abstraction  zu  Grunde 
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liegenden  Vergleichungsschlusses  zurückführen.  Hierbei  wird  zu- 
nächst der  Allgemeinbegriff  3f^  den  Objecten  übergeordnet,  aus  denen 
er  ursprünglich  abstrahirt  worden  war,  und  es  werden  dann  die  Be- 
griffselemente einzelner  Objecte  ^,  JB,  die  unter  den  Begriff  M^ 
fallen,  durchgegangen,  um  irgend  welche  ihnen  gemeinsame  Merk- 
male M^  mit  M^  zu  verbinden  und  so  einen  beschränkteren  Begriff 
M^  M^  zu  bilden,  nach  dem  Schema : 

M,  >  A,  J?, 

A   <M^,  M^, 

B   <  J/j,  Jfjj, 

Dieses  Schema  lässt  sich  auf  die  beiden  Grundformen  der  De- 
termination anwenden.  Während  aber  bei  der  Specification  im  all- 
gemeinen die  nämlichen  Objecte  A^  B^  C.  .  .,  die  zur  Abstraction 
des  Gattungsbegriffes  M^  gedient  haben^  auch  für  die  Determination 
des  engeren  Begriffes  M^  M^  zur  Verwendung  kommen,  können  bei 
der  Colligation  völlig  andere  Objecte  A\  ß',  (7 .  .  .  herbeigezogen 
werden,  sobald  sie  nur  die  Bedingung  erfüllen,  dass  sie  dem  All- 
gemeinbegriff M,  entsprechen. 

3.  Induction  und  Deduction. 

a.   Die  logischen  Elemente  der  Induction. 

Von  Aristoteles  wurde  die  Induction  oder  JiraYcoY^  dem 
Syllogismus  als  eine  besondere  Schlussweise,  welche  vom  Einzelnen 
zum  Allgemeinen  aufsteige,  gegenübergestellt.  Die  Aristotelische 
Induction  besteht  aber  lediglich  in  der  Zusammenfassimg  gevnsser 
Specialregeln  in  einen  allgemeineren  Ausdruck*).  Der  die  Aristote- 
lische Logik  beherrschende  Gesichtspimkt  der  Subsumtion  verräth 
sich  überdies  darin,  dass  der  gewonnenen  Gonclusion  erst  dann  eine 
allgemeine  Bedeutung  zugestanden  wird,  wenn  in  der  einen  Prä- 
misse Prädicat  und  Subject  vollständig  sich  decken,  so  dass  das 
ürtheil  umgekehrt  und  der  Schluss  in  einen  solchen  der  ersten 
Figur  umgewandelt  werden  kann**). 

*)  Dies  erhellt  deutlich  ans  dem  Aristotelischen  Beispiel :  .Mensch,  Pferd, 
Maulesel  sind  langlebig;  Mensch.  Pferd,  Maulesel  sind  gallenlos;  also  sind  gallen- 
lose Thiere  langlebig.*     Analytie.  poster.  II,  23. 

**)  So  entsteht  die  , vollständige  Induction*:  ^Mensch,  Pferd,  Maulesel 
sind  langlebig;  das  Gallenlose  ist  Mensch,  Pferd,  Maulesel;  al«»o  ist  das  Gallen* 
lose  langlebig/ 
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Indem  Baco  von  der  üeberzeugung  ausging,  dass  alle  Er- 
kenntniss  auf  einzelne  Erfahrungen  gegründet  sei,  musste  vor 
allem  gegen  diese  ZurückfOhrung  der  Induction  auf  den  Subsumtions- 
schluss  seine  Polemik  sich  richten.  Der  letztere  vermag  nach  ihm 
höchstens  zu  zeigen,  wie  gegebene  Sätze  zu  ordnen  sind,  niemals 
aber  zu  neuen  Erkenntnissen  zu  führen.  Solches  ist  vielmehr  die 
Aufgabe  einer  wahren  Methode  der  Induction,  die  darum  der  syl- 
logistischen  Logik  um  ebenso  viel  vorzuziehen  ist,  als  die  Auffindung 
der  Wahrheiten  wichtiger  ist  als  ihre  mehr  oder  minder  zweck- 
mässige Anordnung.  Auf  diese  Weise  gewinnt  bei  Baco  erst  der 
Begriff  der  Induction  die  Bedeutung,  die  ihm  heute  noch  beigelegt 
wird*). 

Dennoch  ist  Baco  im  Irrthum,  wenn  er  meint,  das  Princip 
des  Syllogismus  finde  auf  seine  inductive  Methode  gar  keine  An- 
wendung. Wenn  er  lehrt,  man  habe  zuerst  in  einer  Tafel  der 
.positiven  Instanzen '^  alle  die  Fälle  zu  registriren,  in  denen  eine 
der  Untersuchung  unterworfene  Erscheinung  beobachtet  wird,  dann 
eine  Tafel  der  »negativen  Instanzen*"  aufzustellen,  in  der  die  den 
vorigen  verwandten  Fälle  aufgezählt  werden,  in  denen  die  betreffende 
Erscheinung  fehlt,  so  haben  wir  es  hier  zunächst  mit  Vergleichungs- 
schlüssen zu  thun,  denen  sich  leicht  die  Form  der  zweiten  Aristo- 
telischen Figur  geben  lässt.  Freilich  ist  mit  diesen  Vergleichungen 
bei  Baco  die  Induction  nicht  beendet,  sondern  es  entsteht  nun  erst 
die  Aufgabe  zu  bestimmen,  welche  allgemeine  Bedingung,  oder 
welcher  allgemeine  Begriff,  von  Baco  „Form*  genannt,  den  über- 
einstimmenden Fällen  zukommt  und  in  den  nicht  übereinstimmen- 
den fehlt**).  Zu  diesem  Zweck  schreibt  Baco  vor,  den  voran- 
gegangenen Tafeln  eine  dritte,  die  der  „gradweisen  Abstufungen" 
hinzuzufügen,  solche  Fälle,  in  denen  die  untersuchte  Erscheinung  in 
quantitativen  Unterschieden  beobachtet  wird.  Diese  Tafel  der  Grade 
bildet  eine  Art  von  Vermittelung  zwischen  den  positiven  und  den 
negativen  Instanzen,  da  ein  Fall  A%  in  welchem  Ai  nicht  beobachtet 
wird ,  gradweise  übergehen  kann  in  den  Fall  A ,  welchem  M  zu- 
kommt. Derartige  Unterschiede  eignen  sich  aber  nach  Baco  ganz 
besonders  zur  Erkenntniss  der  „Form**  einer  Erscheinung.  Denn 
eine  Bedingung,  in  der  sich  eine  positive  und  eine  negative  Instanz 
unterscheiden,  wird  voraussichtlich  für  das  Wesen  der  untersuchten 


*)  Baco,  Novum  orjfanon,  Lib.  I. 
**)  Nov.  Organ.  II,  1,  20. 
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ErHcheinung  bedeutsamer  sein  als  andere  Merkmale.  Zum  Abschluss 
der  lJnierHUcliUDf(  bediirf  es  daher  nur  noch  der  Elimination  un- 
weNontlicher  Unterschiede,  was  mittelst  der  so  genannten  «Lese*"  und 
der  an  sie  sich  anschliessenden  Aufstellung  der  ,,prärogatiyen  In- 
stanzen*  geschieht,  einer  Sammlung  von  Gesichtspunkten,  in  der 
neben  vielem  Unwesentlichen  und  Irrthümlichen  einzelne  Lichtblicke 
vorkommen,  in  denen  gewisse  Grundsätze  der  experimentellen  Me- 
thodik in  bewundernswertlier  Weise  vorausgenommen  sind. 

Es  ist  längst  bemerkt  worden,  dass  sich  die  Baconische  In- 
duction  einer  Weitschweifigkeit  schuldig  macht,  die  bei  den  wirk- 
lich getlbton  Inductionen  der  Wissenschaft  niemals  vorkommt.  In 
der  That  waltet  in  ihr  der  nämliche  Irrthum  ob,  der  die  Aristote- 
lische Induotion  beherrscht:  dass  nur  die  vollständige  Induction 
wissenschaftlichen  Werth  besitze.  Dieser  Irrthum  ist  aber  bei.Baco 
noch  augenfälliger,  weil  er  die  Existenz  allgemeiner  Voraussetzungen, 
welche  die  Aufzählung  der  Fälle  von  vornherein  beschranken  konnten, 
leugnete  so  dass  bei  ihm  der  Induction  die  Unmöglichkeit  zugemuthet 
wini«  sie  solle  that^äohlich  die  Erfahrung  erschöpfen.  Der  zweite 
Fehler  besteht  in  der  Vermengung  der  Induction  mit  der  Abstrac- 
♦ion.  Schon  der  Begrifl*  der  ,Form*,  in  deren  Nachweisung  Baco 
das  Ziel  des  Inductionsverfahrens  erblickt,  besitzt  die  Doppelnatur 
eine^i  AUgtmieinbegrifFs  und  eines  allgemeinen  Gesetzes.  So  lehren 
denn  auch  die  zwei  ersten  Tafeln  seiner  Instanzen  ein  Vergleichnngs- 
verfahrtMu  das  an  sich  nur  zur  Abstraction  von  B^riffen  führen 
kHiuu  Krst  bei  den  gradweisen  und  prart^gativen  Instanzen  wird  die 
lit'winnung  allgemeiner  Satze  über  die  Erschdnungen  zum  vor- 
herr^rhenden  Gesichtsirunkt, 

In  beiden  Beziehungen  hat  die  neuei>f  indactive  Logik,  die 
auf  liem  Bacx^ni^^^hen  Standpunkte  weiterlvaute .  und  deren  Hanpt- 
i>^pr3i;5sent3fci:T  John  Stuart  Mill  ist,  die  Lehre  von  der  Indaction 
5U  xerWs3^^m  c>:\<ucht*K  Die  Induitioi:  wind  hier  als  das  Verfahren 
*uÄr.;rt.  vvurch  welch-^  wir  erkennen,  das?  was  skh  in  einzehien 
FiUKr,  Äi:^  w^hr  Sestin^rt  hat,  ir:  aK«i  imtef  den  ciÄdien  Be- 
,^JMru:u:^rr.  c;r.:TetiK:>aer  Falien  w^fchr  >dn  werde.  Säe  sckeidet  sich 
*i*.^;:r;V,  e'^ea^J^^Wv^h;  x\^r.  dtr  Be!gT:S<dkb«äsram>ci  wie  r*»  der  so  ge- 
vjir.T^iT  x\vi:^tto.ii^r,  l:^rjctxxi,  dx  licits  asSer^»  al>  die  Ein- 
tifcr*;^^  fc:fjfc  v\Ctv;:rSf^iciir.:::i;i:  t'^r  eine  X^iaW  eJitirfnfr  That- 
«kSb^r   ^:     :V  ^-&>.rf  Ir^i^K^iut  :^  rj^ri  Mili  riria  t-iealiidi  ein 


X  >*'s",''il     :*i'    .  .tc.k    N    ?viV-\     >^.1»:j:C*    J*I» —  '^ 
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Schluss  vom  Einzelnen  auf  das  Allgemeine,  sondern  vom  Einzelnen 
auf  das  Einzelne,  da  wir  zunächst  immer  nur  in  einzelnen  den  vor- 
angegangenen ähnlichen  Fällen  auch  einen  ähnlichen  Erfolg  erwarten. 
Es  steht  aber  ein  jeder  solcher  Schluss  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  Gang  der  Natur  gleichförmig  sei,  oder  dass  unter  ähnlichen 
Umstanden  immer  wieder  das  Aehnliche  eintreten  werde.  Jede 
Induction  lässt  sich  daher  in  die  Form  eines  Syllogismus  bringen, 
in  dem  jene  Voraussetzung  die  obere  Prämisse  bildet. 

Hier  entsteht  nun  die  Frage,  wie  der  oberste  Grundsatz  aller 
Inductionen,  das  Axiom  von  der  Gleichförmigkeit  der  Natur,  selber 
entstanden  sei.  Jener  Grundsatz  ist  offenbar  nichts  anderes  als  das 
allgemeine  Causalgesetz ,  und  rücksichtlich  seiner  gibt  Mill  die 
Antwort,  es  sei  eine  Induction  der  rohesten  Art,  eine  blosse  „in- 
ductio  per  enumerationem  simplicem".  Dies  steht  aber  mit  der 
Voraussetzung,  dass  es  der  gemeinsame  Obersatz  aller  Inductionen 
sei.  im  Widerspruch.  Mindestens  eine  Induction  muss  es  dann 
gebea,  die  auf  andere  Weise  entstanden  ist,  und  consequenter  Weise 
wird  man  nicht  leugnen  wollen,  dass  unter  diesen  UmstILnden  noch 
andere  Inductionen  von  dem  nämlichen  unzuverlässigen  Ursprünge 
sein  könnten.  Es  würden  dann  alle  Inductionen  in  zwei  Formen 
zerfallen : 

in  die  strenge  Induction:  und  in  die  bloss  aufzählende  In- 
Unter    gleichen    Bedingungen    treten  duction: 

gleiche  Erfolge  ein, 

unter  den  Bedingungen  a,  6,  c  .  .  .  trat  Unter  den  Bedingungen  a,  b,  c  .  .  .  trat 

häufig  der  Erfolg  A'  ein,  häufig  der  Erfolg  X  ein; 

also  tritt  unter  den  Bedingungen  a,  6,  •  also  tritt  unter  den  Bedingungen  a,  b, 

c  .  .  .  immer  der  Erfolg  X  ein.  c  .  . .  immer  der  Erfolg  X  ein. 

Da  jedoch  der  Obersatz  der  strengen  Inductionen  seinerseits  auf 
einer  blossen  Aufzählung  beruht,  so  ist  der  Unterschied  beider 
Formen  in  Bezug  auf  ihre  Sicherheit  nur  ein  scheinbarer.  Dass  die 
hier  zu  Gnmde  liegende  Auffassung  des  Causalprincips  eine  un- 
genügende sei,  wurde  früher  nachgewiesen.  (Bd.  I,  S.  606.)  Ausser- 
dem steht  die  darauf  gebaute  Theorie  der  Induction  ebenfalls  noch 
unter  dem  Bann  der  Aristotelischen  Syllogistik.  Die  Baconische 
Forderung  einer  vollständigen  Induction  hat  sie  zwar  aufgegeben; 
dafür  verlangt  sie,  dass  jede  Induction  ein  regelrechter  Subsumtions- 
schluss  sei,  um  wenigstens  eine  formale  Sicherheit  für  sie  zu  retten. 

In  verschiedener  Weise,  hat  man  nun  diese  formale  in  eine  reale 
Gewissheit  umzuwandeln  gesucht.    Entweder  liess  man  im  Anschlüsse 
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an  Kants  Eategorienlehre  das  Gausalprincip  als  eine  apriorische 
Wahrheit  gelten,  wodurch  der  Obersatz  des  Mill'schen  Inductions- 
Schlusses  seines  zweifelhaften  Charakters  entkleidet  wurde,  oder  man 
zog  es  vor  zu  der  Aristotelischen  Ansicht  zurückzukehren  und  nur 
der  vollständigen  Induction  eine  vollkommen  bindende  Kraft  zuzu- 
gestehen, eine  Auffassung  die  nebenbei  leicht  mit  der  vorigen  zu 
vereinigen  war*).  Unter  allen  diesen  Ansichten,  welche  die  Form 
des  Aristotelischen  Syllogismus  möglichst  für  die  Induction  zu  be- 
wahren suchen,  wird  diejenige  der  specifisch- logischen  Form  der- 
selben am  meisten  gerecht,  die  jede  Induction  als  eine  Umkehrung 
des  gewöhnlichen  subsumirenden  Syllogismus  betrachtet.  Denn  diese 
Ansicht  erfasst  in  der  That  vollkommen  richtig  das  schematische 
Verhältniss  der  Induction  zu  der  auf  den  Subsumtionsschluss  zurück- 
führenden Deduction  **).  Aber  sie  ist  doch  nur  für  den  einzelnen 
Inductionsschluss,  nicht  aber  für  die  zusammengesetzte  Methode 
der  Induction  zutreffend.  Wir  schliessen  nämlich  in  einfachster  Form 

inductiv:  deductiv: 

SP  iTp 

SM  fk 


jfP  fP 

Die  elementare  logische  Form  der  Induction  ist,  wie  dieses  Schema 
zeigt,  der  Verbindungsschluss.  Er  ist  am  nächsten  verwandt 
dem  Vergleichungsschluss,  welcher  der  Methode  der  Abstraction 
zu  Grunde  liegt.  Während  aber  dieser  letztere  durch  Umkehrung 
in  den  classificirenden  Subsumtionsschluss  S  M^  M  P,  S  P  überseht, 
wandelt  sich  der  erstere  durch  die  gleiche  Operation  in  den  exempli- 
ficirenden  Subsumtionsschluss  um:  M P,  SM,  S  P.  (Bd.  I,  S.  388.) 
Diese  Umwandlungsproducte  unterscheiden  sich  von  den  ursprüng- 
lichen Formen  wesentlich  dadurch,  dass  die  letzteren  mehrdeutige 
Schlüsse  sind.  (Ebend.  S.  384  ff.)  Bei  der  Abstraction  äussert  sich 
diese  Mehrdeutigkeit  in  der  freien  Auswahl  der  Merkmale,  die  zur 
Constitution  des  allgemeinen  Begriffes  bestimmt  sind,  und  ihr  äusseres 


*)  So  bei  Apelt  (Theorie  der  Induction,  Leipzig  1854),  der  übrigens 
jeden  disjunctiven  Schluss  zur  Induction  zählt  und  daher,  wie  schon  früher 
(Bd.  I,  S.  373)  erwähnt,  die  Inductions-  und  Wahrscheinlichkeitsschlüsse  zu- 
sammenwirft. 

**)  Jevons,  Principles  of  Science.  2.  edit.  p.  122,  218.    Sigwart,  Logik  II, 
S.  250,  356.    2.  Aufl.,  S.  289,  401. 
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Symptom  ist  die  Willkürlichkeit  der  Benennung.  Bei  der  Induction 
kommt  sie  in  der  Unbestimmtheit  der  Beziehung  zum  Vorschein, 
die  zwischen  den  im  Schlussurteil  verbundenen  Begriffen  besteht. 
Diese  Unbestimmtheit  aufzuheben  und  dadurch  zu  allgemeinen  Sätzen 
Ton  apodiktischer  Geltung  zu  gelangen,  ist  die  Hauptaufgabe  der 
inductiyen  Methode. 


b.   Die  Induction  als  Methode. 

Die  inductive  Methode  bedient  sich  bei  der  Lösung  ihrer  Auf- 
gaben zweier  wesentlich  von  einander  verschiedener  Verfahrungs- 
weisen.  Erstens  sucht  sie  durch  eine  mannigfach  wechselnde  Be- 
nützung der  analytischen  und  synthetischen  Methode  die  Deutungen 
der  Thatsachen  zu  beschränken.  Zweitens  nimmt  sie  eine  einzelne 
Deutung,  die  sich  ihr  als  möglich  darbietet,  hypothetisch  als  wirk- 
hch  geltend  an,  um  die  daraus  sich  ergebenden  Folgerungen  zu 
entwickeln  und  an  der  Erfahrung  zu  prüfen.  Auf  diese  Weise 
können  successiv  verschiedene  Hypothesen  untersucht  werden,  damit 
man  schliesslich  diejenige  zurückbehalte,  die  sich  durch  ihre  Ueber- 
einstimmung  mit  den  Thatsachen  am  meisten  empfiehlt.  Unter 
diesen  beiden  Hülfsmethoden  gehört  nur  die  erste  vollständig  der 
Induction  an;  die  zweite  besitzt  in  ihrem  ganzen  Verlauf  bereits 
den  Grundcharakter  der  Deduction,  und  nur  insofern,  als  sie  sich 
in  eine  zusammenhängende  Induction  einschiebt  und  bei  der  Prüfung 
der  Thatsachen  sich  durchaus  auf  inductive  Hülfsmittel  stützt,  kann 
sie  noch  zu  den  Bestandtheilen  der  Induction  gerechnet  werden. 
Immerhin  macht  dieser  Umstand  häufig  eine  scharfe  Trennung  der 
beiden  Methoden  unmöglich,  so  dass  man  bei  ihrer  Unterscheidung 
zunächst  auf  die  Gesammtrichtung  der  Untersuchung  Rücksicht 
zu  nehmen  hat. 

Als  das  Resultat  einer  Induction  ergibt  sich  stets  ein  all- 
gemeiner Satz,  welcher  die  einzelnen  Thatsachen  der  Erfahrung 
die  zu  seiner  Ableitung  gedient  haben  als  specielle  Fälle  in  sich 
enthält.  Einen  solchen  Satz  nennen  wir  ein  Gesetz.  Wie  die 
Constanz  der  Objecte  unserer  Beobachtung  die  Bedingung  ist  für 
die  Abstraction  von  Gattungsbegriffen,  so  ist  die  Regelmässigkeit 
des  Geschehens  die  Bedingung  für  die  Induction  von  Gesetzen. 
Aber  diese  Bedingung  spielt  weder  die  Rolle  einer  Prämisse,  die 
«ich  an  jeder  Induction  betheiligt,  noch  begründet  sie  die  Annahme, 
dass  die  Absicht   einer  Subsumtion    unter  Gesetze   allen  Inductionen 
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vorausgehe.  Vielmehr  ist  jene  Beschaffenheit  der  Erfahrungsobjecte 
so  gut  wie  die  Existenz  derselben  eiu  thatsachliches  Verhalten, 
welches  durch  das  Gelingen  unserer  Abstractionen  und  Inductionen 
wirklich  erprobt  werden  muss,  durch  welches  Erproben  dann  erst 
die  weiterhin  alle  wissenschaftliche  Forschung  lenkende  Maxime  des 
durchgängigen  Zusammenhangs  der  Erfahrungen  entsteht.  So  kommt 
hier  abermals  das  allgemeine  Princip  zur  Geltung,  dass  die  logischen 
Gesetze  unseres  Denkens  zugleich  die  Gesetze  der  Objecte  des 
Denkens  sind.  (Bd.  I,  S.  90,  559.) 

Nach  dem  Grad  der  Allgemeinheit,  welche  die  durch  einzelne 
Verbindungsschlüsse  gewonnenen  Gesetze  besitzen,  können  wir  nun 
drei  Stufen  der  Induction  unterscheiden:  1)  die  Auffindung 
empirischer  Gesetze,  2)  die  Verbindung  einzelner  empirischer  Gesetze 
zu  allgemeineren  Erfahrungsgesetzen,  und  8)  die  Ableitung  von 
Causalgesetzen  und  die  logische  Begründung  der  Thatsachen. 

Bei  der  Auffindung  empirischer  Gesetze  entfernt  sich 
der  logische  Vorgang  noch  wenig  von  dem  einfachen  Verbindungs- 
schlusse,  den  wir  oben  als  Grundform  der  Induction  kennen  lernten. 
Wie  wir  jedoch  bei  der  Abstraction  der  Gattungsbegriffe  uns  nicht 
damit  begnügen,  die  Zusammengehörigkeit  gewisser  Objecte  zu  be- 
haupten, sondern  einen  Begriff  bilden,  in  welchem  diese  Zusammen- 
gehörigkeit unmittelbar  realisirt  ist,  so  drücken  wir  bei  der  In- 
duction sofort  die  nähere  Art  der  Beziehung,  die  zwischen  den 
Prädicaten  Ä  und  B  zweier  auf  die  nämliche  Erscheinung  M  sich 
beziehender  Verbindungsurtheile  stattfindet,  in  der  Form  eines  Be- 
dingungsurtheils  aus,  das  auf  ein  Verhältniss  regelmässiger 
Gleichzeitigkeit  oder  Aufeinanderfolge  hinweist:  „Wenn  A  statt- 
findet, so  findet  auch  B  statt. '^  Zur  Entscheidung  der  Frage,  welches 
unter  den  verbundenen  Elementen  Ä  und  B  Bedingung  oder  Folge 
sei,  besitzen  wir  zwei  Kriterien,  die  unmittelbar  theils  aus  dem 
logischen  Verhältniss  von  Grund  und  Folge,  theils  aus  den  früher 
erörterten  anschaulichen  Grundlagen  des  Causalbegriffs  sich  ergeben. 
(Bd.  I,  S.  590.)  Das  Glied  A  nämlich  ist  dann  Bedingung  und 
nicht  Folge,  wenn  1)  der  Eintritt  von  A  regelmässig  den  von  B 
mit  sich  führt,  aber  nicht  umgekehrt,  und  wenn  2)  im  zeitlichen 
Verlauf  der  Erscheinungen  A  dem  B  vorausgeht  oder,  falls  es  sich 
um  permanente  Erscheinungen  handelt,  wenn  der  ursprüngliche 
Eintritt  von  A  als  ein  dem  B  vorausgehendes  Ereigniss  gedacht 
werden  kann.  (Bd.  I,  S.  603.)  Trifft  der  erste  Theil  des  ersten 
und    der    letzte  Theil    des    zweiten    Kriteriums    sowohl    für   A    wie 


Inductive  Methode.  27 

für  jB  zu,   so   handelt   es   sich  um    ein   Verhältniss   der   Wechsel- 
wirkung. 

Ein  auf  solche  Weise   aufgestelltes  empirisches  Gesetz  enthält 
nun    noch    keine   Causalbeziehung,    sondern   nur   die   Aussage   über 
einen   r^elmässigen   räumlichen  oder  zeitlichen  Zusammenhang  von 
Erscheinungen.    Dies  schliesst  nicht  aus,  dass  wir  nicht  gelegentlich 
aach  solche  Gesetze  bloss  empirisch   formuliren ,    die  auf  einen  Cau- 
salzusammenhang  zurückgeführt  werden  können,  sobald  wir  nur  aus 
irgend  welchen  Gründen  von  dem  letzteren  abstrahiren  wollen.    Wir 
begeben   uns   dann   aber    eigentlich    auf  einen   Standpunkt    zurück, 
welcher  der  Unterordnung  gewisser  empirischer  Verbindungen  unter 
ein  Causalyerhältniss  vorausging.     So  in  den  Beispielen:   «Der  Fall- 
raum  ist   beim   freien  Fall  proportional  dem  Quadrat  der  Fallzeii'^, 
, die  Schwingungen  eines  Pendels  sind  isochronisch'*,  „die  Erde  bewegt 
sich  in  einer  Ellipse   um   die  Sonne  **.     ßei  der  Aufstellung  solcher 
Gesetze   können   wir,  wie   diese   Beispiele  zeigen,   leicht  der  Form 
des  Bedingungsurtheils   entbehren.     Wo   vnr  aber  die   letztere  ein- 
führen,   da  geschieht  dies   regelmässig   in  solcher  Weise,   dass   als 
Bedingung    lediglich    die    Constellation    von    Umständen    angeführt 
wird,  unter  denen  eine  bestimmte  Thatsache  zur  Beobachtung  kommt. 
Die    Verbindung    einzelner    empirischer    Gesetze    zu 
allgemeineren  Erfahrungsgesetzen  besteht  in  der  Herstellung 
einer   allgemeinen  Form,    die   mehrere    einzelne    empirische   Gesetze 
als  Specialfälle  unter   sich  begreift.    Während  sich  die  erste  Auffin- 
dung dieser  Specialgesetze  auf  mannigfache  Anwendungen  der  analyti- 
schen und  synthetischen  Methode   stützt,   so  beruht  die   Gewinnung 
allgemeinerer  Erfahrungsgesetze  auf  einem  Abs tractions verfahren,  das 
sich   als    eine   eigenthümliche  Form   der  Generalisation   darstellt. 
Ganz  in   derselben  Weise   wie  die  Generalisation   von   Begriffen   zu 
allgemeineren  Gattungsbegriffen,  so  führt  die  Generalisation  einzelner 
empirischer    Gesetze    zu    allgemeineren    Erfahrungsgesetzen. 
Auch  die  hierzu  erforderlichen  logischen  Operationen  sind  von  ver- 
wandter Art.     Denn    die   Generalisation    der    Gesetze    eliminirt    die 
Tariablen  und  darum  minder  allgemeinen  Bestandtheile  der  einzelnen 
Gesetzmässigkeiten,    um    die   constanten   und   gemeinsamen   zurück- 
zubehalten.    So  sind   das  Boyle'sche   Gesetz   der  Reciprocität   von 
Druck   und  Volum  der  Gase   sowie  das  Gesetz,   dass   sich    die  Gase 
nach  einfachen  Volumverhältnissen    chemisch  verbinden,    durch  eine 
Verallgemeinerung  der  für  die  einzelnen  Gase  festgestellten  Volum- 
gesetze  entstanden.     Die   beiden   ersten  Kepler*schen  Gesetze   sind 
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Oeneralisationen  aus  den  Bewegungsgesetzen  der  einzelnen  Planeten, 
während  das  dritte  Gesetz,  das  sich  auf  das  Yerhältniss  der  Umlaufs- 
zeiten zu  den  mittleren  Entfernungen  von  der  Sonne  bezieht,  aus 
einer  Anzahl  von  Einzelgesetzen  abstrahirt  ist,  die  durch  Ver- 
gleichung  der  Umlaufszeiten  und  Entfernungen  je  zweier  Planeten 
gewonnen  wurden. 

Die  Aufstellung  empirischer  Gesetze  in  den  bisher  besprochenen 
beiden  Stadien  ihrer  Entwicklung  vollzieht  sich  in  genauem  An- 
schlüsse an  beobachtete  Thatsachen.  Die  Gesetze  enthalten  in  ihrem 
Ausdruck  nur  eine  Verallgemeinerung  des  Zusammenhangs  der  That- 
sachen selbst,  ohne  dass  denselben  ein  weiterer  Begriff  hinzugefügt 
wäre.  Sie  weichen  nur  darin  von  den  Thatsachen  ab,  dass  in  beiden 
Stadien  eine  wesentliche  Betheiligung  des  Abstractionsverfahrens 
stattfindet,  da  bereits  bei  den  einfachen  empirischen  Gesetzen  von 
den  Schwankungen  der  einzelnen  Beobachtungen  und  dann  bei  den 
durch  Generalisation  gewonnenen  wiederum  von  den  Besonderheiten 
der  einzelnen  empirischen  Gesetze  abstrahirt  ist.  Bloss  insofern 
lässt  sich  ein  principieller  Einfluss  auf  dieses  Abstractionsverfahren 
nachweisen,  als  sich  durchweg  das  Bestreben  geltend  macht,  die 
einzelnen  Beobachtungen  zu  Gunsten  möglichst  regelmässiger 
allgemeiner  Beziehungen  zu  verbessern.  Aber  so  zweifellos  es  ist, 
dass  der  Feststellung  der  meisten  Erfahrungsgesetze  die  Voraus- 
setzung einer  bestimmten  Regelroässigkeit  bereits  voranging,  so 
boten  sich  doch  anderseits  für  diese  Voraussetzung  in  den  einfachsten 
Formen  des  Geschehens  hinreichende  Anhaltspunkte,  um  dieselbe 
zugleich  vom  empirischen  Standpunkte  aus  als  gerechtfertigt  er- 
scheinen zu  lassen;  und  oft  genug  musste  im  einzelnen  die  vor- 
schnelle Formulirung  eines  Gesetzes  wieder  aufgegeben  werden, 
weil  die  genaue  Controle  der  Beobachtungshülfsmittel  keine  genügende 
Uebereinstimmung  mit  den  Thatsachen  erzielen  Hess,  so  dass  dennoch 
schliesslich  die  Erfahrung  als  die  allein  entscheidende  Instanz  für 
die  Gültigkeit  eines  Erfahrungsgesetzes  stehen  bleibt. 

Dieser  Standpunkt  wird  nun  verlassen  bei  der  Ableitung 
von  Causalgesetzen.  Denn  hier  wird  stets  dem  Ausdruck  der 
beobachteten  Thatsachen,  den  das  Erfahrungsgesetz  enthält,  ein 
Begriff  hinzugefügt,  welcher  selbst  nicht  in  der  thatsächlichen  Be- 
obachtung gegeben  ist,  aber  geeignet  erscheint,  gewisse  in  regel- 
mässiger Beziehung  stehende  Thatsachen  zusammenzufassen.  Der 
so  ergänzte  Begriff  ist  eine  Specialisirung  des  allgemeinen  Causal- 
begriffs,    und   er  verleiht  daher  dem  betreffenden  Gesetze  den  Cha- 
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nUer  eines  speciellen  Causalgesetzes.  Insofern  die  Formu- 
limng  des  letzteren,  eben  deshalb  weil  sie  über  den  Thatbestand 
oamittelbarer  Erfahrung  hinausgeht,  stets  mit  einer  gewissen  Willkür 
geschiebt,  die  andere  Formulirungen  nicht  absolut  ausschliesst,  ist 
dieser  Vorgang  durchaus  demjenigen  verwandt,  in  welchem  die  Ab- 
straction  von  Gattungsbegriffen  in  Folge  der  willkürlichen  Bevor- 
zugung bestimmter  Gattungsmerkmale  sich  abschliesst.  Auch  bei 
der  Induction  von  Gausalgesetzen  prägt  sich  dieser  Charakter  in  der 
Willkür  der  Benennung  der  gewonnenen  Causalbegriffe  aus,  an 
welche  sodann  die  Causalgesetze  in  Form  von  Definitionen  solcher 
B^riffe  sich  anschliessen.  So  ergab  sich  für  Newton  aus  den 
Eepler^schen  Gesetzen  die  causale  Definition  der  Gravitation  als 
einer  von  der  Sonne  ausgehenden  und  auf  alle  Planeten  nach  dem 
umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernungen  wirkenden 
Kraft,  oder  für  Dal  ton  aus  dem  empirischen  Gesetz  der  Verbin- 
dung nach  festen  Gewichtsverhältnissen  die  causale  Definition  der 
chemischen  Affinität  als  einer  zwischen  Atomen  von  constanten 
Eigenschaften  stattfindenden  und  bestimmte  Lagerungsverhältnisse 
derselben  herbeiführenden  Anzieliungskraft.  Da  alle  Naturcausalität 
zurückbezogen  wird  auf  die  materielle  Substanz  als  ihren  Träger, 
so  ist  diese  Aufstellung  von  Causalgesetzen  unmittelbar  verbunden 
mit  der  Entwicklung  bestimmter  Kraftbegriffe.  Für  jeden  der 
letzteren  sucht  man  womöglich  ein  fundamentales  Kraftgesetz  zu 
gewinnen,  aus  dem  die  einzelnen  causalen  und  empirischen  Gesetze 
eines  bestimmten  Gebietes  abgeleitet  werden  können.  Wie  aber  das 
Streben  nach  Verbindung  des  Mannigfaltigen  schon  bei  den  empi- 
rischen Gesetzen  zur  Abstraction  allgemeiner  Erfahrungsgesetze  führte, 
so  veranlasst  es  hier  zur  Aufsuchung  allgemeinerer  Kraftbegriffe 
und  ihnen  entsprechender  Causalgesetze. 

Den  physischen  Causalgesetzen,  auf  welche  die  naturwissen- 
schaftliche Induction  hinleitet,  stehen  im  Gebiete  der  Geisteswissen- 
schaften psychische  Causalgesetze  gegenüber.  Es  ist  aber 
charakteristisch,  dass  hier  dieser  letzte  Schritt  des  Inductionsver- 
fahrens  nur  von  der  Psychologie  selbst  geschehen  kann,  während 
die  von  ihr  abhängigen  Gebiete,  wie  die  Gesellschaftslehre,  Sprach- 
wissenschaft, Mythologie  u.  s.  w.,  bloss  zur  Aufstellung  empirischer 
Gesetze  gelangen,  die  erst  eine  causale  Form  annehmen,  wenn  sie 
einem  der  reinen  Psychologie  angehörigen  Causalgesetze  subsumirt 
werden.  So  kann  z.  B.  durch  statistische  Ermittelungen  festgestellt 
sein,  dass    mit   der  Erhöhung   der  Getreidepreise  die  Zahl  der  Ge- 
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harten  und  Eheschliessungen  ahnimmt.  Die  ZurUckfUhrung  dieser 
empirischen  Regel  auf  ein  Causalgesetz  ist  aher  nur  möglich,  insofern 
man  dieses  etwa  als  einen  speciellen  Fall  des  allgemeinen  psycho- 
logischen Gesetzes  betrachtet,  dass,  sobald  in  uuserm  Bewusstsein 
ein  einzelner  Trieb,  wie  der  Selbsterhaltungstrieb,  über  seine  nor- 
male Intensität  gesteigert  wird,  die  übrigen  Triebe  eine  Abnahme 
erfahren.  Es  entspricht  übrigens  dieses  Verhältniss  durchaus  dem- 
jenigen der  Naturwissenschaften  zur  Physik,  wenn  man  die  Aufgabe 
der  letzteren  in  jenem  allgemeinen  Sinne  bestimmt,  in  welchem 
Chemie'  und  Biologie  ihre  Theile  bilden.  Auch  schliesst  dasselbe 
keineswegs  aus,  dass  Thatsachen,  die  den  speciellen  Geisteswissen- 
schaften angehören ,  die  Auffindung  psychologischer  Causalgesetze 
veranlassen.  Nur  ist  zur  Aufstellung  dieser  immer  die  subjective 
Erfahrung  ein  nothwendiges  Erfordemiss. 

Vermöge  jener  Willkür,   die   bei   der  Aufstellung  der  Causal- 
gesetze stattfindet,  enthalten  diese  stets  ein   hypothetisches  Ele- 
ment,   das   um   so   deutlicher   hervorzutreten   pflegt,   von  je  allge- 
meiiüfem   Charakter   sie   sind.     Dass   die   Planeten    von  der   gerad- 
ÜBÜgm  Bewegung  in  der  Richtung  gegen  die  Sonne  hin  abweichen, 
»t    eine   Thatsache    der    Erfahrung;    dass    aber    diese    Abweichung 
durch   eine   von   der   Sonne   ausgehende   Anziehungskraft    vermittelt 
wird,    ist   eine   hypothetische  Voraussetzung.     Auf  diese   Weise   ist 
in   einem   Causalgesetz   immer   dasjenige   Thatsache    der  Erfahrung 
was  dem  empirischen  Gesetz  angehört,  aus  dem  es  hervorging.    Aber 
der  logische  Nutzen   der  causalen  Formulirung   ergibt    sich   daraus, 
dass   dieselbe   auch   dem   empirischen  Inhalt   des  Gesetzes   eine   ein- 
fachere  und  allgemeinere  Gestalt  gibt,   wie   dies    die   Vergleichung 
der  Kepler'schen  Gesetze  mit  dem  Newton'schen   deutlich  macht. 
Jener  hypothetische  Charakter  veranlasst  ausserdem,    nach  weiteren 
Hypothesen  zu  suchen,  die  entweder  zur  Veranschaulichung  der  Er- 
scheinungen oder  zur  Vereinfachung  der  Erklärungen  dienlich   sind. 
So  liegt  es  z.  B.  nahe,  der  Gravitationskraft  ein  materielles  Substrat 
zu  leihen,   dessen  Bewegungen  die  Fernewirkungen  der  Weltkörper 
veranschaulichen.     Auf  diese  Weise   sind   überhaupt  alle  Annahmen 
über  die  Materie   und   ihre  Bewegungsformen  Hypothesen,    die   un- 
mittelbar aus  Anlass  bestimmter  Causalgesetze  und  zum  Behuf  einer 
tieferen  Begründung  und  theoretischen  Verwerthung  derselben  auf- 
gestellt wurden. 

Eine    weitere    wichtige    Folge    der    theilweise    hypothetischen 
Natur  der  Causalgesetze  ist   es,    dass   sie  Sätze  aufzustellen  erlaubt. 
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die  auch  in  Bezug  auf  den  Inhalt  der  unter  ihnen  enthaltenen  Er- 
fahrungsgesetze noch  hypothetisch,  aber  einer  Prüfung  zugänglich 
5ind,  durch  welche  dann  die  Gausalgesetze  selbst  bestätigt  werden 
können.  So  hat  Galilei  die  Fallgesetze  nicht  durch  Induction  ge- 
funden, sondern  theils  bediente  er  sich  dabei  der  isolirenden  Ab- 
straction,  indem  er  alle  begleitenden  Nebenumstände  der  Versuche  in 
seiner  Anschauung  des  Vorgangs  zu  eliminiren  wusste;  theils  bestand 
sein  Verfahren  in  der  Erfindung  von  Hypothesen  und  in  der  Ver- 
gleichung  der  Folgerungen  aus  diesen  Hypothesen  mit  der  Erfahrung. 
In  allem  dem  findet  die  innige  Beziehung  der  Deduction  zur  In- 
duction ihren  Ausdruck.  Fast  immer  sucht  die  erstere  das  Geschäft 
den  letzteren  abzukürzen ,  indem  sie  sich  namentlich  an  der  Ent- 
wicklung causaler  Gesetze  aus  einzelnen  empirischen  Gesetzen  be- 
theiligt; zuweilen  tritt  sie  aber  auch,  wie  das  letzte  Beispiel  zeigt, 
Ton  Anfang  an  lür  sie  ein,  indem  eine  auf  die  unmittelbare  Ab- 
straction  aus  der  Wahrnehmung  gegründete  Annahme  zu  deductiven 
Entwicklungen  Anlass  geben  kann,  durch  deren  nachträgliche  Be- 
stätigung dann  die  ursprünglich  fehlende  Induction  ersetzt  wird. 

c.    Die  Deduction. 

Die  deductive  Methode  kann  entweder  an  eine  vorangegangene 
Induction  anknüpfen  oder  unabhängig  von  einer  solchen  als  selb- 
ständiges Verfahren  auftreten.  Weder  aber  pflegt  sie  im  ersten 
Fall  in  einer  blossen  ümkehrung  zu  bestehen,  da  sie  in  der  Regel 
zu  Nebenresultaten  führt,  die  nicht  durch  die  vorangegangene  In- 
duction gefunden  wurden;  noch  fehlt  im  zweiten  Fall  ganz  und  gar 
die  inductive  Grundlage,  sondern  diese  gehört  entweder  den  gewöhn- 
lichen Thatsachen  der  Sinneswahrnehmung  oder  einem  anderen 
Gebiet  wissenschaftlicher  Untersuchungen  an.  Nicht  selten  würden 
an  sich  für  die  Gewinnung  eines  gegebenen  complexen  Resultates 
beide  Wege,  der  inductive  und  der  deductive,  möglich  sein ,  und  es 
hangt  dann  von  zufälligen  Ausgangspunkten  und  Gedankenrichtungen 
ab,  welcher  von  ihnen  wirklich  gewählt  wird.  So  hat  Galilei  die 
Fallgesetze  durch  Deduction  gefunden;  eine  inductive  Entdeckung 
derselben  würde  sich  aber  ebenso  leicht  denken  lassen.  Umgekehrt 
ist  Newton  zu  dem  Gravitationsgesetz  durch  Induction  gelangt; 
e«  wäre  aber  ebenso  gut  möglich  gewesen,  dass  er  es  zuerst  als 
Hypothese  aufgestellt  und  dann  daraus  die  Kepler'schen  Gesetze 
deducirt  hätte,  wie  solches  gegenwärtig  in  der  theoretischen  Astro- 
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nomie  zu  geschehen  pflegt.  In  der  That  hat  Newton  selbst  schon 
bei  einer  einzelnen  für  seine  Theorie  sehr  wichtigen  Frage  den  Weg 
der  Deduction  eingeschlagen,  bei  der  Frage  nämlich,  ob  die  Kraft, 
die  den  Mond  von  der  geradlinigen  Bahn  abzieht,  mit  der  irdischen 
Schwere  identisch  sei*). 

Die  Deduction  hat  vor  der  Induction  in  allen  Fällen  den  Vor- 
zug, dass  sie  sofort  alle  Folgerungen  aus  den  an  die  Spitze  gestellten 
Principien  ableiten  kann,  während  bei  der  Induction  häufig,  wie  das 
zuletzt  angeführte  Beispiel  zeigt,  sehr  wichtige  Resultate  durch 
hülfsweise  eintretende  Deductionen  nachgeholt  werden  müssen.  Hier- 
aus erklärt  sich  das  durchgängig  namentlich  in  den  Naturwissen- 
schaften hervorgetretene  Streben,  die  Deduction  zur  bevorzugten 
Methode  zu  erheben.  Ausserdem  hat  in  diesem  Fall  das  Beispiel 
der  Mathematik  und  der  abstracten  Mechanik  mitgewirkt,  in  denen 
die  Induction  wegen  der  einfachen  Anschauungsgrundlagen,  die  hier 
massgebend  sind,  verhältnissmässig  zurücktritt.  Dagegen  besitzt  die 
inductive  vor  der  deductiven  Methode  den  nicht  zu  unterschätzenden 
Vorzug,  dass  sie  die  hypothetischen  Causalgesetze,  in  denen  schliess- 
lich beide  Methoden  gipfeln,  gründlicher  vorbereitet,  und  dass  sie 
daher  den  bei  einseitig  gepflegter  Deduction  namentlich  gegenüber 
verwickeiteren  Problemen  so  oft  begangenen  Fehler  unzureichender 
Voraussetzungen  vermeiden  hilft.  Es  ist  charakteristisch,  dass  aus 
diesem  Grunde,  in  diametralem  Gegensatze  zu  der  gegenwärtigen 
Tendenz  der  Naturforschung,  auf  manchen  Gebieten  der  Geisteswissen- 
schaften der  Ruf  nach  einer  umfassenderen  Anwendung  der  Induction 
laut  geworden  ist.  Besonders  innerhalb  der  nationalökonomischen 
und  historischen  Forschung  liegt  es  nahe,  von  einzelnen  beschränkten 
Erfahrungen  aus  und  unter  Zuhülfenahme  allgemein  anerkannter 
psychologischer  Thatsachen  eine  Deduction  zu  versuchen.  Es  ist 
daher  begreiflich,  dass  hier  zunächst  diese  überwiegt,  und  dass  erst 
allmählich  das  Bedürfniss  nach  einer  gründlicheren  Anwendung  der 
inductiven  Methode  rege  wird. 

Da  die  Deduction,  mag  sie  nun  eine  Umkehrung  einer  voran- 
gegangenen Induction  sein  oder  nicht,  regelmässig  mit  denjenigen 
Gesichtspunkten  anfängt,  bei  denen  die  Induction  aufzuhören  pflegt, 
so  bildet  bei  ihr  die  Aufstellung  causaler  oder  logischer 
Beziehungen  den  Ausgangspunkt  der  Entwicklung.  Von  diesem 
Ausgangspunkt  ist  der  Verlauf  der  Deduction  abhängig,  die  demnach 


*)  Mathemat.  Principien  der  Naturphilosophie,  3.  Buch,  1.  Abschnitt. 
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entweder  einen  causalen  oder  einen  rein  logischen  Charakter 
besitzt.  Diese  Unterscheidung  trifft  jedoch  mehr  die  äussere  Gestalt 
als  das  Wesen  der  Methode.  Denn  wie  das  Causalprincip  überhaupt 
sich  betrachten  lässt  als  eine  Anwendung  des  logischen  Satzes  vom 
Grunde  auf  den  Inhalt  der  Erfahrung,  so  ist  auch  die  causale  De- 
duction lediglich  eine  Verbindung  causaler  Gesetze  durch  Schluss- 
operationen, wobei  sich  dann  jene  durch  diese  in  Erkenntnissgründe 
f&r  die  empirischen  Erscheinungen  umwandeln.  Am  augenfälhgsten 
wird  dies,  wenn  die  causale  Deduction  eine  mathematische  Einklei- 
dung zulässt,  wie  solches  z.  B.  im  Gebiete  der  theoretischen  Physik 
der  Fall  ist.  Die  abstracte  Form,  die  hierbei  die  Naturgesetze  an- 
nehmen, würde  ebenso  gut  auf  einen  rein  logischen  Zusammenhang 
Ton  Grössenbegriffen  bezogen  werden  können.  So  bleibt  als  der 
wesentliche  unterschied  beider  Fälle  nur  das  yerschiedeue  An- 
wendungsgebiet übrig,  indem  die  causale  Deduction  in  den  Erfah- 
rungswissenschaften, die  logische  dagegen  in  den  reinen  Anschauungs- 
und Begriffswissenschaften  die  herrschende  ist. 

Bedeutsamer  sind  die  Unterschiede,  die  aus  der  verschiedenen 
Richtung  der  logischen  Operationen  entspringen.    Ihnen  entsprechen 
zwei  Hauptmethoden,   die  wir  als  die  synthetische   und    als   die 
analytische    Deduction    unterscheiden    können.      In    der    ersten 
herrscht   die  Synthese,   in   der  zweiten   die  Analyse  als  elementare 
Methode   vor.     Die   Namen   dieser  Hauptformen   weisen    daher    zu- 
gleich schon  auf  einen  beachtenswerthen  Unterschied  der  Deduction 
von  der  Induction  hin.    Während  in  dieser  Analyse  und  Synthese  in 
wechselnder  Weise,   wenn   auch    in   der  Kegel   mit   einem  gewissen 
üebergewicht  der  ersteren,  zur  Anwendung  kommen,  pflegt  die  De- 
duction an  der  einen  oder  der  anderen  vom  Anfang   bis    zum  Ende 
festzuhalten.     Hierin  verräth  sich  der  auch  sonst  zur  Geltung  kom- 
mende strengere  Gang  des  deductiven  Verfahrens.    Die  synthetische 
Deduction   ist   aber   hier  voranzustellen,   weil   die  Synthese   bei  der 
Deduction,  im  Gegensatze  zu  ihren  sonstigen  Anwendungen,  als  das 
näher  liegende  und  daher  im  ganzen  ursprünglichere  Hülfsmittel  an- 
gesehen werden  muss. 

Die  synthetische  Deduction  geht  von  einfachen  Sätzen  von 
allgemeiner  Geltung  aus  und  leitet  aus  deren  Verbindung  andere 
Satze  von  speciellerem  und  meist  zugleich  verwickelterem  Charakter 
ab.  Zu  dieser  Ableitung  dient  ihr  der  Subsumtionsschluss,  theils  in 
seiner  einfachen  kategorischen  Form,  theils  aber  und  vorzugsweise 
häufig  in  der  Gestalt  des  subsumirenden  Bedingungsschlusses.    Regel- 

Wandt,  Log:ik.   11,1.    2.  Aufl.  3 
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massig  sind  es  yerwickelte  syllogistische  Formen,  auf  die  in  dieser  Weise- 
die  synthetische  Deduction  zurückführt:  EettenschlOsse  und  Schluss- 
yerzweigungen,  deren  Gonclusionen  oft  zu  neuen  Schlüssen  verbunden 
werden,  um  das  gewünschte  Resultat  zu  erzielen.  Die  synthetische 
Deduction  ist  aber  nicht  bloss,  wie  es  nach  dieser  äusseren  Beschrei- 
bung scheinen  könnte,  eine  zusammengesetzte  Form  des  subsumiren- 
den  Syllogismus,  sondern  ihre  fruchtbare  Anwendung  beruht  vor 
allem  auf  einigen  weiteren  Eigenschaften,  die  sich  zwar  nicht  so 
leicht  wie  die  übrigen  in  allgemeingültiger  Weise  schildern  lassen^ 
die  aber  gerade  deshalb,  weil  sie  in  einer  sehr  wechselnden,  überall 
den  besonderen  Bedingungen  sich  anpassenden  Form  zur  Geltung 
kommen,  die  methodischen  Vorzüge  dieser  Deduction  ausmachen. 
Namentlich  sind  hier  zwei  Eigenschaften  hervorzuheben.  Die  erste 
besteht  in  dem  verschiedenartigen  Charakter  der  allgemeinen 
Sätze,  welche  als  Prämissen  der  Deduction  dienen,  die  andere  in 
den  Hülfsverfahren,  deren  jede  Deduction  bedarf. 

Die  Prämissen  der  synthetischen  Deduction  bestehen  zur  einen 
Hälfte  in  exacten  Beschreibungen  oder  Erklärungen  der  Begriffe 
oder  Thatsachen,  auf  die  sich  die  Deduction  bezieht,  zur  anderen  in 
Erklärungen  über  bestimmte  Relationen  von  allgemeingültiger  Art^ 
die  zwischen  den  in  Betracht  kommenden  Begriffen  oder  Thatsachen 
bestehen.  Die  Sätze  der  ersten  Art  werden  innerhalb  der  systema- 
tischen Darstellungsformen  der  Deduction  als  Definitionen,  die 
der  zweiten  als  Theoreme  oder  als  Axiome  bezeichnet,  wobei  man 
unter  den  letzteren  speciell  solche  Theoreme  versteht,  die  nicht  aus 
anderen  abgeleitet  werden  können,  sondern  als  ursprünglich  in  der 
Anschauung  oder  in  den  Eigenschaften  der  Begriffe  gegebene  Rela- 
tionen gelten  müssen.  Ist  die  Deduction  eine  principielle,  d.  h.  setzt 
sie  in  keiner  Beziehung  vorangegangene  Deductionen  voraus,  so 
scheiden  sich  demnach  ihre  Prämissen  regelmässig  in  Definitionen 
und  Axiome.  Keiner  dieser  Bestandtheile  kann  entbehrt  werden^ 
Eine  Schlussfolgerung  aus  lauter  Definitionen  oder  aus  lauter  Axiomen 
ist  keine  methodische  Deduction  mehr,  sondern  ein  gewöhnlicher 
Syllogismus  oder  Kettenschluss,  da  in  diesem  Falle  regelmässig  auch 
jene  Hülfsverfahren  unmöglich  werden,  die  das  zweite  Kennzeichen 
der  synthetischen  Deduction  ausmachen.  Hierin  zeigt  sich  zugleich^ 
dass  diese  beiden  Eigenschaften  nothwendig  zusammenhängen.  Fallen 
sie  hinweg,  so  bleibt  bloss  die  formale  Aussenseite  des  syllogistischen 
Verfahrens  zurück,  welches  an  sich  nur  eine  Unterordnung  gegebener 
Sätze  unter  andere  gegebene  Sätze  oder  eine  Umformung  vermittelst. 
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der  Substitution  äquivalenter  Begriffe,  niemals  eine  Deduction  neuer 
Satze  gestattet.  Wohl  aber  kann  es  vorkommen,  dass  Definitionen 
oder  selbst  Axiome  nicht  ausdrücklich  formulirt,  sondern  stillschwei- 
gend vorausgesetzt  werden.  Dies  geschieht  namentlich  bei  geläufigen 
Anschauungen  oder  Begriffen,  deren  Definitionen  man  als  bekannt 
annimmt,  oder  in  Bezug  auf  die  Axiome  bei  Sätzen,  die  sich  durch 
eine  nahe  liegende  Umformung  aus  den  vorhandenen  Definitionen 
ergeben.  Ein  nicht  seltener  Fall  endlich  ist  es,  dass  einzelne  der 
als  Grundlagen  der  Deduction  dienenden  Definitionen  oder  Axiome 
einen  hypothetischen  Charakter  besitzen,  sei  es  nun,  dass  sie  auf 
willkürlicher  Begriffisbildung  beruhen,  wie  in  manchen  Gebieten  der 
speculativen  Mathematik,  sei  es,  dass  sie  aus  dem  Bedürfniss  hervor- 
gegangen sind,  für  gewisse  empirische  Thatsachen  eine  verknüpfende 
Voraussetzung  zu  finden,  wie  solches  in  den  Theorien  der  Erfahrungs- 
wissenschaften gewöhnlich  stattfindet.  Es  versteht  sich  von  selbst, 
dass  dann  auch  die  Resultate  der  Deduction  hypothetisch  werden; 
doch  kann  im  zweiten  der  angeführten  Fälle  die  Yergleichung  mit 
der  Erfahrung  oder  mit  parallel  laufenden  Inductionen  die  Folge- 
rungen und  dadurch  indirect  die  ursprünglichen  Voraussetzungen  be- 
stätigen. 

Als  Hülf sverfahren  der  synthetischen  Deduction  können 
Begriffsanalysen,  Constructionen  und  experimentelle  Verfahrungsweisen 
in  Anwendung  kommen,  unter  ihnen  schliesst  sich  die  Begriffs- 
analyse  am  nächsten  an  den  unmittelbaren  Gang  der  Deduction  selbst 
an,  indem  sie  lediglich  durch  Zerlegung  eines  in  dem  Schlussver- 
fahren  verwendeten  Begriffs  die  Gewinnung  bestimmter  Resultate  ver- 
mittelt. Ihrer  Hülfe  bedienen  sich  naturgemäss  vorzugsweise  Wissen- 
schaften von  streng  begrifflichem  und  logischem  Charakter,  wie 
Philosophie  und  Rechtswissenschaft,  wogegen  die  Construction  eine 
anschauliche  Darstellung  der  Begriffe  und  das  Experiment  sogar  em- 
pirisch gegebene  Objecte  voraussetzt,  deren  gegenseitige  Beziehungen 
wir  willkürlich  verändern  können.  Die  Construction  ist  daher  das 
hauptsächlichste  Werkzeug  der  mathematischen  Deduction.  Sie  be- 
steht hier  nicht  nur  in  den  mannigfaltigen  Formen  der  geometrischen 
Construction,  sondern  in  einem  weiteren  Sinne  sind  ihr  auch  alle  die 
Verfahrungsweisen  der  Analysis  unterzuordnen,  bei  denen  man  Hülfs- 
grössen  und  Hülfsfunctionen  zur  Lösung  bestimmter  Probleme  an- 
wendet. Denn  da  sich  diese  Operationen  mit  Hülfe  geometrischer 
Constructionen  veranschaulichen  lassen,  so  können  sie  selbst  als 
logische  Formen  der  Construction  betrachtet  werden,  sobald  man  den 
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Begriff  der  letzteren  so  erweitert,  dass  er  nicht  nur  die  willkürliche 
Erzeugung  und  Combination  von  Gebilden  der  reinen  Anschauung, 
sondern  auch  von  Begriffen,  die  solchen  Gebilden  entsprechen,  ent- 
hält. Der  Construction  nahe  verwandt  ist  endlich  das  experimentelle 
Verfahren.  Insbesondere  theilen  beide  mit  einander  das  Merkmal 
der  Willkür,  der  freilich  durch  die  objectiven  Bedingungen  dort 
der  Gesetze  der  Anschauung,  hier  der  Erfahrung  bestimmte  Schranken 
gesetzt  sind.  Ein  Unterschied  des  experimentellen  Verfahrens 
von  der  eigentlichen  Construction  liegt  aber  darin,  dass  diese 
Schranken  bei  jenem  engere  sind  als  bei  dieser.  Denn  die  Erfah- 
rung ist  nicht  nur  auf  das  strengste  gebunden  an  die  unveränder- 
lichen Gesetze  der  Anschauung,  sondern  sie  wird  auch  ausserdem 
von  dem  nach  Ort  und  Zeit  veränderlichen  Inhalt  dieser  Anschauung 
bestimmt.  Das  Experiment  vermag  daher  nur  theils  Erscheinungen 
herbeizuführen,  deren  Verlauf  den  objectiv  gegebenen  Bedingungen 
überlassen  bleibt,  theils  aber  auch  in  einen  gegebenen  Verlauf  von 
Ereignissen  durch  die  Veränderung  dieser  Bedingungen  verändernd 
einzugreifen. 

Die  analytische  Deduction  besitzt  entweder  einen  rein 
logischen  oder  einen  causalen  Charakter.  Das  erstere  ist  der 
Fall  in  den  reinen  Anschauungs-  und  Begriffswissenschaften,  das 
letztere  in  den  Erfahrungswissenschaften.  Hier  wie  dort  gehen  der 
analytischen  Deduction  synthetische  Operationen  voraus,  die,  theils 
in  genetischen  Constructionen  theils  in  der  Verbindung  einzelner 
Wahrnehmungen  bestehend,  das  Material  für  die  nachfolgende  De- 
duction herbeischaffen.  Für  diese  selbst  ist  die  allgemeine  Bezeich- 
nung der  Begriffe,  wie  sie  aus  der  algebraischen  Symbolik  in  alle 
Gebiete  der  Mathematik  und  ihrer  empirischen  Anwendungen  über- 
gegangen ist,  ein  besonders  wirksames  Hülfsmittel.  Denn  indem  sie 
die  Beziehungen  der  Einzelbegriffe  und  die  Schlussoperationen,  die 
sich  aus  denselben  ergeben,  deutlich  übersehen  lässt,  legt  sie  von 
selbst  eine  Form  der  Deduction  nahe,  bei  der  sich  alle  Ergebnisse 
als  Folgerungen  darstellen,  die  in  den  anfänglich  aufgestellten  Sätzen 
bereits  enthalten  sind  und  daher  zu  ihrer  Gewinnung  nur  einer  ge- 
eigneten Analyse  dieser  Sätze  bedürfen.  Eine  deductive  Analyse 
dieser  Art  umfasst  aber,  wie  namentlich  das  Beispiel  der  Mathe- 
matik zeigt,  drei  wesentlich  verschiedene  Operationen,  die  in  der 
mannigfaltigsten  Weise  in  einander  eingreifen  können. 

Die  erste  dieser  Operationen  besteht  in  der  Zerlegung  eines 
allgemeinen  Begriffs  in  seine  Bestandtheile.    Wenn  die  Be- 
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gri&zerlegung  schon  bei  der  synthetischen  Deduction  als  ein  wich- 
tiges HülfsTerfahren  in  Anwendung  kommt,  so  ist  sie  bei  der  ana- 
lytischen um  so  unentbehrlicher,  als  hier  zum  grossen  Theil  auf 
ihrer  vorwaltenden  Benützung  der  analytische  Charakter  der  Methode 
beruht.  In  der  Zerlegung  eines  arithmetischen  Ausdrucks  in  seine 
Factoren,  einer  Function  in  eine  Reihe  oder  in  eine  Anzahl  elemen- 
tarerer Functionen,  eines  complexen  Bewegungsgesetzes  in  eine  An- 
zahl einfacherer  Gesetze,  eines  zusammengesetzten  ßechtsbegriffs  in 
die  ihn  constituirenden  Elemente  begegnen  uns  verschiedenartige  Bei- 
spiele dieses  Verfahrens. 

Als  zweite  Fundamentaloperation  schliesst  sich  hieran  der 
Uebergang  von  einem  allgemeinen  zu  einem  in  ihm  ent- 
haltenen engeren  Begriffe  oder  von  einem  allgemeinen  Ge- 
setze zu  einem  speciellen  Fall  desselben.  So  entwickelt  die 
analytische  Deduction  aus  dem  Begriff  der  bürgerlichen  Gesellschaft 
den  des  Staates,  aus  der  allgemeinen  Form  des  Newton'schen  Po- 
tentials den  Begriff  des  elektrischen  Potentials  u.  dergl.  In  der 
mathematischen  Symbolik  vollzieht  sich  ein  derartiger  Uebergang 
stets  in  der  Form  einer  Substitution  einzelner  bestimmter  Werthe 
für  solche,  die  in  dem  allgemeinen  Ausdruck  der  Begriffe  unbestimmt 
gelassen  sind.  Den  Charakter  der  Analyse  besitzt  dieses  Verfahren, 
insofern  auch  hier  der  durch  dasselbe  gewonnene  engere  Begriff  in 
dem  ursprünglich  gegebenen  enthalten  ist.  Der  Unterschied  von 
der  einfachen  Begriffszerlegung  liegt  aber  darin,  dass  die  Analyse 
in  diesem  Fall  erst  durch  die  begleitende  Substitution  ermög- 
licht wird. 

Die  dritte,    häufig  mit  der  vorigen  nahe  verbundene  Opera- 
tion besteht  endlich  in  der  Transformation  gegebener  Begriffe 
mittelst    einer   veränderten   Verbindungsweise    ihrer  Ele- 
mente,  wobei   die  neue  Verbindung  in  der  ursprünglichen  vorge- 
bildet sein  muss,   so  dass  sie  aus  ihr  durch  eine  Reihe  zwingender 
Schlussfolgerungen  abgeleitet  werden  kann.    So  gewinnt  man  mittelst 
passender  Transformationen  arithmetischer  Gleichungen  die  in  ihnen 
enthaltenen  unbekannten  Grössen.     Eine  Gleichung,  die  analytischer 
Ausdruck  einer  geometrischen  Curve  oder  eines   allgemeinen  Natur- 
gesetzes ist,   lässt  durch  solche  Transformationen  andere  Ausdrücke 
entstehen,  aus  deren  Interpretation  sich  specielle  Eigenschaften  der 
vorgelegten  Curve  oder  einzelne  Folgesätze  des   betreffenden  Natur- 
gesetzes ergeben.     Nicht  selten  tritt  zu  dieser  Transformation  noch 
eine  Combination   verschiedener  Begriffe,    die  gewisse  Elemente  mit 
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einander  gemein  haben,  hinzu :  man  combinirt  z.  B.  die  Oleichungen 
zweier  Curven,  um  daraus  die  Bedingungen  für  deren  Schnitt-  und 
Berührungspunkte  abzuleiten,  oder  man  verbindet  mehrere  einfache 
Bew^ungsgesetze,  um  eine  zusammengesetzte  Bewegungsform  zu  ge- 
winnen. Handelt  es  sich  bei  diesem  Combinationsyerfahren  um  ein 
Hereinragen  der  synthetischen  Methode  in  die  analytische  Deduction, 
so  ist  dagegen  das  Transformationsverfahren  an  und  fbr  sich,  ebenso 
wie  das  Substitutionsverfahren,  lediglich  als  eine  unter  speciellen 
Nebenbedingungen  stattfindende  Begriffszerlegung  aufzufassen.  Diese 
Nebenbedingungen  bestehen  hier  darin,  dass  erst  die  Ausführung  be- 
stimmter Aenderungen  in  der  Anordnung  der  Begriffiselemente,  welche 
in  der  Natur  derselben  ihre  Rechtfertigung  finden,  die  für  die  De- 
duction erforderlichen  Schlussoperationen  ermöglicht. 

Die  analytische  Deduction  eignet  sich  ihrem  ganzen  Charakter 
nach  vorzugsweise  für  solche  Gebiete,  bei  denen  die  Untersuchungs- 
objecte  von  zusammengesetzterer  Beschaffenheit  nicht  in  dem  Auf- 
treten neuer  Elemente  der  Erkenntniss  ihre  Quelle  haben,  sondern 
lediglich  durch  eine  mehrfache  Anwendung  gewisser  gleichförmig 
wiederkehrender  logischer  Operationen  aus  den  einfacheren  hervor- 
gehen. Auf  keinem  Gebiet  trifft  diese  Bedingung  vollkommener  zu 
als  auf  dem  der  Mathematik.  Von  ihr  aus  hat  sich  dann  die  analy- 
tische Deductionsmethode  auf  die  Behandlung  physikalischer  Pro- 
bleme übertragen,  die  aber  insoweit  nur  mathematische  Probleme 
sind,  als  man  sich  bei  ihrer  Untersuchung  auf  die  Betrachtung  des 
formalen  Verlaufs  der  Naturvorgänge  beschränkt.  Das  Mittelglied 
zwischen  der  reinen  Mathematik  und  der  theoretischen  Physik  bildet 
hier  die  Mechanik,  deren  verwickeitere  Aufgaben  aus  denselben 
Gründen  wie  diejenigen  der  Geometrie  eine  analytische  Behandlung 
erfordern,  und  die  in  ihrer  abstractesten  Form  als  eine  analytische 
Geometrie  erscheint,  welche  durch  die  Dimension  der  Zeit  ergänzt 
ist.  Die  analytische  Mechanik  zerlegt  erstens  jede  Bewegung  in  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  nach  be- 
stimmten Goordinatenrichtungen,  und  sie  zerlegt  zweitens  die  Be- 
wegungen eines  Körpers  in  die  Bewegungen  eines  Systems  von 
I^kten,  das  man  dem  Körper  substituirt  denkt.  Auf  diese  Weise 
enthalten  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  eines  Systems  die 
sämmtlichen  begrifflichen  Elemente,  in  welche  sich  die  Bewegung 
zerlegen  lässt,  sammt  den  wechselseitigen  Beziehungen  derselben. 

In  den  Geisteswissenschaften  herrscht  vermöge  der  ver- 
wickelten Beschaffenheit  ihrer   Probleme   die   analytische   Deduction 
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Tor.     So  pflegt  eine  Rechtsdeduction  in  der  Zerlegung  irgend  eines 
der  Beurtheiiung  unterbreiteten  Thatbestandes   zu   bestehen,   wobei 
zugleich  nachgewiesen  wird,   dass  bestimmte  Rechtsdefinitionen  auf 
die  einzelnen  Thatsachen  Anwendung  finden.   Die  Erscheinungen  des 
wirthschaftlichen  Verkehrs  erklärt  man,  indem  man  den  Conflict  und 
die  Selbstregulirung  der  egoistischen  Interessen  als  deren  bedingende 
Elemente  aufzeigt;  ein  historisches  Ereigniss  deducirt  man  theils  aus 
den   Willensmotiven   der   massgebenden  Individuen,   theils   aus   den 
Förderungen   und    Widerständen,    welche    dieselben    in    den    allge- 
meinen   Bedingungen   der    Gesellschaft  vorfanden.     Wenn   die    De- 
duction  in  diesen  Fällen  vielfach  Lücken  darbietet  und  des  zwingen- 
den Charakters  entbehrt,   so  beruht  dies  darauf,  dass  die  Probleme 
der  Geisteswissenschaften  vermöge  ihrer  complexen  Beschaffenheit  der 
eindringenden  Analyse  unbesiegbare  Schwierigkeiten  entgegensetzen. 
Es  wird   daher  überhaupt   nur  möglich,    sie  der  Analyse  zu  unter- 
werfen,   indem   man   sich   theils  hypothetische  Voraussetzungen  ge- 
stattet theils  aber  ein  weitgehendes  Abstractionsverfahren  ausübt,  bei 
welchem  es  nicht  selten  dahingestellt  bleiben  muss,   ob  dabei  nicht 
auch  von   solchen  Bedingungen  abstrahirt  worden  sei,   die  für   den 
Zusammenhang   der  zu  erklärenden  Erscheinungen  von  wesentlicher 
Bedeutung  sind. 


Zweites  Capitel. 
Die  Formen  der  systematischen  Darstellung. 

1.    Die  Definition. 

Untersuchung  und  Darstellung  greifen  in  ihrer  wissenschaft- 
lichen Anwendung  fortwährend  in  einander  ein.  Keineswegs  lassen 
sie  daher  in  dem  Sinne  sich  scheiden,  dass  die  erstere  völlig  ab- 
geschlossen sein  müsste,  wenn  die  zweite  beginnen  soll.  Wohl  aber 
setzt  jede  systematische  Darstellung  voraus,  dass  eine  Reihe  von 
Begriffen  durch  vorangegangene  Untersuchungen  zureichend  fest- 
gestellt sei,  um  einerseits  die  wünschenswerthe  Abgrenzung  der  ein- 
zelnen Gebiete  zu  ermöglichen,  und  um  anderseits  für  die  Fort- 
fiihrung  der  Untersuchung  die  erforderlichen  Grundlagen  darzubieten. 
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Diese  Aufgabe  erfüllt  die  Definition.  Sie  ist  die  elementarste  unter 
den  systematischen  Formen,  weil  Classification  und  Beweisführung 
auf  ihr  weiterbauen,  und  sie  steht  ihrer  thatsächlichen  Entstehung 
nach  mitten  inne  in  dem  Verlauf  der  inductiven  Forschung.  Dena 
jedes  Resultat  der  letzteren  sucht  in  einer  zureichenden  Begriffs- 
bestimmung seinen  Abschluss  zu  finden,  damit  dann  an  diese  die 
Deduction  anknüpfen  könne. 

Dieser  Doppelstellung  entspricht  die  Natur  der  Definition.  Als 
systematische  Form  sucht  sie  einen  gegebenen  Begriff  auf  daa 
schärfste  von  den  verwandten  Begriffen  zu  trennen;  als  nächstes  Er- 
gebniss  einer  Untersuchung,  welcher  die  Begrenzung  der  Begriffe  erst 
zu  einem  tieferen  Eindringen  in  den  Gegenstcmd  verhelfen  soll,  kann, 
sie  nicht  das  Wesen  dieses  Gegenstandes  erschöpfend  bestimmen 
wollen,  sondern  sie  muss  sich  mit  der  Hervorhebung  derjenigen 
Elemente  begnügen,  welche  zur  sicheren  Unterscheidung  zureichend 
sind.  Die  Definition  bildet  aber  in  doppelter  Weise  die  Grundlage 
für  die  Weiterführung  der  Untersuchung:  einmal  durch  sich  selbst^ 
insofern  die  klare  Feststellung  der  charakteristischen  Elemente  eine» 
Begriffs  für  die  Untersuchung  desselben  und  seines  Verhältnisses  zu 
anderen  Begriffen  ein  wesentliches  Erforderniss  ist,  und  sodann  durcb 
die  nahe  Beziehung,  in  der  die  Definitionen  zu  den  Grundsätzen 
stehen,  auf  welche  die  Deduction  die  einzelnen  Theoreme  zurück- 
zuführen sucht.  Diese  Beziehung  stellt  sich  wieder  in  einer 
doppelten  Form  dar.  Entweder  gestatten,  wie  in  der  Mathematik 
und  in  den  reinen  Begriffswissenschaften,  gewisse  Fundamental- 
definitionen eine  unmittelbare  Transformation  in  axiomatische  Sätze  f 
oder  es  lassen  sich  umgekehrt  Erfahrungsgesetze,  die  durch  In- 
duction  gewonnen  sind,  in  Definitionen  allgemeiner  Begriffe  umwandeln^ 
wie  in  den  physikalischen  Disciplinen.  Der  Unterschied  beider 
Formen  entspringt  daraus,  dass  in  den  erstgenannten  Wissenschaften 
die  Feststellung  der  Begriffe  auf  einer  willkürlichen,  wenn  auch  durch 
die  Natur  der  Anschauung  nahegelegten  Construction  beruht,  deren 
Sinn  festgestellt  sein  muss^  ehe  man  zu  Gesetzesformulirungen  über* 
gehen  kann,  während  im  zweiten  Fall  der  durch  den  Zwang  der 
Wahrnehmung  sich  aufdrängende  Zusammenhang  der  Erscheinungen 
zunächst  zur  Annahme  gesetzmässiger  Beziehungen  herausfordert,  die- 
dann  erst  nachträglich  einem  allgemeinen  Begriff  subsumirt  werden. 
Die  systematische  Darstellung  verwischt  schliesslich  diese  Unter- 
schiede der  Entstehungsgeschichte.  In  ihrem  Streben  nach  zwingen- 
der Deduction  sucht  sie  alle  Theoreme  als  apodiktische  Folgerungen^ 
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aas    einer  begrenzten  Zahl  ursprünglich  gegebener  Begriffsbestim- 
mungen darzustellen,  wobei  dann  die  Frage,  wie  man  zu  diesen  Be- 
griffsbestimmungen   gelangt    sei,    nicht    weiter    zur    Erörterung    zu 
kommen    braucht.     In   diesem  Sinne  bilden  Definitionen  die  Grund- 
lage   einer  jeden   systematischen   Wissenschaft.     Es    ist    aber    dazu 
keineswegs  erforderlich,  dass  sie,  wie  in  dem  Euklidischen  System, 
der   Entwicklung    der   Deductionen    und    sonstigen    Untersuchungen 
Torangestellt  werden,  sondern  es  genügt  vollkommen,  wenn  eine  jede 
an  dem  Orte   vorkommt,   wo   sie  zum  ersten  Male  gebraucht  wird. 
Doch  hat  dieser  Umstand  sowie  der  andere,  dass  geläufige  Begriffs- 
bestimmungen   leicht    als    selbstverständlich    vorausgesetzt    werden 
können,   zuweilen  die  fundamentale  Bedeutung  der  Definition  über- 
sehen lassen. 

Da  wir  uns  als  Zeichen  der  Begriffe  im  allgemeinen  der  Worte 
bedienen,  so  ist  jede  Definition  zunächst  eine  Worterklärung;  und 
da  Begriffe  immer  nur  durch  andere  Begriffe,  also  auch  Worte  nur 
durch  andere  Worte  erklärt  werden  können,  so  besteht  die  Definition 
regelmässig   darin,    dass   ein  Wort,   dessen   begrifflicher  Siun  noch 
nicht  festgestellt  ist,  durch  Worte  bestimmt  wird,  deren  begriffliche 
Bedeutung  als  bekannt  vorausgesetzt   werden    darf.     Dieser   regel- 
mässigen Aufgabe  scheint  es  zu  widerstreiten,  wenn  man  die  Wort- 
erklärung  von  der   eigentlichen  Definition   zu   unterscheiden   pflegt, 
indem   man   beide   als   Nominal-   und  Realdefinition   einander 
gegenüberstellt.    In  der  That  ist  auch  diese  Unterscheidung  deshalb 
bekämpft   worden,    weil   es   niemals  Definitionen   der  Dinge   selbst 
geben  könne,  sondern  immer  nur  Definitionen  der  Wörter,  mit  denen 
wir  die  Dinge    bezeichnen.     Die  Realdefinition  ist  daher,    wie  Mill 
meint,  ebenfalls  nur  eine  Worterklärung;  sie  unterscheide  sich  aber 
▼on  der  blossen  Nominaldefinition  durch  den  Umstand,  dass  sie  da- 
neben noch  die  Voraussetzung  einschliesse,  es  gebe  ein  Ding,  das  dem 
Wort  entspreche*).  Dennoch  ist  es  offenbar  nicht  der  Gedanke  an  reale 
Existenz,  der  uns  hier  zunächst  beschäftigt.    Vielmehr  liegt  der  eigent- 
liche Unterschied  darin,  dass  wir  bei  der  blossen  Nominaldefinition  völlig 
absehen  von  dem  wissenschaftlichen  Zusammenhang,  in  den  der  be- 
treffende Begriff  durch  die  Definition  gebracht  werden  soll,  indem  wir 
bei  ihr  den  nämlichen  Zweck  verfolgen  wie  bei  der  Uebersetzung  eines 
Wortes  aus  einer  fremden  Sprache:  die  Nominaldefinition  ersetzt  nur 
das  Wort  von   unbekannter  Bedeutung    durch  synonyme  Ausdrücke 

*)  Mill,  Logik  I.    üebersetzt  von  Schiel,  2.  Aufl.,  S.  172. 
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und  Umschreibungen  ohne  jede  Rücksicht  auf  die  systematische  Stel- 
lung der  Begriffe.  Der  Realdefinition  ist  es  dagegen  um  die  letz- 
tere zu  thun.  An  und  für  sich  kann  daher  ebenso  gut  die  Nominal- 
definition eines  Pferdes  wie  die  Realdefinition  eines  Centauren  gegeben 
werden,  auch  wenn  man  nicht  im  geringsten  daran  zweifelt,  dass 
das  Pferd  ein  wirkliches  Thier  und  der  Centaur  ein  blosses  Geschöpf 
der  Phantasie  sei.  Hiernach  bedarf  es  kaum  der  Bemerkung,  dass 
die  blosse  Worterklärung  kein  Gegenstand  logischer  Untersuchung 
ist,  sondern  dass  diese  sich  nur  mit  Realdefinitionen  im  obigen  Sinne, 
d.  h.  mit  solchen  Definitionen  zu  beschäftigen  hat,  durch  welche  die 
Stellung  eines  Begriffs  innerhalb  eines  allgemeineren  Zusammenhangs 
von  Begriffen  bestimmt  wird. 

Diese  Aufgabe  wird  nun  in  der  einfachsten  Weise  erfüllt,  wenn 
man  erstens  den  zunächst  übergeordneten  Begriff  angibt,  unter  den 
der  zu  definirende  gehört,  und  wenn  man  zweitens  das  Merkmal  oder 
den  Complex  von  Merkmalen  bestimmt,  wodurch  er  sich  von  den 
ihm  coordinirten  Begriffen  unterscheidet.  Im  günstigsten  Fall  können 
so  zwei  Namen,  ein  Gattungsname  und  eine  Eigenschaftsbezeichnung, 
zur  Definition  genügen.  Diese  Regel  des  genus  proximum  und  der 
differentia  specifica  ist  in  der  systematischen  Naturgeschichte  für  die 
hauptsächlich  seit  L  i  n  n  ^  üblichen,  aber  schon  vor  ihm  gebrauchten 
Doppelbezeichnungen,  wie  Felis  domestica,  Canis  familiaris  u.  dergl., 
massgebend  geworden.  Die  Benennung  soll  hier  eine  kurze  Defini- 
tion ersetzen,  die  aber  freilich  in  Folge  der  Willkürhchkeit  der 
Genusbenennung  und  der  oft  planlosen  Auswahl  des  specifischen  Unter- 
schieds der  eigentlichen  Aufgabe  einer  Realdefinition  wenig  entspricht. 
Darum  pflegt  man  selbst  in  der  systematischen  Naturgeschichte  diesen 
Namen  ausführlichere  Definitionen  folgen  zu  lassen,  und  in  anderen 
Gebieten,  wie  bei  mathematischen,  physikalischen,  juristischen  und 
nationalökonomischen  Begrifiäbestimmungen,  behält  die  Regel  des 
genus  proximum  und  der  differentia  specifica  nur  noch  in  einem  all- 
gemeineren Sinne  ihre  Geltung,  insofern  nämlich  als  bei  jeder  syste- 
matischen Definition  die  zur  Verwendung  kommenden  Begriffe  in 
zwei  Gruppen  zerfallen,  von  denen  die  eine  einen  oder  mehrere  über- 
geordnete Begriffe  enthält,  die  als  bekannt  aus  vorangegangenen  De- 
finitionen vorausgesetzt  werden,  während  die  andere  die  besonderen 
Bestimmungen  hinzufügt,  durch  welche  der  betreffende  Begriff  in 
eindeutiger  Weise  von  allen  ihm  verwandten  Begriffen  abgegrenzt 
wird.  Damit  eine  solche  eindeutige  Abgrenzung  zu  Stande  komme, 
darf  der  Definition   selbstverständlich   kein   für  den  Begriff  wesent- 
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liches  Element  fehlen;  und  ebenso  fordert  der  systematische  Zweck* 
dass  sie  nicht  mit  unwesentlichen,  etwa  schon  in  anderen  Elementen 
Torausgesetzten  Bestimmungen   überlastet  werde.     Je  einfacher  und 
zugleich  logisch  durchgebildeter  ein  BegrifPsgebiet  ist,  um  so  mehr 
wird  aber  eine  Definition,   die  der  Forderung  der  Eindeutigkeit  ge- 
nügt, doch  zugleich  eine  vollständige  Einsicht  in  die  Constitution  des 
Begriffs  gewähren.     In  vollkommenster  Weise  besitzen  diese  Eigen- 
schaft   die    mathematischen    Begriffe.      Die    exacte    Definition    einer 
geometrischen  Curve   enthält   ebenso   wie   die  für  sie  aufzustellende 
Gleichung  bereits  alle  ihre  Eigenschaften  vorgebildet.   Der  Definition 
in  Worten  kann  daher  in  diesem  Fall  der  analytische  Ausdruck  als 
eine  symbolische  Form  der  Definition  substituirt  werden.    Am  weite- 
sten  dagegen   entfernen    sich   von   diesem  idealen  Ziel  die  Begriffs- 
bestimmungen  concreter  Naturobjecte.     Nur  in  geringem  Umfange 
sind  wir  im  Stande,  die  charakteristischen  Eigenschaften  einer  Pflanze 
oder  eines  Thieres  in  einen  solchen  Zusammenhang  zu  bringen,  dass 
sich  uns  aus  bestimmten  einzelnen  dieser  Eigenschaften  die  anderen 
mit  Nothwendigkeit   ergeben.     Die   Definition   muss   sich   darum   in 
diesem  Falle  damit  begnügen,  diejenigen  Merkmale  herauszugreifen, 
in  deren  Constanz  eine  Bürgschaft  ihrer  begrifflichen  Bedeutung  zu 
liegen  scheint,  ohne  dass  sie  aber  den  Anspruch  erheben  kann,  da- 
mit  irgendwie   das  Wesen   des  Objects   anzugeben,    wie  man  dies 
so  oft   als   die  Aufgabe   aller  Definition   angesehen   hat,   eine   Auf- 
gabe die  selbstverständlich   nur   erfüllt   werden   kann  bei  Begriffen, 
deren  Bestimmung  nach  Inhalt   wie  Umfang  schliesslich  in  unserer 
eigenen   Macht    liegt.     Neben    der    Mathematik    sind   es   daher   die 
systematischen  Geisteswissenschaften,    wie   die   Rechts-   und  Staats- 
lehre, sowie  die  verschiedenen  Zweige  der  systematischen  Philosophie, 
in  denen  jene   ideale   logische   Aufgabe   der  Definition   am   ehesten 
annähernd  erreichbar  ist. 

Da  jede  Definition  zur  Feststellung  eines  Begriffs  anderer  Be- 
griffe  bedarf,   so   setzt  sie  diese  als  bereits  gegeben  voraus,    sei  es 
dass   sie   durch   vorangegangene  Definitionen   bestimmt,   sei   es  dass 
sie   unmittelbar    aus    der    Anschauung    bekannt    und    daher    keiner 
Definition    bedürftig   sind.     Sobald   eine   Definition   die   gewöhnliche 
Gliederung  in  das  genus  proximum  und  die  differentia  specifica  zu- 
lässt,  so  ist  regelmässig  das  erstere  der  Gegenstand  vorangegangener 
Definitionen,    während   die   letztere   an   die   unmittelbare  Erfahrung 
appellirt,  die  höchstens  eine  anschauliche  Zerlegung,  in  keiner  Weise 
aber  eine  Feststellung  mittelst  anderer  Begriffe  gestattet.    Jene  De- 
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finition  der  übergeordneten  Begriffe  zerfällt  nun  selbstverständlich 
ihrerseits  wieder  in  ein  oberes  Genus  und  eine  specifische  Differenz, 
Yon  denen  jenes  abermals  eine  ähnliche  Zerlegung  erfährt,  bis  man 
schliesslich  bei  denjenigen  Allgemeinbegriffen  des  betreffenden  Ge- 
bietes angelangt  ist,  die  einen  weiteren  Rückgang  nicht  mehr  ge- 
statten. Indem  dieser  Process  von  den  zunächst  untersuchten  Be- 
griffen alle  anschaulichen  Elemente  successiv  losgelöst  hat,  bleiben 
schliesslich  als  nicht  weiter  definirbare  oberste  Gattungen  solche 
Begriffe  übrig,  die  völlig  abstracter  Art  sind,  d.  h.  unmittelbar  gar 
keine  anschaulichen  Elemente  mehr  enthalten,  wie  die  Begriffe 
Ding,  Substanz,  Grösse,  Zahl  u.  dergl.  Auf  diese  Weise  führt  die 
Analyse  der  Definitionen  auf  zwei  undefinirbare  Bestandtheile  von 
völlig  verschiedenem  Charakter:  erstens  auf  die  Elemente  der  un- 
mittelbaren Erfahrung  oder  die  elementaren  Empfindungen,  die 
unmittelbar  angeschaut  werden  müssen  und  eben  darum  nicht  definirt 
werden  können,  und  zweitens  auf  die  allgemeinsten  Abstractionen, 
die,  insofern  ihnen  jeder  anschauliche  Inhalt  abhanden  gekommen 
ist,  eine  bloss  formale  Bedeutung  besitzen,  da  in  ihnen  lediglich 
die  intellectuellen  Functionen  zum  Ausdruck  kommen,  deren  wir  uns 
bei  der  Ordnung  des  empirischen  Stoffes  bedienen.  Diese  Functionen 
sind  aber  wiederum  einer  eigentlichen  Definition  nicht  zugänglich, 
sondern  es  können  bei  ihnen  höchstens  die  Bewusstseinsacte  be- 
schrieben werden,  die  bei  der  Erzeugung  der  Begriffe  wirksam  sind. 
So  führen  wir  z.  B.  den  Begriff  des  Dings  auf  die  selbständige 
Apperception  des  einzelnen  Wahrnehmungsinhaltes,  den  Begriff  der 
Zahl  auf  die  Verbindung  einer  Reihe  von  Apperceptionsacten  zurück 
u.  s.  w.  (Bd.  I,  Abschnitt  V,  Cap.  II  u.  f.) 

Indem  die  Definition  einen  gegebenen  Begriff  stets  durch  eine 
Mehrheit  anderer  Begriffe  erklärt,  kann  sie  entweder  auf  einer 
Zerlegung  in  diese  oder  aber  auf  ihrer  Verbindung  zu  einem 
neuen  Begriffe  beruhen.  Die  Definition  stützt  sich  daher  auf  die 
elementareren  Methoden  der  Analyse  und  Synthese,  und  sie  lässt 
hiemach  zwei  Hauptformen  zu:  die  analytische  und  die  synthetische 
Definition. 

Die  analytische  Definition  ist  die  nächstliegende  und  darum 
häufigste  Form.  Fast  unerlässlich  bei  der  Begriffsbestimmung  von 
Erfahnmgsobjecten  bietet  sie  sich  auch  auf  abstracten  Gebieten 
immer  zunächst  dar,  weil  sie  von  dem  gegebenen  Begriff,  der  definirt 
werden  soll,  ausgeht.  Die  einfachste  Art  analytischer  Definition 
besteht   aber   in   der  Hervorhebung  der  unterscheidenden  Merkmale, 
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welche   die   Beschreibung   des   Gegenstandes    an   ihm   kenneu   lehrt. 
Diese   descriptive  Definition   ist   selbst  nichts   anderes   als   eine 
abgekOrzte,    auf  die  charakteristischen  Eigenschaften  eingeschränkte 
Beschreibung.     Wie    die  Beschreibung    überhaupt,    so    hat    sie   den 
Nachtheil,    dass   sie  die  Begriffselemente  nur  äusserlich  an  einander 
reiht,   ihre   innere  Beziehung    aber   nicht   kennen   lehrt.     So  in  den 
bekannten  Definitionen   der  Naturgeschichte,    aber   auch  bei  mathe- 
matischen Begriffsgebilden,   wo  jedoch   die   exacte  Bestimmung  der 
Begriffiselemente  leicht  jene  Beziehung   ergänzen   lässt.     Wenn  wir 
z.  B.  den  Kreis  als  diejenige  in  einer  Ebene  gelegene  Linie  definiren, 
deren  Punkte   sämmtlich   gleich   weit  von   einem  festen  Punkte  der 
namhchen  Ebene   entfernt  sind,   so  ist  diese  Begriffsbestimmung  an 
sich  rein   descriptiv;   trotzdem   schliesst  sie   in   Folge   der  scharfen 
Fassung  des  Begriffs  der  Aequidistanz  alle  wesentlichen  Eigenschaften 
des  Kreises  in  sich.    Immerhin  müssen  wir  auch  hier  die  descriptive 
Definition  verlassen,  wenn  die  wechselseitige  Beziehung  der  Begriffs- 
elemente  angegeben   werden   soll.     Dies   geschieht  in  der  analyti- 
schen Definition   im   engeren  Sinne,   die  symbolisch  immer  in 
der  Form  einer  Functionsgleichung 

M  =  F  {a,  b  ,  .  .  u,  V  ,  ,  .) 

ausgedrückt  werden  kann,  wo  M  den  zu  definirenden  Begriff,  a,  6  . .  . 
die  Constanten,  u,  v  .  ,  ,  die  variablen  Elemente,  in  die  er  zerlegt 
wird,  und  endlich  das  Zeichen  F  die  Functionsbeziehung  bezeichnet, 
die  zwischen  allen  diesen  Elementen  stattfindet.  In  diesem  Sinne 
ist  die  Gleichung  des  Kreises  zugleich  die  analytische  Definition  des- 
selben. Sie  enthält  alle  Elemente  der  descriptiven  Definition  und 
ausser  ihnen  mit  Hülfe  der  Operationssymbole  den  exacten  Ausdruck 
ihrer  wechselseitigen  Relationen.  Neben  der  Mathematik  sind  es 
wieder  die  einer  strengeren  logischen  Cultur  zugänglichen  Geistes- 
wissenschaften, wie  die  Erkenntnisslehre,  die  Rechtswissenschaft  und 
zam  Theil  die  Nationalökonomie,  in  denen  analytische  Definitionen  er- 
strebt werden  können.  Da  uns  aber  hier  ein  dem  algebraischen  ähn- 
liches Zeichensystem  mangelt,  so  müssen  die  Beziehungen  der  Begriffs- 
elemente mit  den  gewöhnlichen  Hülfsmitteln  der  Sprache  ausgedrückt 
werden,  ein  Umstand  der  in  Folge  der  ungenügenden  Präcision  dieser 
Hülfsmittel  nicht  selten  die  Definition  ganz  oder  theilweise  auf  die 
descriptive  Stufe  zurücksinken  lässt. 

Den    entgegengesetzten  Weg   schlägt   die   synthetische  De- 
finition ein.    Sie  gibt  an,  wie  sich  der  Begriff  aus  seinen  charakte- 
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ristisclien  Elementen  zusammensetzt.  Hierbei  erscheinen  dann  meisten^^ 
diese  Elemente  zugleich  als  die  Bedingungen  seiner  Entstehung,  uoft 
die  synthetische  nimmt  so  die  geläufige  Form  der  genetischen 
Definition  an.  Wenn  man  mit  geringer  Abänderung  der  oben 
gegebenen  Beschreibung  den  Kreis  durch  die  Bewegung  eines  Punktes 
in  der  Ebene  entstehen  lässt,  der  von  einem  festen  Punkt  der  näm- 
lichen Ebene  immer  gleich  weit  entfernt  bleibt,  wenn  man  femer 
die  verschiedenen  Curven  zweiten  Grades  aus  bestimmten  Modifi- 
cationen  dieses  Bewegungsgesetzes  ableitet  oder  noch  einfacher  als 
Schnitte  eines  geraden  Kegels  durch  eine  Ebene  von  wechselnder 
Lage  auffasst,  so  gewinnt  man  abermals  genetische  Definitionen, 
wobei  übrigens,  wie  das  letzte  Beispiel  zeigt,  im  allgemeinen  fQr  ein 
und  dasselbe  Raumgebilde  yerschiedene  Entsteh ungs weisen  und  darum 
verschiedene  genetische  Erklärungen  möglich  sind.  Doch  ist  dies  nur 
der  Fall,  wo  die  Definition,  wie  in  der  Mathematik,  Ausdruck  einer  will- 
kürlichen Construction  ist.  Bei  Erfahrungsobjecten  kann  die  genetische 
Definition  immer  nur  in  dem  Versuch  einer  Nacherzeugung  der  wirk- 
lichen Entstehung  des  Gegenstandes  bestehen,  und  da  diese  in  der 
Regel  nur  eine  einzige  ist,  so  ist  hier  im  allgemeinen  nur  eine 
Form  derselben  möglich.  Bloss  wo  es  sich  um  eine  genetische  Defi- 
nition solcher  Objecte  handelt,  die  unserer  unmittelbaren  Erfahrung 
entrückt  sind,  wie  der  Sprache,  der  ursprünglichen  Rechts-  und 
Staatsformen,  der  mythologischen  Vorstellungen,  da  haben  wohl  auch 
verschiedene  genetische  Begrift'sbestimmungen  neben  einander  Raum, 
die  nun  aber  freilich  nicht,  wie  in  der  Mathematik,  ein  gleiches 
Recht  für  sich  in  Anspruch  nehmen,  sondern  als  Ausdrucksformen 
verschiedener  hypothetischer  Anschauungen  einander  bekämpfen. 
Nicht  selten  geschieht  es  femer,  dass  nur  einzelne  Seiten  eines  Be- 
griffs eine  genetische  Definition  zulassen,  während  andere,  die  zur 
Unterscheidung  von  verwandten  Begriffen  immerhin  der  Hervor- 
hebung bedürfen,  bloss  einer  Beschreibung  zuzüglich  sind.  Es  ent- 
stehen dann  gemischte,  genetisch-descriptive  Definitionen.  Die  An- 
deutung eines  derartigen  Verhaltens  findet  sich  in  den  Artbenen- 
nungen der  Naturgeschichte,  wo  die  eine  Hälfte  der  Doppelbezeich- 
nung, das  genus  proximum,  auf  die  Abstammung  der  Art  hinweist, 
während  die  differentia  specifica,  die  Aufzählung  der  charakteristi- 
schen Artmerkmale,  einer  bloss  descriptiven  Aneinanderreihung  über- 
lassen bleibt. 

Die  angegebenen  Unterschiede  der  Definition  stehen  in  nahem 
Zusammenhange    mit    den   Eigenschaften    derjenigen   systematischen 
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Fonn,  die  sich  auf  die  Definition  stützt,  indem  sie  die  fundamentalen 
Definitionen  eines  Wissensgebietes  zu  dessen  geordneter  Gliederung 
Terwerthet.     Diese  Form  ist  die  Classification. 


2.    Die  Classification. 

A.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Classification  und  Entwicklung 

der  Classificationsformen. 

Wir  bezeichnen  als  Eintheilung  jede  Gliederung  eines  Be- 
griffs^,  durch  welche  derselbe  in  eine  Anzahl  coordinirter  und  additiv 
mit  einander  verbundener  Theile  zerlegt  wird.  Die  logische  Ein- 
äieilung  fährt  daher  stets  zu  einem  vollständigen  disjunctiven  Urtheil 
von  der  Form 

S  =  P^  -j-  P^  -\-  P^  -\-  ,  .  ,  Pn. 

Die  EinÜieilung  wird  zur  Classification,  wenn  die  so  gewonnenen 
B^rifFe  allgemeine  Classen  bezeichnen,  an  denen  der  Vorgang  der 
Eintheilung  einmal  oder  mehrmals  wiederholt  werden  kann.  Jede 
Classification  besteht  daher  aus  einer  Haupteintheilung  und  aus 
Untereintheilungen. 

Damit  die  Eintheilung  eines  Begriffs  ausgeführt  werden  könne, 
müssen  seine  wesentlichen  Elemente  durch  vorangegangene  Analyse 
ermittelt  sein,  und  insbesondere  muss  diese  darüber  Aufschluss  geben, 
welche  unter  den  Begriffselementen  constant,  und  welche  veränder- 
lich sind.  Unter  den  veränderlichen  werden  dann  diejenigen  aus- 
gewählt, die  sich  zur  Abgrenzung  der  Glieder  des  einzutheilenden 
Begriffs  als  die  geeignetsten  erweisen.  Ein  variables  Begriffselement, 
dessen  Veränderungen  in  dieser  W^eise  benutzt  werden,  heisst  Ein- 
theilungsgrund.  In  den  einfachsten  Fällen  genügt  ein  einziger; 
in  verwickeiteren  wird  es  aber  nicht  selten  nöthig,  mehrere  Ein- 
theilungsgründe  zu  combiniren,  um  eine  hinreichend  vollständige 
OUederung  des  Begriffs  zu  gewinnen. 

Gehen  wir  auf  den  allgemeinen  analytischen  Ausdruck  der 
Definition  eines  Begriffs  zurück: 

M  =  F  {a,  b  .  .  .^  u,  V  .  ,  .), 

so  würden  demnach  unter  den  variablen  Elementen  ti,  v  .  ,  ,  die  Ein- 
theilungsgründe  zu  wählen  sein*).    Da  die  WM  zwischen  ihnen  im 


*)  Diese  logischen  Variabein  dürfen,  wie  schon  hier  bemerkt  werden  mag, 
nicht  verwechselt  werden  mit  den  Variabein  algebraischer  Gleichungen.    Wir 
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allgemeinen,  abgesehen  von  Rücksichten  der  Zweckmässigkeit,  frei- 
steht, so  lässt  jeder  zusammengesetzte  Begriff  verschiedene  Einthei- 
lungsweisen  zu.  Erfordert  die  Vollständigkeit  der  Eintheilung  die 
Combination  mehrerer  Eintheilungsgründe,  so  bestimmt  sich  die  Ge- 
sammtzahl  der  Theile  nach  der  Anzahl  der  Combinationen,  die  zwi- 
schen den  durch  die  einzelnen  EintheilungsgrUnde  gewonnenen  Theilen 
möglich  sind.  Wählt  man  also  z.  B.  ti  und  v,  so  würde,  wenn  M 
nach  u  eingetheilt  in  A^  B  und  C,  nach  v  eingetheilt  in  a,  ß  und  y 
zerfällt,  als  Resultat  der  combinirten  Theilung 

M=  A^  +  .4ß  +  A^  +  BoL  +  B^+  By  +  Ca  +  Cß  -f  C^ 

sich  ergeben.  In  allen  solchen  Fällen  bedarf  es  jedoch  einer  beson- 
deren Untersuchung  darüber,  ob  nicht  einzelne  der  logisch  möglichen 
Glieder  in  Folge  von  Bedingungen,  die  in  der  speciellen  Constitution 
des  Begriffs  liegen,  hin  wegfallen. 

Für  die  Wahl  der  Eintheilungsgründe  gelten  zwei  Hauptregeln, 
die  freilich  bei  der  Classification  von  Erfahrungsobjecten  nicht  immer 
strenge  befolgt  werden  können.  Erstens  sollen  die  Eintheilungs- 
gründe allen  Gliedern  des  einzutheilenden  Begriffs  zukommen,  damit 
es  nicht  nöthig  werde,  plötzlich  mit  ihnen  zu  wechseln.  Zweitens 
sollen  die  Veränderungen  der  zu  Eintheilungsgründen  gewählten 
Merkmale  den  wesentlichen  Veränderungen  des  Gesammtbegriffs,  also 
den  Veränderungen  der  wichtigsten  anderen  variabeln  Begriffselemente, 
parallel  gehen.  Wie  auf  der  ersten  dieser  Regeln  die  logische  Rich- 
tigkeit der  Eintheilung,  so  beruht  auf  der  zweiten  die  der  Natur  des 
Gegenstandes  angemessene  Wahl  der  EintheilungsgrUnde. 

Durch  die  Hervorhebung  einzelner  für  die  gegenseitige  Ab- 
grenzung der  Theile  eines  allgemeinen  Begriffs  geeigneter  Elemente 
steht  die  Classification  in  unmittelbarem  Zusammenhang  mit  der 
Definition.  Einerseits  setzt  sie  zureichende  Definitionen  der  ein- 
zutheilenden Begriffe  voraus,  anderseits  werden  durch  sie  selbst, 
namentlich  durch  die  Fortschritte,  die  sie  im  Verlauf  der  systemati- 
schen Entwicklung  einer  Wissenschaft  macht,  die  Definitionen  ver- 
vollkommnet und  immer  mehr  in  eine  sich  wechselseitig  stützende 
Verbindung  gebracht.  Hierbei  verwerthet  die  Classification  die  ver- 
schiedenen Untersuchungsmethoden,  die  sich  an  der  Entwicklung  des 
Wissens   betheiligen.     Vor   allem  ist  es  die  Abstraction,   die  sich 


werden  unten  sehen,  dass  vielmehr  die  logischen  Variabeln  bei  der  analytischen 
Classification  mathematischer  Begriffe  regelmässig  unter  den  algebraischen  Con- 
ßtanten  zu  wählen  sind. 
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zunächst  in  der  Form  der  isolirenden  bei  der  Wahl  der  Einthei- 
luDgsgrilnde  bethätigt,  um  sodann  als  generalisirende  die  Fest- 
stellung der  allgemeinen  Gattungsbegriffe  zu  vermitteln.  Die  Art 
aber,  wie  diese  Formen  der  Abstraction  geübt  werden,  ist  wiederum 
abhängig  von  der  jeweils  erreichten  Stufe  der  Induction  und  De- 
duction.  Auf  diese  Weise  ist  es  die  Classification  nebst  dem  von 
ihr  getragenen  System  von  Definitionen,  an  der  am  unmittelbarsten 
der  Grad  der  Entwicklung,  der  in  der  Untersuchung  eines  be- 
stimmten Gebietes  erreicht  ist,  erkennbar  wird;  ja  der  Verlauf  der 
Entwicklung  selbst  spiegelt  sich  regelmässig  in  der  Aufeinanderfolge 
der  Classificationssysteme  einer  Wissenschaft.  In  dem  Wechsel  der 
Formen  der  Classification  ist  daher  meistens  eine  bestimmte 
Regelmässigkeit  zu  erkennen,  die  von  den  allgemeinen  Gesetzen 
wissenschaftlicher  Entwicklung  beherrscht  wird. 

Entsprechend   den  Formen   der  Definition  können  wir  nämlich 
als  Hauptformen    analytische    und   synthetische  Classificationen 
unterscheiden.     Wie   mit  der  Analyse  jede  wissenschaftliche  Unter- 
suchung  beginnt,   so   äussern   sich   auch   die   ersten  Versuche  einer 
systematischen    Ordnung    der   Begriffe   regelmässig    in    analytischen 
Eintheilungen.    Die  beginnende  Analyse  vermag  nun  zwar  über  die 
Coexistenz  der  Merkmale  eines  Begriffs,    nicht  aber  über  die  innere 
Beziehung  derselben  Aufschluss  zu  geben.    Die  analytischen  Classifi- 
cationen der  beginnenden  Wissenschaft  sind  daher  stets  descriptiver 
Art.    Erst  indem  sich  mit  der  Analyse  synthetische  Constructionen 
oder  Beobachtungen  nach  synthetischer  Methode  verbinden,  gewinnt 
diese  Methode   auch   auf  die  Eintheilungen   ihren  Einfluss,   und   es 
geht  so  die  descriptive  in  eine  genetische  Classification  über.    Aber 
nicht   unter  allen  Umständen   kann   die   letztere   auf  die  Dauer  be- 
friedigen.    Namentlich   in   den   reinen   Anschauungs-   und   Begrifls- 
wissenschaften   macht  sich  mehr  und  mehr  das  Streben  nach  syste- 
matischen Eintheilungen  geltend,  die  nicht  bloss  über  die  Entstehung 
der  Begriffsgegenstände  Rechenschaft   ablegen,   sondern  einen  mög- 
lichst vollständigen   Ausdruck   der   bleibenden   inneren  Beziehungen 
ihrer  Elemente  enthalten.    Dies  ist  nur  durch  ein  Zurückkehren  zur 
Analyse   möglich,    wobei   aber   diese   sich  nicht  auf  eine  descriptive 
Aneinanderreihung    der    Merkmale    beschränken    darf,    sondern    im 
Sinne    der   mathematischen   Analyse   über   deren   gesetzmässige  Be- 
ziehungen Rechenschaft   geben    muss.     So   entsteht   die  vollendetste 
Form     der    Classification,     die     analytische    Classification    im 
engeren  Sinne,  die  der  analytischen  Definition  parallel  geht,  aber, 

Wandt.  Logik.  II,  1     2  Aufl.  4 
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gleich  dieser,  in  Folge  unserer  unvollkommenen  Einsicht  in  das 
Wesen  der  Erfahrungsohjecte  hauptsächlich  nur  in  den  Gebieten  der 
auf  Construction  beruhenden  Begriffssysteme  Anwendung  finden  kann. 


b.   Die  descriptiye  Classification. 

Die    descriptiye    Classification    benützt    als   EintheilungsgrUnde 
Merkmale,  die  bei  der  Beschreibung  einer  zusammengehörigen  Reihe 
von  Gegenständen  gewonnen  worden  sind.    Da  die  Beschreibung  an 
sich   in  Folge   ihrer  Beschränkung   auf  die   blosse  Betrachtung  der 
thatsächlichen    Coexistenz    der    Eigenschaften    eines    Objectes    kein 
Merkmal   vor  dem   anderen   bevorzugt,   so   ist  jene  Wahl  der  Ein- 
theilungsgrUnde  vollkommen   freigegeben,   und  es  wird  deshalb  der 
descriptiven  Classification  verhältnissmässig  leicht,   den  beiden  oben 
namhaft  gemachten   logischen   Forderungen   der  Constanz   der  Ein- 
theilungsgrUnde   und    der   angemessenen   Variabilität  der   charakte- 
ristischen Merkmale   zu   genügen.     Je   mehr   aber  dies  der  Fall  ist, 
in   um   so   höherem  Grade   muss  hinwiederum  die  Classification  mit 
den  von  anderen  Gesichtspunkten   aus  unternommenen  Gliederungen 
des  Gegenstandes   übereinstimmen,    um   so   mehr   also   müssen  auch 
ihre  Resultate  mit  denjenigen  der  vollkommeneren  genetischen  oder 
analytischen    Classification    zusammentreffen.     In    der   That    besteht 
zum   grossen  Theil  gerade  hierin  der  Dienst,   den  eine  logisch  an- 
gemessene Classification,   mag   sie   auch   noch  so  sehr  nach  äusser- 
lichen  Merkmalen   ausgeführt   sein,   der   weiteren  Untersuchung  des 
Gegenstandes  zu   leisten  pflegt.     Man   hat  wegen   der   freien  Wahl 
der   EintheilungsgrUnde,   über   welche   diese   erste  Eintheilungsform 
mehr  als  jede  andere  verfügt,  vorzugsweise  der  descriptiven  Classifi- 
cation  in   der  Naturgeschichte   den   Namen   der  künstlichen   bei- 
gelegt.    Aber  es   ist  eine  längst  gemachte  und  in  Folge  der  ange- 
deuteten Beziehung   der  Merkmale   leicht  verständliche  Bemerkung, 
dass  die  Unterordnungen  der  besseren  künstlichen  Systeme  mit  den- 
jenigen der  so  genannten  natürlichen  vielfach  übereinstimmen.    Ein 
weiterer  Vorzug   der   descriptiven  Classification,    der   mit   der  freien 
Wahl  der  EintheilungsgrUnde   zusammenhängt,   besteht  in  der  will- 
kürlichen Beschränkung   der  Zahl  derselben,    eine  Eigenschaft,   die 
der   klaren  Uebersicht   der  Gliederungen   des  Systems  wesentlich  zu 
statten  kommt.     In  allen   diesen  Beziehungen  ist  besonders  Linn^s 
künstliches  Pflanzensystem,  mehr  als  seine  Classificationen  auf  anderen 
Gebieten   der  Naturgeschichte,   ein   mustergültiges  Beispiel.     Indem 
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dieses  System  die  Beschaffenheit  der  Fnictificationsorgane  zum  Ein- 
theilungsgruDde  wählt,  geht  es  zunächst  von  den  allgemeinsten  unter- 
schieden in  der  Lage  derselben  aus,  worauf  die  weitere  Unterschei- 
dung der  Classen  nach  der  Zahl  und  Befestigungsweise  der  Staub- 
faden geschieht. 

Diesen  Vorzügen  des  descriptiven  Systems  stehen  jedoch  einige 
Nachtheile  gegenüber,  die  allmählich  zur  Ersetzung  desselben  durch 
ToUkommenere  Classificationsformen  antreiben.  Solche  Nachtheile 
entspringen  hauptsächlich  daraus,  dass  die  descriptive  Eintheilung 
vermöge  der  Beschränkung  der  Eintheilungsgründe  die  sie  erstrebt 
in  höherem  Grade  als  jede  andere  auf  die  durchgängige  Correlation 
der  Merkmale  sich  stützen  muss,  während  sie  doch  weniger  als  jede 
andere  Ober  die  Ursachen  dieser  Correlation  Rechenschaft  zu  geben 
vermag.  Wenn  z.  B.  das  descriptive  System  als  Classenmerkmal 
der  Säugethiere  den  Besitz  der  Milchdrüsen  aufstellt,  so  macht  es 
nicht  im  geringsten  begreiflich,  warum  mit  diesem  Merkmal  gewisse 
andere  Eigenschaften,  wie  der  Besitz  von  Haaren,  zweier  Hinter- 
hauptscondylen,  eines  einzigen  auf  der  linken  Seite  gelegenen  Aorten- 
bogens, eines  die  Brust-  und  Bauchhöhle  vollständig  trennenden 
Zwerchfells,  regelmässig  verbunden  sind.  Und  doch  sind  die  Milch- 
drüsen nur  deshalb  ein  zweckmässig  gewählter  Eintheilungsgrund, 
weil  zwischen  ihnen  und  jenen  anderen  Merkmalen  ein  constantes 
Verhältniss  der  Coexistenz  besteht. 

Namentlich  in  zwei  Erscheinungen  kommt  hier  die  mangelhafte 
Einsicht  in  die  wechselseitige  Beziehung  der  Begriffselemente  in 
störender  Weise  zur  Geltung.  Erstens  geschieht  es,  und  zwar  gerade 
bei  den  in  logischer  Beziehung  vollkommensten  descriptiven  Ein- 
theilungen,  nicht  selten,  dass  einzelne  Glieder,  die  durch  das  Ein- 
theilungsprincip  logisch  gefordert  werden,  hinwegfallen,  weil  sie  dem 
Wesen  des  eingetheilten  Begriffs  widerstreiten.  Ueber  die  Gründe 
solcher  Lücken  des  Systems  vermag  aber  die  descriptive  Classification 
keine  Rechenschaft  zu  geben,  so  dass  deren  Existenz  lediglich  als 
eine  zufallige  erscheint.  Dem  lasst  sich  nun  freilich  nicht  abhelfen, 
wo  Oberhaupt  unsere  Kenntniss  der  Dinge  eine  zu  unvollkommene 
ist.  Wenn  z.  B.  das  Linn^sche  Pflanzensystem  alsbald  von  der 
Decandria,  der  Classe  mit  10  Staubgefassen ,  zu  der  Dodecandria 
überspringt,  in  der  es  Blüthen  mit  12 — 20  Staubgefassen  vereinigt, 
so  entzieht  sich  der  hier  zu  Grunde  liegende  Mangel  einer  Elfzahl 
männlicher  Fructificationsorgane  vorläufig  unserer  Erklärung.  Wenn 
man  dagegen  die  Curven  dritten  Grades  erstens  nach  der  Zahl  ihrer 
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unendlichen  Zweige  und  zweitens  nach  der  parabolischen  oder  hyper- 
bolischen Gestalt  dieser  Zweige  eintheilt,  so  lässt  auch  hier  diese 
descriptive  Eintheilung  dahingestellt,  warum  gewisse  logisch  denk- 
bare Combinationen  der  stets  paarig  in  den  Zahlen  2,  4,  6  und  8 
vorkommenden  Zweige  hinwegfallen,  warum  also  z.  B.  unter  den 
Curven  mit  sechs  Zweigen  nur  solche  mit  zwei  parabolischen  und  vier 
hyperbolischen  vorkommen  und  vollends  die  Curven  mit  acht  Zweigen 
stets  hyperbolisch  sind.  Da  es  sich  aber  in  diesem  Fall  um  Be- 
griffe handelt,  bei  denen  die  Erkenntniss  des  Zusammenhangs  ihrer 
Eigenschaften  vollkommen  in  unserer  Macht  steht,  so  liegt  hierin 
zugleich  ein  Motiv,  an  die  Stelle  der  descriptiven  eine  genetische 
oder  analytische  Classification  zu  setzen,  bei  denen  die  logisch  mög- 
lichen Glieder  der  Eintheilung  immer  auch  mit  den  thatsächlich  existi- 
renden  oder  dem  Begriff  nach  nothwendigen  zusammenfallen  müssen. 
Ein  zweiter  Mangel  der  descriptiven  Eintheilung  besteht  darin, 
dass  sie  nicht  selten  genöthigt  wird,  entweder  Zusammengehöriges 
zu  trennen  oder,  wenn  dieser  üebelstand  vermieden  werden  soll, 
dem  gewählten  Eintheilungsgrund  untreu  zu  werden.  Dies  ereignet 
sich  namentlich  bei  Naturobjecten,  deren  abweichende  Gestaltungen 
oft  durch  mannigfache  üebergänge  verbunden  sind,  so  dass  sie  den 
von  uns  willkürlich  gezogenen  Grenzen  nur  widerstrebend  sich  fügen. 
So  ordnet  das  Linn^sche  System  sämratliche  Liliaceen  in  die  sechste 
Classe,  obgleich  einige  Arten  nicht  sechs,  sondern  nur  drei  entwickelte 
Staubgefässe  besitzen.  Die  Gesammtheit  der  sonstigen  Eigenschaften 
gewinnt  hier  das  üebergewicht  über  das  einzelne  willkürlich  bevor- 
zugte Merkmal.  Indem  die  descriptive  Classification  sich  auf  diese 
Weise  genöthigt  sieht,  die  allgemeinen  Verwandtschaftsbeziehungen 
der  Objecte  auf  Kosten  der  logischen  Folgerichtigkeit  zu  bevorzugen, 
legt  sie  aber  selbst  schon  den  Gedanken  einer  genetischen  Ein- 
theilung nahe. 

c.    Die  genetische  Classification. 

Der  Versuch,  zusammengehörige  Objecte  unserer  Beobachtung 
in  irgend  eine  Entwicklungsreihe  zu  ordnen,  ist  wohl  so  alt  wie  die 
wissenschaftliche  Beobachtung  selber.  Auch  liegen  gerade  den 
frühesten  descriptiven  Eintheilungen  meistens  zugleich  unvollkommene 
genetische  Anschauungen  zu  Grunde.  So  sind  die  von  Aristoteles 
unterschiedenen  Classen  des  Thierreichs  sichtlich  nach  descriptiven 
Merkmalen  gebildet,  aber  für  ihre  Anordnung  ist  nebenbei  die  An- 
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nähme  einer   confcinuirlichen  Entwicklungsfolge  der  Organismen  von 
den  Pflanzen  aufwärts  bis  zu  den  Säugethieren  massgebend.    Gerade 
im  Gebiet  der  Naturgeschichte   musste    sich  jedoch  bald  der  prin- 
cipielle  Unterschied  descriptiver  und  genetischer  Eintheilung  geltend 
machen.      Denn    während    hier    das   Bedürfniss,    in   der   Fülle    der 
Formen  eine  logische  Ordnung  zu  schaffen,  zu  der  ersteren  drängte, 
konnte   der   vergleichenden  Beobachtung  die  Mannigfaltigkeit   gene- 
tischer Beziehungen  nicht  verborgen  bleiben.     Mit  klarem  Bewusst- 
sein  freilich  hat  wohl  erst  der  grosse  Reformator  der  systematischen 
Naturgeschichte,  Linn^,  diesen  Unterschied  erfasst,  indem  er  seinem 
kOnstlichen   ein   natürliches  System    an    die   Seite   setzte,    dessen 
Vollendung  er  übrigens  der  Zukunft  tiberlassen   musste.     Auch  die 
spater    zur  Ausführung  gelangten  natürlichen  Systeme,    wie   sie  für 
das  Pflanzenreich  Jussieu  und  Decandolle  aufstellten,  bilden  erst 
eine  Uebergangsform  zwischen  descriptiver   und   genetischer  Classi- 
fication,   indem  namentlich  die  Unterabtheilungen  nach  rein  äusser- 
hchen  Merkmalen   geschieden    sind.     Dies   ist   zum   Theil   wohl   die 
Folge    davon,   dass    der  genetische   Grundgedanke    hier    unter    dem 
vielleicht  noch  aus  der  Aristotelischen  Philosophie  herübergenommenen 
Vorurtheil  stand,  die  Entwicklung  erfolge  in  einer  einzigen  Richtung, 
daher  man   auch  dem  natürlichen  System   eine  lineare  Anordnung 
zu  geben  suchte.    Hierzu  kam,  dass  die  ersten  erfolgreicheren  Ver- 
suche genetischer  Classification   nicht  einer   wirklichen  Beobachtung 
der  Entwicklung,  sondern  einer  blossen  Vergleichung  der  fertigen 
Objecte    ihren  Ursprung   verdankten,    ein   Standpunkt,    der   in    den 
namentlich  in  den  ersten  Jahrzehnten  unseres  Jahrhunderts  zur  Aus- 
bildung gelangten  vergleichenden  Wissenschaften  seinen  Ausdruck 
fand.     War  in  der  Linn eschen  Schule  die  Untersuchung  der  Eigen- 
schaften der  Pflanzen   und  Thiere   fast   nur   als  ein  Hülfsmittel  be- 
trachtet worden  zur  Gewinnung  einer  Classification,  und  diese  wieder 
als  ein  Hülfsmittel  zur  Auffindung  und  Benennung  der  Objecte,   so 
wurde  nun  in  der  vergleichenden  Anatomie  der  Pflanzen  und  Thiere 
die  Untersuchung  sich  selbst  Zweck,   und   sie  führte  dadurch  noth- 
wendig   zu   einer  Bevorzugung    der   inneren   vor   den   bisher   haupt- 
sächlich beachteten  äusseren  Merkmalen.    Hatte  die  Mineralogie  ohne 
Rücksicht   auf  Vorkommen   und   Bildung    die   Mineralien    nach   ge- 
wissen  äusseren  Unterschieden  geordnet,    so   traten  ihr  jetzt  in  der 
Geognosie    und  Geologie  Wissenschaften   zur   Seite,    deren   Aufgabe 
von  selbst  auf  eine  vergleichende  Untersuchung  und  damit  zugleich 
auf  die  Erforschung  der  Entstehungsbedingungen   der  Gesteine  hin- 
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wies.  Von  der  Naturgeschichte  ausgehend,  ergriff  dies  Streben  nach 
vergleichender  Methode  bald  noch  weitere  Kreise  der  wissenschaft- 
lichen Forschung.  Eine  „vergleichende  Erdkunde"  nannte  Carl 
Ritter  sein  bahnbrechendes  geographisches  Werk.  Auf  dem  Ge- 
biete der  Geisteswissenschaften  schlössen  sich  daran  die  vergleichende 
Sprachwissenschaft ,  die  Anfange  einer  vergleichenden  Mythologie 
und  schliesslich  der  Versuch  einer  aus  Bevölkerungs-  und  Wirth- 
schaftsstatistik  allmählich  hervorwachsenden  vergleichenden  Gesell- 
schaftslehre. Manche  dieser  Disciplinen,  wie  Geographie,  Sprach- 
wissenschaft und  sociale  Statistik,  waren  durch  die  Natur  ihres 
Gegenstandes  ganz  oder  grossentheils  auf  die  Vergleicfaung  fertiger 
Objecte  oder  Zustände  angewiesen.  Von  der  Naturgeschichte  kann 
dies  zwar  nicht  behauptet  werden,  sondern  es  schien  hier  im  Gegen- 
theil  die  Erfahrung  selbst  die  Forderung  zu  stellen,  dass  ein  gene- 
tisches System  auf  die  wirkliche  Genese  der  Gegenstände  zu  gründen 
sei.  Immerhin  war  es  begreiflich,  dass  trotzdem  der  schwierigeren 
und  zeitraubenderen  entwicklungsgeschichtlichen  Untersuchung  die 
Vergleichung  vorausging. 

Nun  kann  aber  ganz  allgemein  der  Zweck  einer  genetischen 
Classification  ein  doppelter  sein.  Entweder  kann  sie,  ohne  Rücksicht 
auf  die  wirkliche  Entstehung,  lediglich  darüber  Rechenschaft  geben, 
wie  die  Objecte  von  uns  anschaulich  oder  begrifflich  construirt 
werden  können.  In  diesem  Fall  werden  möglicherweise  mehrere 
genetische  Einth  eilungen  der  nämlichen  Gegenstände  gleichberechtigt 
neben  einander  bestehen,  je  nach  den  wechselnden  Gesichtspunkten, 
von  denen  unsere  genetische  Construction  ausgeht.  Oder  die  Classi- 
fication kann  ein  Ausdruck  der  wirklichen  Entwicklung  sein.  Nur 
in  diesem  Falle  haben  wir  eigentlich  das  Recht,  von  einem  natür- 
lichen System  zu  sprechen,  und  es  ist  zugleich  klar,  dass  hier 
gleichberechtigte  Systeme  nicht  neben  einander  möghch  sind,  oder 
dass,  wo  sie  vorkommen,  dies  bloss  eine  noch  bestehende  Unsicher- 
heit über  die  empirischen  Grundlagen  eines  solchen  natürlichen  Ver- 
wjmdtschaftssystems  andeutet.  Der  wesentliche  Unterschied  beider 
Formen  genetischer  Classification  ist  unschwer  an  Beispielen  zu  er- 
kennen. Mathematische  Begriffsgebilde  gehören  regelmässig  der 
ersten  Form  an.  Ob  ich  die  Curven  zweiten  Grades  durch  die  Be- 
wegungen eines  nach  bestimmten  Gesetzen  fortschreitenden  Punktes 
oder  durch  die  Schattenprojectionen  eines  Kreises  bei  wechselnder 
Lage  desselben  zur  Projectionsebene  oder  endlich  mittelst  der  Durch- 
schneidung eines  Kegels   entstehen    lasse,   ist   für  die  Sache   selbst 
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gleichgültig,  und  jede  der  auf  einer  dieser  fingirten  Entstehungs- 
weisen beruhenden  Eintheilungen  ist  darum  an  sich  gleichberechtigt. 
Wenn  ich  dagegen  über  den  genetischen  Zusammenhang  einer  Reihe 
chemischer  Verbindungen  Rechenschaft  geben  will,  so  ist  nicht  jede 
behebige  Art,  wie  man  sich  die  Entstehung  einer  Atomgruppirung 
denken  kann,  der  anderen  gleichwerthig,  sondern  nur  die  ist  streng 
genommen  berechtigt,  die  mit  der  wirklichen  Entstehung  zusammen- 
trifft. Die  Genese  ist  also  willkürlich,  so  lange  es  sich  um  eine 
Construction  des  Begriffs  handelt;  sie  ist  an  die  Erfahrung  ge- 
bunden, sobald  nur  eine  Reconstruction  in  Frage  steht. 

In  den  genetischen  Systemen,  namentlich  der  Naturgeschichte, 
wurden  nun  diese  beiden  wesentlich  verschiedenen  Fälle  nicht  immer 
genügend  auseinandergehalten,  und  es  ist  begreiflich,  dass  besonders 
die  Beschränkung  auf  die  Vergleichung  der  gewordenen  Objecte 
zu  einer  solchen  Vermengung  von  Construction  und  Reconstruction 
Anlass  geben  konnte.  Eine  mehr  oder  minder  willkürliche  Betrach- 
tung der  Gegenstände  wurde  in  diese  selbst  verlegt  oder  als  das 
ideale  Gesetz  angesehen,  das  durch  eine  Art  mystischer  Causalität 
die  Wirklichkeit  bestimme.  Ihren  Ausdruck  fand  diese  Betrachtungs- 
weise in  einem  Begriff,  der,  solange  man  sich  seines  Ursprungs  aus 
der  logischen  Abstraction  bewusst  blieb,  seine  Berechtigung  hatte, 
da  sein  Fehler  nur  in  der  Hypostasirung  bestand,  die  er  erfuhr. 
Dies  war  der  Begriff  des  Typus.  Es  gehört  zu  den  bedeutsamsten 
Erscheinungen  in  der  neueren  Entwicklung  der  Wissenschaften,  dass 
in  den  verschiedensten  Gebieten,  Zoologie,  Botanik,  Krystallographie, 
Chemie,  Sprachwissenschaft,  der  nämliche  Begriff  beinahe  gleich- 
zeitig auftaucht.  Geht  man  auf  die  empirischen  Grundlagen  zurück, 
von  denen  seine  Abstraction  ausgegangen  ist,  so  kann  eine  drei- 
fache Bedeutung  desselben  unterschieden  werden.  Erstens  be- 
zeichnet der  Typus  die  einfachste  Form,  in  der  ein  gewisses 
Gesetz  der  Structur  oder  der  Zusammensetzung  repräsentirt  sein 
kann.  *  Hier  wird  daher  auch  der  Ausdruck  Grundform  in  syn- 
onymer Bedeutung  gebraucht.  In  diesem  Sinne  betrachtet  die  Krystallo- 
graphie Würfel  und  Oktaeder  als  die  Grundformen  des  regulären, 
die  Doppelpyramide  mit  quadratischer  Basis  als  die  Grundform  des 
tetragonalen  Systems,  oder  sucht  die  Chemie  nach  der  von  Dumas 
eingeführten  typischen  Anschauung  auf  die  Typen  des  Chlorwasser- 
stoffs (HCl),  Wassers  (H^^),  Ammoniaks  (HyN)  und  Sumpfgases  (H^C) 
die  zusammengesetzteren  Verbindungen  zurückzuführen.  Zweitens 
versteht   man  unter   dem  Typus  diejenige  Form,   in  der  die  Eigen- 
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Schäften  einer  Reihe  verwandter  Formen  am  vollkommensten  re- 
präsentirt  sind.  Diese  Bedeutung  des  Begriffs  fand  besonders  in 
der  Naturgeschichte  des  Pflanzen-  und  Thierreichs  ihre  Verwerthung. 
So  vereinigt  der  Typus  eines  Säugethiers  nach  Cuvier  alle  Merk- 
male in  sich,  die  einer  grösseren  Zahl  von  Ordnungen  zukommen. 
Zu  diesem  Typus  gehören  also  fünf  Zehen  an  den  Vorder-  und 
Hintergliedmassen,  ein  vollständiges  Gebiss  aus  drei  Zahnformen, 
obgleich  bei  der  Mehrzahl  der  Säugethiere  keines  dieser  Merkmale 
zutrifft.  Zu  dem  typischen  Charakter  der  Rosaceen  gehört  es,  dass 
sie  abwechselnde,  von  Nebenblättern  begleitete  Blätter  haben,  ob- 
gleich bei  einzelnen,  nämlich  den  Amygdaleen,  die  Nebenblätter 
ganz  fehlen.  Drittens  endlich  nimmt  der  Typus  zuweilen  noch 
die  Bedeutung  an,  dass  er  nur  eine  formale  Eigenschaft  bezeichnet, 
die  den  Gliedern  einer  Gattung  oder  mehreren  Gattungen  geraein- 
sam zukommt.  So  wenn  von  Endlicher  die  Cormo-  und  Thallo- 
phyten  als  die  Haupttypen  des  Pflanzenreiches  angesehen  wurden, 
oder  wenn  viele  Linguisten  die  isolirende,  agglutinative  und  flec- 
tirende  Form  als  die  hauptsächlichsten  Sprachtypen  unterschieden. 
Wie  schon  diese  Beispiele  zeigen,  handelt  es  sich  hier  um  um- 
fassendere Eigenschaftsbegriffe,  bei  denen  die  Gefahr  einer  Um- 
wandlung zu  Objecten  weniger  nahe  lag  als  in  den  zwei  ersten 
Fällen,  wo  der  Typus  zwar  auch  ein  Abstractionsproduct  ist,  aber 
doch  zugleich  sein  reales  Abbild  in  bestimmten  Objecten  der  Er- 
fahrung findet.  Dennoch  ist  auch  hier  diese  Gefahr  nicht  ganz  ver- 
mieden worden,  indem  man  solche  Abstractionen  zwar  als  ideale 
Formen  auffasste,  ihnen  aber  doch  zugleich  eine  Art  unmittelbarer 
Realität  beimass.  So  wird  in  der  so  genannten  Spiraltheorie  von 
Schi m per  und  Braun  die  Blattstellung  auf  ein  abstractes  geometri- 
sches Gesetz  zurückgeführt,  der  sich  die  Wirklichkeit  natürlich  immer 
nur  mehr  oder  weniger  annähern  kann.  Dieses  Gesetz  wird  aber 
nicht  bloss  als  eine  mathematische  Abstraction  betrachtet,  wogegen 
nichts  einzuwenden  wäre,  sondern  zugleich  als  eine  reale  Kraft,  die 
in  dem  Wachsthum  der  Pflanzen  sich  äussern  soll*).  In  ähnlichem 
Sinne  suchte  noch  H.  G.  Bronn  die  Thierformen  auf  einfache  geo- 
metrische Formen,  Kegel,  Keil  u.  dergl. ,  zurückzuführen,  welchen 
Abstractionen    er   den  Namen  „Gestaltungsgesetze'*  gab**).     In  der 

*)  A.  Braun,   Betrachtungen '.über  die  Erscheinung  der  Verjüngung  in 
der  Natur.    Freiburg  i.  Br.  1849.     S.  124. 

**)  H.  G.  Bronn,  Morphologische  Studien  über  die  Gestiiltungsgesetze  der 
Naturkörper.     Leipzig  und  Heidelberg  1858. 
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That  bestand  die  Meinung,  morphologische  Betrachtungen  solcher 
Art  seien  der  Aufstellung  causaler  Naturgesetze  äquivalent.  Jener 
Ton  den  Begründern  der  natürlichen  Systeme  des  Pflanzen-  und 
Thierreichs  gebildete  Begriff  des  Typus,  der  mit  dem  Begriff  der 
repräsentativen,  die  Merkmale  der  Familie,  Ordnung  oder  Classe 
am  vollkommensten  ausprägenden  Art  sich  deckte,  stand  zwar  an 
und  für  sich  in  näherer  Beziehung  zur  unmittelbaren  Erfahrung. 
Aber  auch  er  besass  doch  insofern  den  Charakter  einer  bloss  idealen 
Form,  als  man  sich  dabei  der  unendlichen  individuellen  Variabilität 
innerhalb  der  Art  bewusst  war  und  sich  dennoch  den  Typus  indivi- 
duell dachte,  als  ein  ideales  Individuum,  in  welchem  alle  schwanken- 
den Eigenschaften  der  realen  Individuen  aufgehoben  seien.  Ebenso 
fand  man  keine  Schwierigkeit,  die  Möglichkeit  eines  Gattungstypus 
zuzugestehen,  der  in  keiner  einzigen  der  in  der  Gattung  enthaltenen 
Arten,  sondern  nur  in  ihnen  allen  zusammengenommen  vollständig 
realisirt  sei,  und  dennoch  diesen  nirgends  existirenden  Gattungs- 
typus als  eine  reale  Kraft  zu  betrachten,  die  in  den  einzelnen  Formen 
zur  Wirkung  komme.  Die  unbewusste  Mystik  dieser  Anschauung 
trat  augenfällig  in  der  von  Decandolle  zunächst  in  Bezug  auf  die 
Pflanzen  ausgebildeten,  dann  aber  auch  für  das  Thierreich  adoptirten 
Lehre  vom  „Abortus**  zu  Tage.  Die  Abweichungen  einzelner  Arten 
von  dem  gemeinsamen  Typus  wurden  hier  dadurch  erklärt,  dass 
gewisse  Theile  verkümmert  oder  völlig  verloren  gegangen  seien*). 
Dieser  Verlust  wurde  aber  nicht  als  ein  wirklicher,  sondern  als  ein 
idealer  Vorgang  gedacht,  gleichsam  als  ein  Erlebniss  in  einer  vor- 
bildlichen Welt,  nach  dessen  Resultaten  sich  erst  die  Dinge  der 
Wirklichkeit  gestaltet  hätten.  Lagen  solche  Vorstellungen  den  älteren 
Formen  der  Typenlehre  mehr  unbewusst  zu  Grunde,  so  hat  Agassiz 
das  Verdienst,  dass  er  sie  mit  vollem  Bewusstsein  zum  Ausdruck 
brachte.  Schon  Cuvier  hatte  den  Typus  als  die  „Idee  der  Gattung" 
bezeichnet;  bei  Agassiz  wird  diese  Idee  zum  Schöpfungsgedanken, 
aus  dessen  Verwirklichung  die  Wesen  selber  entspringen.  Die  Idee 
wird  also  objectivirt,  zugleich  aber  als  Bestandtheil  einer  trans- 
scendenten  vorbildlichen  Welt  gedacht**).  Die  bis  dahin  noch  einiger- 
massen  latent  gebliebene  Uebereinstimraung  mit  der  Platonischen 
Ideenlehre  tritt  hier  offen  zu  Tage.     Um   so  merkwürdiger  ist  aber 

*)  Sachs,  Geschichte  der  Botanik,  S.  142. 
**)  L.  Agassiz,   Essay   on  Classification.    Boston  1857.      (Contributions 
to  the  natural  history  of  the  Unit.  States   of  Amerika.     Vol.  I.)     Vgl.   hierzu 
Reinh.  Körner  in  meinen  Philos.  Stud.  11,  S.  194  iF. 
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jene  Uebereinstimmung,  weil  wir  schwerlich  bei  diesen  Morphologen 
an  eine  absichtliche  Wiedererneuerung  Platonischer  Philosophie 
denken  dürfen. 

In  der  organischen  Naturgeschichte  hat  die  Typentheorie  durch 
ihren  Zusammenhang  mit  der  Lehre  von  der  Constanz  der  Arten 
ihr  besonderes  Gepräge  empfangen,  und  namentlich  ist  dadurch  ihre 
zuletzt  erwähnte  mystische  Wendung  begünstigt  worden.  Dennoch 
fasst  man  diese  Theorie  einseitig  auf,  wenn  man  sie  bloss  von  diesem 
Gesichtspunkte  aus  betrachtet.  Der  Chemie  und  der  Sprachwissen- 
schaft liegen  solche  Nebengedanken  ferne,  und  trotzdem  hat  hier 
der  Begriff  des  Typus  eine  ähnliche  Rolle  gespielt.  Die  wesentliche 
Bedeutung  desselben  liegt  überall  darin,  dass  er  eine  genetische 
Ordnung  gewisser  Naturobjecte  zu  vermitteln  sucht,  dass  aber  diese 
Ordnung  nicht  auf  eine  Beobachtung  der  wirklichen  Entwicklungen, 
sondern  auf  die  Vergleichung  der  fertigen  Objecte  gegründet  wird. 
Darum  eben  tritt  an  die  Stelle  der  reconstructiven  Genese,  die 
bei  Erfahrungsobjecten  immer  gefordert  wird,  eine  construetive 
Genese,  die  der  Erzeugung  mathematischer  Objecte  nachgebildet  ist, 
und  die  so  auch  im  Einzelnen  in  den  Irrthum  verfallen  kann,  durch 
eine  mathematische  Abstraction  die  causale  Erklärung  der  wirklichen 
Gegenstände  ersetzen  zu  wollen.  Das  Streben,  eine  genetische  Ord- 
nung zu  gewinnen,  ist  vorhanden,  aber  noch  fehlt  es  an  den  voll- 
ständigen Vorbedingungen.  Deshalb  sind  die  auf  der  Grundlage 
des  Typenbegriffs  entstandenen  Eintheilungen  offenbare  üebergangs- 
formen:  sie  sind  in  Wahrheit  descriptive  Classificationen  in  einer 
genetischen  Form.  Diese  Form  ist  aber  von  aussen  hinzugebracht: 
sie  stützt  sich  entweder,  wie  in  der  Chemie  oder  Sprachwissenschaft, 
auf  hypothetische  Annahmen,  oder,  wie  in  der  organischen  Natur- 
geschichte, auf  eine  postulirte  „ideale  Entwicklung*,  d.  h.  auf  die 
Umwandlung  von  Abstractionsgebilden  in  wirkliche,  aber  einer  trans- 
ficendenten  Welt  angehörige  Dinge.  Das  Merkmal  einer  wahren 
genetischen  Classification  ist  es  jedoch,  dass  sie  aus  einer  genetischen 
Erklärung  der  betreffenden  Objecte  hervorgeht.  So  setzt  die  gene- 
tische Eintheilung  der  Kegelschnitte  vollständige  Definitionen  ihrer 
Entstehung  voraus.  Dagegen  erklärt  der  chemische  Typus  ebenso 
wenig  die  Entstehung  einer  Verbindung  wie  die  Abstraction  der 
Spirallinie  die  Blattstellung  oder  der  Arttypus  das  Werden  der 
organischen  Arten  begreiflich  macht. 

Wohl   aber   enthält   in   allen    diesen  Fällen  die  äusserlich  und 
zum   Theil   künstlich   angewandte   genetische  Form   einen   Hinweis 
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auf  die  wirkliche  Entwicklung  der  Objecte,  und  eben  darum  bahnen 
die  auf  solche  Weise  entstandenen  Eintheilungen  den  wahren  geneti- 
schen Systemen  den  Weg.  Doch  wird  dem  genetischen  Princip 
keineswegs  dadurch  schon  Genüge  geleistet,  dass  man  einfach  jene 
ideale  Bedeutung  des  Typus,  wie  sie  in  der  vorangegangenen  Periode 
der  Naturgeschichte  gültig  gewesen,  in  eine  reale  umzuwandeln 
üucht,  indem  man  einen  hypothetischen  Stammvater  postulirt,  aus 
dessen  im  Verlauf  der  Vererbung  entstandenen  Abänderungen  all- 
mählich die  Variationen  des  Typus  hervorgegangen  seien.  Wo 
dieser  Annahme  nicht  der  irgendwie  durch  die  Beobachtung  minde- 
stens indirect  zu  führende  thatsächliche  Nachweis  zu  folgen  vermag, 
da  bleibt  der  Fehler  bestehen,  dass  an  die  Stelle  der  Reconstruc- 
tion  eine  Construction  tritt.  Der  Typus  behält  in  Wahrheit  seine 
ideale  Bedeutung,  mit  dem  einzigen  Unterschied,  dass  ihm  nicht  in 
einer  vorbildlichen  Welt,  sondern  in  irgend  einem  unzugänglichen 
Zeitraum  der  wirklichen  Welt  objective  Realität  beigemessen  wird. 
Immerhin  ist  auf  diesem  zuerst  von  der  Darwin'schen  Theorie  mit 
Erfolg  eingeschlagenen  Wege  der  Vortheil  erreicht,  dass  die  un- 
haltbare und  mit  der  genetischen  Auffassung  im  Widerspruch  stehende 
Annahme  einer  durch  leere  Zwischenräume  getrennten  Entwicklungs- 
reihe beseitigt  wird.  Namentlich  aber  macht  die  üebertragung  der 
Idee  des  Typus  auf  ein  empirisch  erreichbares  Gebiet  eine  Prüfung 
möglich,  durch  welche  die  von  Hypothesen  überbrückten  Lücken 
des  genetischen  Systems  allmählich  ausgefüllt  werden. 

Auf  diese  Weise  vollzieht  sich  in  den  systematischen  Erfahrungs- 
wissenschaften der  Uebergang  von  der  descriptiven  zur  genetischen 
Classification  in  der  Regel  durch  ein  Zwischenstadium,  in  dem  an 
Stelle  der  allein  zulässigen  reconstructiven  eine  constructive  Genese 
benutzt  wird,  deren  Anwendung  in  Wirklichkeit  nur  ein  descriptives 
System  in  genetischer  Form  zu  Stande  bringt.  Dem  gegenüber  be- 
wahrt sich  die  Mathematik  fortan  die  constructive  Methode  und  mit 
ihr  den  Vortheil,  dass  sie  die  nämlichen  Objecte  nach  verschiedenen 
Principien  genetisch  zu  ordnen  vermag.  Dieser  Vorzug  ist  aber  nur 
die  Folge  eines  Uebelstandes,  den  auf  diesem  Gebiete  das  genetische 
Verfahren  mit  sich  führt.  Jede  genetische  Erklärung  und  Eintheilung 
beleuchtet  nämlich  die  zu  untersuchenden  Objecte  nur  von  einer 
Seite  und  lässt  zahlreiche  andere,  oft  nicht  minder  wichtige  Eigen- 
schaften unbeachtet.  Dies  ist  der  Grund,  weshalb  hier,  ebenso  wie 
bei  der  Definition,  eine  auf  die  analytische  BegrifiFsentwicklung  ge- 
stützte Classification   als   die   vorzüglichere  anerkannt   werden  muss; 
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d.    Die  analytische  Classification. 

Die  analytische  Classification,  als  die  vollendetste  Form  der 
Gliederung  eines  Begriffs,  gewährt  zugleich  den  vollkommensten 
Einblick  in  die  logischen  Principien  der  Classification  überhaupt. 
Bezeichnen  wir,  zurückgehend  auf  die  früher  (S.  45)  gegebene 
symbolische  Form  der  analytischen  Definition,  mit 

M  =  F  (a,  i,  c,  w,  i?,  tc) 

irgend  einen  Allgemeinbegriff,  als  dessen  logische  Variabein  «,  v 
und  tv  zu  betrachten  sind,  so  geht  die  Classe  M  in  eine  unter  ihr 
enthaltene  Gattung  J/j,  diese  in  eine  zugehörige  Art  M^  über,  wenn 
wir  successiv  die  geeigneten  Variabein  durch  constante  Elemente 
ersetzen.  Wir  erhalten  so  die  im  Verhältuiss  successiver  Unter- 
ordnung stehende  Reihe: 

Classe  M  =  F  (a,  6,  c,  w,  i\  w?), 

Gattung  M^  =  F  (f/,  6,  r,  a,  r,  w)^ 

Art  Mo  =  F  (f/,  6,  c,  a,  ß,  w), 

Individuum  M.^  =  F  (a,  i,  c,  a,  ß,  y), 

welche  Reihe  selbstverständlich,  je  nach  dem  Bedürfniss  der  Ein- 
theilung,  auch  durch  eine  grössere  Zahl  von  Stufen  verlaufen  kann, 
ehe  der  Individualbegriff  erreicht  wird.  Immer  aber  ist  dieser  dann 
gegeben,  wenn  die  sämmtlichen  logischen  Variabein  durch  Constanten 
ersetzt  sind. 

Jede  Stufe  dieser  Reihe  enthält  nun  mit  Ausnahme  der  letzten 
eine  Anzahl  coordinirter  Glieder,  die  gewonnen  werden,  indem 
man  die  zum  Eintheilungsgrund  der  betreffenden  Stufe  genommene 
logische  Variable  allmählich  alle  Werthe  annehmen  lässt,  deren  sie 
überhaupt  fähig  ist.  Die  äussersten  Grenzwerthe  bezeichnen  dann 
den  Umfang  der  Classe,  Gattung  oder  Art,  und  die  coordinirten 
Glieder  werden  erhalten,  wenn  man  die  den  Eintheilungsgrund  ab- 
gebende Variable  successiv  zwischen  engeren  Grenzen  veränderlich 
annimmt  oder  ihr  auch  gewisse  ausgezeichnete  constante  Werthe 
anweist,  so  aber  dass  diese  Einzelwerthe  sämmtlich  zusammen  wieder 
den  Umfang  der  Variabein  vollständig  erschöpfen.  Angenommen 
also,  in  der  oben  symbolisch  ausgedrückten  Gattung  M^  erweise  sich 
der  Eintheilungsgrund  u  als  veränderlich  zwischen  den  Grenzen  a^ 
und  a„;  ausserdem  mögen  ag,  «g  . . .  a„_i  Grenzen  bezeichnen,  die 
sich  als  angemessen  für  die  Trennung   der   coordinirten  Glieder  aus 
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der  Constitution  des  Begriflfes  ergeben,  so  wird  das  ganze  Verfahren 
der  analytischen  Eintheilung  symbolisch  ausgedrückt  werden  durch 
die  Gleichung 

iI,  =  F  {A,U)  =  F  '{A,U)i-F  {A,  U) 

u  =  a„ 

worin  der  Kürze  halber  die  constanten  Elemente  a,  6,  c  durch  .1 
und  die  Variablen  w,  t?,  m?  durch    U  bezeichnet  sind. 

Das   Hauptgebiet  der   Anwendungen    der    analytischen  Classi- 
fication  ist  das   der  mathematischen  Analysis.     Die  Definition  eines 
Begriffs   wird   hier   in   der  Form   einer  Gleichung   gegeben,   welche 
den  Vortheil  bietet,    den  Begriff  nicht  nur   zureichend   abzugrenzen, 
.sondern  auch  erschöpfend  zu  bestimmen,  so  dass  aus  ihr  alle  seine 
Eigenschaften  entwickelt  werden  können.     Zu   diesen  Eigenschaften 
gehört  auch  die  Gliederung  in  Unterbegriffe.     Sie  verwirklicht  sich 
in  einer  Reihe  specieller  Gleichungen,  die  aus  der  zuvor  aufgestellten 
allgemeinen   als    deren   einzelne   Fälle   hervorgehen.     Zu  ihrer  Ab- 
leitung bedarf  es  zunächst  der  Auffindung   der  logischen  Variabein, 
welche  ihrer  Natur   nach   stets   unter  den  algebraischen  Constanten 
der  Gleichung  zu  wählen  sind,  da  nur  diese  allgemein  solche  Werthe 
bezeichnen,    die   in   dem  Begriff  auch  dann  constant  bleiben,    wenn 
er    sich    auf   ein    individuelles   Object    bezieht.      Die    algebraischen 
Variabeln  dagegen  haben  die  Eigenschaft,    noch  für  die  Individual- 
begrifife  variabel  zu  bleiben,    in  denen  logische  Variabein   gar  nicht 
mehr    vorkommen   können.     Nachdem  nun  zum  Zweck  der  analvti- 
sehen  Classification  die  logischen  Variabein  einer  allgemeinen  Gleichung 
bestimmt  und  deren  einzelne  Specialwerthe  in  diese  eingeführt  sind, 
können  sich  Transformationen  und  Vereinfachungen  der  allgemeinen 
Gleichung  ergeben,  durch  welche  die  Specialgleichungen  von  einander 
abweichende  Formen    annehmen.     Geben  wir  z.  B.  der  allgemeinen 
Gleichung  eines  Kegelschnitts  die  Form 

l/'=  2ax  -{-  vx^^ 

so  lassen  sich,  wenn  wir  v  als  logische  Variable  wählen,  die  drei 
Hauptfalle  v=  —  J,  v  =  0  und  v  =  -\-b  unterscheiden,  entsprechend 
den  drei  Haupformen: 

Kreis  und  EUipse  Parabel  Hyperbel 

y^=2ax  —  bx^  y^=^2ax  //-=  2aa'  + i.r^. 
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Ein  BeiHpiel  mit  zwei  EintheilungsgrQnden  sei  hier  nur  an- 
deutend Atisgeführt.  Der  analytische  Begriff  der  homogenen 
ganzen  Function  lässt  sich  durch  das  logische  Symbol  ausdrücken 

F  (p,  m,  n), 

worin  p  die  Zahl  der  Constanten,  m  den  Grad  der  Functionsgleichung 
und  n  die  Zahl  ihrer  algebraischen  Variabeln  bezeichnen.  Wählt  man 
nun  m  und  n,  die  nur  ganze  Zahlen  sein  können,  als  EintheUungs- 
gründe,  so  gewinnt  man  für  m  =  1,  =  2,  .  .  .  die  Functionen  lien, 
2ten  .  .  .  Grades,  und  innerhalb  jeder  dieser  Classen  wieder  dorch 
Variirung  von  n  die  Functionen  mit  1,  2,  3 . . .  Variabeln.  Die  Grossen  m 
und  n  besitzen  den  Charakter  erschöpfender  Eintheilungsgründe,  da 
durch  sie  auch  p  bestimmt  wird.  Denn  zwischen  der  Zahl  p  der  Con- 
stanten und  jenen  logischen  Variabeln  m  und  n  besteht  die  Beziehung: 

w  .  («  +  1) .  (w  +  2) . . .  (n  4- w»  —  1) 


p  = 


1  .  2  .  8 ...  I» 


Ausserhalb  der  Mathematik  kann  zwar  ebenfalls  eine  analytische 
Classification  erstrebt  werden.  Sie  ist  aber  hier  in  Folge  der  mangel- 
hafteren Form  der  analytischen  Definitionen,  an  die  sie  sich  in  der 
wissenschaftlichen  Anwendung  anschliesst,  von  geringerer  Sicherheit, 
so  dass  ihr  selbst  auf  den  für  sie  geeigneten  Begriffsgebieten  (siehe 
S.  45)  nicht  selten  eine  genetische  Gliederung  vorgezogen  wird. 

e.   Die  Zwei-,  Drei-  und  Viertheilung. 

Die  Zwei-,  Drei-  und  Viertheilung  haben  sich,  als  die  ein- 
fachsten äusseren  Formen,  in  denen  überhaupt  ein  Begriff  eingetheilt 
werden  kann,  stets  einer  besonderen  Bevorzugung  zu  erfreuen  gehabt. 
Sie  können  in  jeder  der  oben  unterschiedenen  Classificationsformen 
vorkommen,  sind  aber  doch  weitaus  am  häufigsten  bei  der  descrip- 
tiven  in  Folge  der  grösseren  Freiheit,  mit  der  sich  diese  in  der  Wahl 
der  Eintheilungsgründe  bewegt. 

Die  Zweit h eilung  gründet  sich  auf  den  contradictorischen 
Gegensatz,  insofern  er  als  das  logische  Princip  betrachtet  werden 
kann,  wolohes  joder  Unterscheidung  eines  Begriffs  von  einem  anderen 
Hogritr  zu  Grunde  liegt.  (Bd.  I,  S.  56G.)  Es  zerfallt  aber  die  Zwei- 
thoilung  wieder  in  zwei  Formen,  je  nachdem  der  einem  ersten  Be- 
gritf  A  gegenübergestellte  andere  Begriff  non-A  bloss  negativ  be- 
stimmt bleibt,  der  ursprünglichen  Bedeutung  des  contradictorischen 
GogiMisatzes   entsprechend,   oder   ebenfalls  positiv   als    ein    gewisser 
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Begriff  B  unterschieden  wird,  wo  dann  der  contradictorische  Gegen- 
satz nur  insofern  noch  Anwendung  findet,  als  die  Vollständigkeit  der 
Eintheilung  verlangt,  dass  gleichzeitig  B  =  non-^  und  A  =  non-B 
sei     Ein    ausgezeichneter  Fall  dieser    positiven   Dichotomie    ist   es, 
wenn  A  und  B  im  Verbältniss   des   conträren   Gegensatzes    zu   ein- 
ander stehen.     Hiernach  unterscheiden  wir  drei  Formen  der  Zwei- 
theilung:    1)    Die    Dichotomie    nach    dem    contradictorischen 
Gegensatze,  2)  die  Dichotomie  der  einfachen  Unterscheidung 
imd  3)  die  Dichotomie  nach   dem    conträren  Gegensatze.     Unter 
ikDcn  ist  die  erste  die  unvollkommenste ,   obgleich   sie  sich   grosser 
BeUebtheit  deshalb  erfreut,    weil  sie   den  Vortheil  hat  immer  voll- 
ständig zu  sein.    Dieser  Vortheil  wird  aber  durch  den  Nachtheil  er- 
kauft, dass  das  eine  Glied  der  Eintheilung  nur  negativ  bestimmt  ist. 
Denkt  man  sich  daher  eine  ganze  Classification  nach  diesem  Princip 
durchgeführt,  so  gewinnt  man  schliesslich  für  die  Hälfte  der  Glieder 
des  Systems   bloss  negative   Definitionen.     Auch   leistet  diese  Form 
insofern  der  Willkür  Vorschub,  als  es  für  die  logische  Vollständig- 
keit der  Gliederung  ganz  gleichgültig   ist,    welcher  Art   das   Merk- 
mal A  ist,  nach  dem  man  irgend  ein  Gebiet  in  A  und  non-^  trennt. 
Ein    Beispiel   dieser    Classificationsform    bietet    Ehrenbergs    zoo- 
logisches System.     Es  scheidet  in  Wirbelthiere  und  Wirbellose,  die 
ersteren    in  Junge   nährende   und   nicht    nährende,   die   letzteren   in 
Thiere  mit  Herz  und  ohne  Herz,    die  Wirbellosen   mit  Herz  wieder 
in  gegliederte  und  nicht  gegliederte,  die  Thiere  ohne  Herz  in  solche 
mit  getheiltem   Darm    und   nicht   getheiltem   Darm*).     Ferner  eine 
Classification  der  Sprachen  von  Steinthal.    Sie  unterscheidet  Form - 
sprachen  und  formlose  Sprachen;   jene   zerfallen   in   solche  mit  und 
ohne  Scheidung  von  Nomen  und  Verbum,    diese  in  solche  mit  und 
ohne  Kategorien**).     Häufiger   noch   sind   die  Dichotomien  der  ein- 
fachen Unterscheidung.     Sie   pflegen   namentlich  Hauptgliederungen 
von  Systemen  zu  bilden,  weil  man  bei  diesen  sich  vorzugsweise  der 
Einfachheit  befleissigt.     Hierher  gehören  die  Eintheilungen   der  Or- 
ganismen in  Pflanzen  und  Thiere,  der  Pflanzen  in  Thallophyten  und 
Cormophyten,    der  Urtheile   in  kategorische  und  hypothetische,  der 
Seelenvermögen  in  Vorstellen  und  Begehren,    des  Seienden  in  Stoff 
und  Form  u.  s.  w.     Ihnen  nahe   stehen   die  Dichotomien  nach  dem 
conträren  Gegensatz,  wie  Kälte  und  Wärme,  Tag  und  Nacht,  männ- 


*)  CaruB,  Geschichte  der  Zoologie,  S.  671. 

'*)  Steinthal,  Die  Classification  der  Sprachen.    Berlin  1850. 
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liebes  und  weibliches  Geschlecht.  Zur  Classification  sind  diese  minder 
brauchbar,  weil  der  conträre  Gegensatz  zuweilen  Zwischenformen  ge- 
stattet, so  dass  hier  von  vornherein  die  Eintheilung  an  dem  Fehler 
der  Unvollständigkeit  leidet. 

Aus  diesem  Grunde  geht  denn  auch  dieDreitheilung  nicht 
selten  aus  der  Dichotomie  des  conträren  Gegensatzes  hervor.,  indem 
man  die  zwischen  den  Endgliedern  einer  Begrifi^sreihe  gelegenen 
Uebergänge  unter  einem  gemeinsamen  Begrifi^  zusammenfasst.  So 
liegt  zwischen  dem  Guten  und  Bösen  das  Indifferente,  zwischen  dem 
Erhabenen  und  Niedrigen  das  einfach  Schöne,  oder  man  verlegt 
zwischen  den  Apriorismus  und  Empirismus  den  Kriticismus,  zwischen 
den  Materialismus  und  Spiritualismus  einen  unbestimmten  Monismus. 
Auch  aus  der  Dichotomie  nach  einfacher  Unterscheidung  kann  auf 
ähnliche  Weise  eine  Trichotomie  werden.  So  hat  man  neben  den 
Pflanzen  und  Thieren  die  Protisten  als  Zwischenwesen  unterschieden, 
zwischen  die  Gesetzesübertretung  und  das  Verbrechen  das  Vergehen 
als  eine  weitere  Gradabstufung  eingeschaltet.  Hegels  dialektische 
Methode  endlich  besteht  in  Trichotomien ,  die  auf  Zweitheilungen 
nach  contradictorischem  Gegensatze  gegründet  sind.  Dabei  kann 
aber  selbstverständlich  der  dritte  Begriff  nicht  ein  Mittelbegriff  sein, 
sondern  nur  auf  dem  Weg  der  Synthese  erzeugt  werden,  wie  z.  B. 
bei  der  Vereinigung  des  Seins  und  des  Nichtseins  zum  Werden, 
üebrigens  treten  in  der  weiteren  Ausführung  nicht  selten  an  die 
Stelle  der  contradictorischeu  auch  conträre  Gegensätze  und  sogar  ein- 
fache Unterscheidungen. 

Die  Viertheilung  pflegt  aus  der  Combination  von  zwei 
Dichotomien  zu  entstehen.  So  gewann  die  scholastische  Logik  eine 
Viertheilung  der  Urtheilsformen,  indem  sie  einerseits  bejahende  und 
verneinende,  anderseits  allgemeine  und  besondere  ürtheile  unterschied. 
Ein  weiteres  Beispiel  einer  Tetratomie  nach  conträren  Gegensätzen 
bietet  die  Aristotelische  Ableitung  der  vier  Elemente,  nach  welcher 
Wasser  das  feuchte  und  kalte,  Erde  das  trockene  und  kalte,  Luft 
das  feuchte  und  warme,  Feuer  das  trockene  und  warme  Element  ist. 
So  unanfechtbar  auch  in  logischer  Beziehung  derartige  Eintheilungen 
sind,  so  gründen  sie  sich  doch,  wie  diese  Beispiele  zeigen,  auf  ober- 
flächliche und  ungenügende  Unterscheidungen;  daher  die  künstlichen 
Trichotomien  und  Tetratomien  in  dem  Masse  verschwinden,  als  sich 
die  Untersuchung  der  Begriffe  vertieft  und  das  Streben  nach  sach- 
gemässer  Ordnung  über  das  Wohlgefallen  an  äusserer  Symmetrie  den 
Sieg  davonträgt. 
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3.    Der  Beweis. 

a.    Allgemeine  Aufgaben  des  Beweisverfahrens. 

Als  Beweisführung  oder  Demonstration  bezeichnen  wir 
die  Darlegung  der  Gründe,  durch  welche  die  Wahrheit  oder  Wahr- 
scheinlichkeit eines  gegebenen,    einen   realen  Erkenntnissinhalt  aus- 
sprechenden Urtheils  festgestellt   wird.     Die   Aufgaben   eines  jeden 
Beweisverfahrens  bestehen  daher  erstens  in  der  Aufsuchung  der  Prä- 
missen zu  dem  zu  beweisenden  Satze  und  zweitens   in   der  Herstel- 
lung   einer    Schlussfolge   aus   jenen    Prämissen.     Der   ersten  dieser 
Aufleben  wird  durch  die  Herbeischaffung  des  Beweismate- 
rials entsprochen,  der  zweiten  durch  die  Ordnung  der  Beweis- 
gründe und  den  Vollzug  der  Schlussfolgerung. 

Hiemach  ist  der  Beweis  diejenige  systematische  Form,  welche 
unmittelbar  den  Forschungsmethoden  der  Induction  und  De  du  c- 
tion  entspricht.   Er  hat  wie  diese  den  Schluss  zu  seiner  Grundform; 
er  unterscheidet  sich  aber  von  ihnen  dadurch,  dass  es  sich  bei  ihm 
nicht  erst  um  die  Auffindung  eines  Satzes,    sondern   um  die  Nach- 
weisnng  der  Richtigkeit  eines  bereits  gefundenen  handelt.  Es  kann  sich 
daher  ein  Beweis  bald  auf  das  engste  an  eine  ihm  zu  Grunde  liegende 
Induction  oder  Deduction  anschliessen,  bald  sich  mehr  oder  weniger 
weit  von  ihr  entfernen,  bald  auch  eine  vorangegangene  Induction  in 
eine  Deduction,  oder  sogar  umgekehrt  diese  in  eine  inductive  Form 
umwandeln.     Mit  Rücksicht  auf  seine  systematische  Bedeutung  hat 
zugleich  der  Beweis   im   allgemeinen   im  Vergleich   mit  jenen  For- 
schungsmethoden   einen  enger  begrenzten   Zweck.      Er   bezieht 
sich  auf  die  Wahrheit  eines   einzelnen  Urtheils,   während    sich 
Induction  und  Deduction   über  eine   grosse   Zahl   von   ürfeheilen  er- 
strecken können,   die  aus  gewissen  mit  einander  im  Zusammenhang 
stehenden  Prämissen  abgeleitet  werden. 

Jede  Beweisführung  stützt  sich  schliesslich  auf  irgend  welche 
Thatsachen  der  Erfahrung.  Diese  Thatsachen  können  entweder  durch 
die  Abstraction  zu  Sätzen  verarbeitet  sein ,  die  sich  auf  die  allge- 
meinen Formen  der  Anschauung  beziehen  und,  weil  sie  sich  fort- 
während in  der  Anschauung  bestätigt  finden,  den  Charakter  un- 
mittelbarer anschaulicher  Gewissheit  besitzen;  oder  sie  können  den 
concreten  Inhalt  der  Erfahrung  zu  ihrem  Gegenstande  haben.  Dem- 
nach können  wir  überhaupt  die  thatsächlichen   Grundlagen    des  Be- 
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weises  in  Thatsachen  der  reinen  Anschauung  und  in  empirische 
Thatsachen  scheiden.  Auf  jenen  beruht  das  ßeweissystem  der  Mathe- 
matik, auf  diesen  das  ßeweisverfahren  in  den  empirischen  Wissen- 
schaften und  im  praktischen  Leben.  Die  beiden  letzteren  trennen 
sich  aber  wieder  dadurch  von  einander,  dass  die  Erfahrungswissen- 
scliafb  die  einzelnen  Erfahrungen,  ehe  sie  dieselben  zur  Demonstra- 
tion verwerthet,  durch  Abstraction  und  Induction  zu  allgemein- 
gültigen Erfahrungssätzen  zu  erheben  sucht,  während  das 
praktische  Beweisverfahren,  wie  es  z.  B.  zum  Behuf  der  Recht- 
sprechung geübt  wird,  unmittelbar  die  einzelnen  Thatsachen 
selbst  als  Prämissen  benützt.  Im  letzteren  Fall  hat  der  Beweis 
stets  die  Form  eines  Inductionsbeweises,  und  es  fehlt  ihm,  dem 
logischen  Charakter  der  Inductionsschlüsse  entsprechend,  im  all- 
gemeinen die  unbedingt  zwingende  Kraft,  so  dass  dem  Endurtheil 
immer  nur  eine  mehr  oder  minder  grosse  Wahrscheinlichkeit  zu- 
gestanden werden  kann,  die  aber  freilich  unter  Umständen  für  die 
Zwecke  des  praktischen  Lebens  der  Gewissheit  gleichzuachten  ist. 
Uebrigens  pflegen  in  derartigen  Fällen  auch  solche  Formen  der  Be- 
gründung eines  Urtheils  als  Beweise  bezeichnet  zu  werden,  die  diesen 
Namen  streng  genommen  nicht  verdienen.  So  ist  in  dem  richter- 
lichen Verfahren  zwar  der  Indicienbeweis  ein  echter  Inductions- 
beweis,  dagegen  kann  der  so  genannte  Zeugenbeweis,  sofern  es 
sich  bei  ihm  um  die  unmittelbare  Bezeugung  der  in  Frage  stehen- 
den Thatsachen  handelt,  nicht  zu  den  logischen  Beweisverfahren 
gerechnet  werden,  da  das  Urtheil  nicht  aus  anderen  Beobach- 
tungen erschlossen  wird,  sondern  ein  Ausdruck  der  Beobachtung 
selbst  ist. 

In  den  theoretischen  Erfahrungswissenschaften  gehen  ausser 
den  Thatsachen  der  Erfahrung  und  den  durch  Abstraction  und  In- 
duction aus  ihnen  gewonnenen  Sätzen  nicht  selten  noch  hypo- 
thetische Voraussetzungen  in  die  Prämissen  der  Beweise  ein. 
Dies  ereignet  sich  in  der  Physik  z.  B.  bei  jenen  Beweisführungen, 
die  auf  bestimmte  Anschauungen  über  die  Constitution  der  Materie 
oder  auf  die  Annahme  gewisser  elementarer  Gesetze  derselben  ge- 
gründet sind.  Von  hier  aus  hat  die  Aufstellung  hypothetischer,  ab- 
sichtlich den  Thatsachen  der  Anschauung  irgendwie  widerstreitender 
Definitionen  auch  in  die  Mathematik  Aufnahme  gefunden.  Selbst- 
verständlich haben  dann  aber  die  Beweisresultate  ebenfalls  so  lange 
nur  einen  hypothetischen  Werth,  als  sich  nicht  etwa  aus  den  Fol- 
gerungen die  Zulässigkeit  der  Hypothesen  ergibt. 
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Die  Prämissen  des  Beweisverfabrens   in  den   theoretischen 
Wissenschaften,    die   Definitionen,   Axiome   und    Theoreme, 
sind  bei    der    Deduction    bereits    besprochen    worden    (S.   34).     Sie 
werden  bei   der  Verbindung  der  Beweise  zu  einem  deductiven  System 
in  der  durch    ihre   logische   Abhängigkeit   bestimmten   Ordnung   an 
einander  gereiht.     Namentlich  in  der  Mathematik  ist  diese  Ordnung 
strenge  ausgebildet.    FundamentaleLehrsätze  sind  hier  solche, 
die  direct  aus  evidenten  Axiomen  bewiesen  werden.    Abgeleitete 
Lehrsätze  bedürfen  anderer  bereits  erwiesener  Theoreme  zu  ihrer 
Begründung.      Ein  Corollarsatz  endlich  ist  ein  solcher,   der   aus 
einem  bestimmten  schon  bewiesenen  Lehrsatze   durch   blosse  Trans- 
formation   desselben  gewonnen  werden   kann.      So   gehören  in  dem 
Beweissystem  Euklids  die  Sätze  über  die  Congruenz  der  Dreiecke 
zu  den  Fundamentalsätzen;  dagegen  sind  die  Sätze  über  den  Flächen- 
inhalt der  Parallelogramme  und  die  Gleichheit  der  gegenüberliegen- 
den Winkel  in  ihnen  abgeleitete  Lehrsätze.     Endlich  der  Satz,  dass 
Parallelen  zwischen  Parallelen  gleich  lang  sind ,   ist  ein  Corollar  zu 
dem  Lehrsatze,  dass  in  jedem  Parallelogramm  die  gegenüberliegenden 
Seiten  von  gleicher  Grösse  sind.     In  den  theoretischen  Erfahrungs- 
wissenschaften   behält    das    Beweisverfahren    im  allgemeinen   diesen 
ITiarakter.     Es  gestaltet  sich  aber  mannigfaltiger  in  Folge  des  ver- 
schiedenartigeren  Ursprungs   seiner  Prämissen.     Einerseits    können, 
namentlich  in  der  theoretischen  Physik,  rein  mathematische  Axiome 
und  Theoreme  herbeigezogen  werden,  da  ja  die  allgemeinen  Gesetze 
der  Anschauung  auch  für  jede  einzelne  Erfahrung  gültig  sind;  ander- 
seits treten  dazu,    dem   specifischen  Erfahrungsinhalfce  entsprechend, 
Verallgemeinerungen  aus  der  Erfahrung  und   hypothetische  Voraus- 
setzungen, die  beide  völlig  gleichwerthig  den  Axiomen   und  Defini- 
tionen im  mathematischen  Beweisverfahren  behandelt  werden.    Weil 
übrigens  die  an  die  Stelle   der  Axiome  getretenen    allgemeinen   Er- 
fahrungssätze häufig  nicht   ohne   weiteres    durch  einen  blossen  Hin- 
weis auf  die  Wahrnehmung  als  gewiss  gelten  können ,    so   tritt  zu- 
gleich der  Inductionsbeweis    als    ein  wichtiges  Ergänzungsglied  ein. 
Je  mehr  in  einer  Disciplin    die    concrete  Erfahrung   über  die  allge- 
meinen Voraussetzungen  und    in   Folge   dessen   die    empirische  über 
die  mathematische  oder  speculative  Betrachtung  überwiegt,  einen  um 
so  breiteren  Raum  nimmt  der  Inductionsbeweis  ein,  bis  dieser  endlich 
in  allen  den  Fällen   der    concreten   wissenschaftlichen  Untersuchung 
oder  des  praktischen  Lebens,    wo   es   sich  nicht  um  die  Gewinnung 
allgemeiner  Sätze,  sondern  um  den  Nachweis  von  Thatsachen  handelt, 
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die  nicht  direct  beobachtet   sondern   bloss   erschlossen   worden  sind, 
als  der  allein  mögliche  zurückbleibt. 

Obgleich  der  Beweis  die  Induction  und  Deduction  zu  seinen 
Zwecken  verwerthet  und  ausser  ihnen  keine  anderen  Hülfsmittel  zur 
Verfügung  hat,  so  unterscheidet  er  sich  doch  von  diesen  ünter- 
suchungsmethoden  ,  wie  schon  oben  bemerkt ,  durch  den  umstand, 
dass  der  zu  beweisende  Satz  oder  die  zu  beweisende  Thatsache  bereits 
vor  dem  Antritt  des  Beweises  gegeben  ist.  Nicht  selten  befolgt  darum 
auch  noch  heute  diejenige  Wissenschaft,  in  der  die  Kunst  des  Be- 
weises zur  höchsten  Ausbildung  gelangt  ist,  die  Mathematik,  die 
Euklidische  Regel,  den  zu  demonstrirenden  Lehrsatz  dem  Beweise 
voranzustellen,  damit  der  Zweck  des  letzteren  von  Anfang  an  im 
Auge  behalten  werde.  Die  Art  und  der  Grad  der  Kenntniss  eines 
Demonstrandum  können  übrigens  wieder  auf  das  mannigfachste 
variiren,  von  der  blossen  Vermuthung  an  bis  zur  sicheren,  durch 
unmittelbare  Erfahrung  oder  die  vorangegangene  Untersuchung  fest- 
gestellten Ueberzeugung.  Darum  kann  nun  auch  der  Zweck  des 
Beweises  entweder  darin  bestehen,  eine  noch  unsichere  Annahme  zur 
Gewissheit  zu  erheben,  manchmal  auch  einem  erst  in  beschränkterem 
Umfange  nachgewiesenen  Satz  die  Allgemeingültigkeit  zu  sichern, 
oder  er  kann  sich  darauf  beschränken,  die  Resultate  einer  zuvor  ab- 
geschlossenen Untersuchung  in  die  Beweisform  zu  ordnen,  und  im 
zweiten  Fall  wird  sich  dann  selbstverständlich  der  Beweis  mehr  oder 
weniger  innig  an  die  Untersuchung  anschliessen.  Selten  aber  wird 
er  sich  auf  eine  blosse  Reproduction  der  Untersuchung  beschränken 
dürfen.  Denn  für  allgemeine  Wahrheiten  wie  für  einzelne  nicht 
direct  beobachtete  Thatsachen  pflegen  sich  nur  durch  einen  besonders 
günstigen  Zufall  die  Beweisgründe  schon  der  Untersuchung  in  der 
zweckmässigsten  Reihenfolge  und  Verbindung  darzubieten.  Erst  die 
Ordnung  des  Beweismaterials  hat  ihnen  diese  für  die  Schlussfolge 
angemessenste  Verbindung  zu  geben.  Ein  augenfälliges  Zeugniss 
für  diese  selbständige  Aufgabe  des  Beweisverfahrens  liegt  darin,  dass 
es  Beweisformen  gibt,  denen  keine  bestimmten  Untersuchungsmethoden 
entsprechen,  ebenso  wie  sich  anderseits  nicht  alle  Bestandtheile  einer 
Untersuchung  in  die  Beweisforra  umprägen  lassen.  Die  Mathematik 
kennt  zahlreiche  Sätze  von  axiomatischem  Charakter,  die  ohne  eine 
eigentliche  Untersuchung  feststehen,  weil  sie  unmittelbar  in  der  An- 
schauung gegeben  sind.  Gleichwohl  kann  man  in  solchen  Fällen  den 
Versuch  machen ,  durch  einen  Beweis  den  nothwendigen  logischen 
Zusammenhang  derartiger  Sätze  mit  den  allgemeinen  Gesetzen  unserer 
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Anschauung  darzuthun.  Die  Beweise  pflegen  dann  die  apagogische 
Form  anzunehmen,  eine  Form  der  keine  specifische  Untersuchungs- 
methode correspondirt.  Auf  der  anderen  Seite  bleiben  alle  wissen- 
schaftlichen Aufgaben,  die  entweder  der  Gewinnung  zu  beweisender 
Lehrsätze  vorangehen  oder  sich  an  bewiesene  Sätze  als  deren  An- 
wendungen anschliessen,  der  eigentlichen  Untersuchung  vorbehalten. 
Indem  solche  Aufgaben  die  Anwendung  constructiver  und  experi- 
menteller Verfahrungsweisen  nothwendig  machen,  setzen  sie  ein  Mass 
erfinderischer  Thätigkeit  voraus,  welches  über  die  blosse  Herbei- 
schafFung  von  Beweismaterial  hinausgeht,  da  es  dieses  vielmehr  erst 
hervorbringt.  Charakteristisch  ist  darum  die  Stellung,  die  schon  in 
Euklids  Beweissystem  das  Problem  gegenüber  dem  Theorem 
einnimmt.  Theils  gehen  hier  Probleme  und  ihre  Lösungen  den  Lehr- 
sätzen eines  bestimmten  Gebietes  voran,  theils  folgen  sie  ihnen  nach. 
In  den  Aufgaben  der  ersten  Art  sind  die  Resultate  der  ünter- 
suchxmgen  fixirt,  welche  die  Gewinnung  der  zu  beweisenden  Theoreme 
vorbereiten;  die  Aufgaben  der  zweiten  Art  zeigen  die  Anwendungen, 
welche  die  Lehrsätze  auf  die  einzelne  Untersuchung  zulassen.  Nun 
kann  zwar,  wie  es  bei  Euklid  in  der  That  geschieht,  der  Nach- 
weis, dass  die  in  der  Aufgabe  liegende  Construction  richtig  aus- 
geführt wurde,  wieder  durch  eine  Demonstration  geführt  werden. 
Doch  die  Lösung  des  Problems  muss  vor  dieser  Demonstration  ge- 
schehen, und  sie  ist  der  eigentliche  Gegenstand  der  Untersuchung. 
Sie  aber  liefert  für  die  Beweise  der  nachfolgenden  Lehrsätze  das 
Material,  weil  bei  ihnen  die  zur  Lösung  der  Aufgaben  angewandten 
Constructionsmethoden  wieder  zur  Anwendung  kommen. 

Aus    diesem    Verhältniss    zur    vorangegangenen    Untersuchung 
ergeben  sich  zugleich  die  Gesichtspunkte  für  die  Unterscheidung  der 
Beweisformen.    Ist  nämlich  durch  die  Untersuchung  ein  Beweis- 
material  geschafiFen   worden,    aus    welchem   der   zu    beweisende  Satz 
unmittelbar  abgeleitet  werden  kann,  so  wird  das  directe  Beweis- 
verfahren gewählt,  das  in  der  einfachen  Anwendung  der  Schluss- 
normen auf  die   durch   die  Untersuchung   gewonnenen  Erkenntniss- 
gründe   besteht.      Vermag   dagegen    die    Untersuchung    ein    solches 
Beweismaterial  nicht  zu  schaffen,  sondern  nur  die  Ueberzeugung  zu 
erwecken,  dass  andere  Sätze,  die  an  Stelle  des  zu  beweisenden  postu- 
hrt  werden  könnten,    aus   bestimmten  Gründen   nicht   zulässig  sind, 
so  wird  ein  indirectes  Beweisverfahren  erforderlich,    dessen 
bindende  Kraft   lediglich   auf   der   Beseitigung   der   etwa   möglichen 
anderen  Annahmen  beruht. 
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b.    Die  directen  Beweiaformen. 

Da  sich  das  directe  Beweisverfahren  unmittelbar  an  eine 
vorangegangene  Untersuchung  anschliesst,  deren  Resultate  es  als 
Beweisgründe  verwerthet,  so  richten  sich  nach  den  Hauptformen 
der  Untersuchung  auch  die  Hauptformen  des  directen  Beweises. 
Dieser  wird  entweder  de  du  et  iv  oder  inductiv  geführt,  wobei 
hier  die  deductive  Beweisform  als  die  strengere  und  deshalb  in  der 
Regel  bevorzugte  voranzustellen  ist.  Sie  zerfällt  in  mehrere  ünter- 
formen,  die  charakteristische  logische  Unterschiede  darbieten. 

Unter  ihnen  schliesst  sich  der  synthetische  Deductions- 
beweis  am  nächsten  an  die  Form  des  Subsumtionsschlusses  an. 
Er  ist  es  daher,  der  sich  überall  da,  wo  aus  gegebenen  allgemeinen 
Sätzen  ein  einzelnes  Urtheil  oder  ein  allgemeiner  Satz  von  be- 
schränkterer Bedeutung  als  specielle  Folge  abgeleitet  werden  soll, 
als  die  geeignetste  Form  darbietet.  Der  überwiegende  Werth,  den 
die  antike  Logik  auf  den  Subsumtionsschluss  legte,  hat  dieser  Beweis- 
form lange  Zeit  ein  Uebergewicht  über  alle  anderen  gesichert.  Das 
Euklidische  Beweissystem  stützt  sich  darum  vorzugsweise  auf  sie. 
Ihre  Anwendung  führt  hier  zu  jener  regelmässigen  Anordnung  der 
einzelnen  Sätze,  wie  sie  sich  zu  erkennen  gibt  in  der  vorläufigen 
Aufzählung  der  Definitionen  und  Axiome,  in  der  Voranstellung  der 
fundamentalen  vor  den  abgeleiteten  Lehrsätzen,  der  Constructions- 
aufgaben  vor  den  sie  verwerthenden  Theoremen.  In  der  strengen 
logischen  Ordnung  der  Beweisgründe  und  der  abgeleiteten  Sätze 
besteht  der  Vorzug  dieses  Verfahrens,  sein  Nachtheil  in  dem  Um- 
stände, dass  namentlich  in  verwickeiteren  Fällen  der  Zusammenhang 
eines  Theorems  mit  seinen  Beweisgründen  zwar  nach  der  Führung 
des  Beweises  vollkommen  deutlich  ist,  dass  aber  der  Weg,  auf  dem 
man  zur  Auffindung  der  Beweisgründe  gelangte,  durchaus  dunkel 
bleibt,  so  dass  diese  Auffindung  wie  eine  zufällige  Entdeckung  er- 
scheinen kann.  Wenn  z.  B.  Euklid  durch  die  Ziehung  von  Hülfs- 
linien  den  Pythagoreischen  Lehrsatz  auf  den  einfacheren  Satz  zurück- 
führt, dass  ein  Parallelogramm,  das  mit  einem  Dreieck  die  nämliche 
Grundlinie  hat  und  zwischen  denselben  Parallellinien  liegt,  den 
doppelten  Flächeninhalt  besitzt,  so  wird  dadurch  der  zu  beweisende 
Satz  vollkommen  evident;  es  ist  aber  nicht  im  geringsten  deutlich, 
warum  man  zu  den  schliesslich  durch  den  Erfolg  gerechtfertigten 
Hülfsconstructionen  gelangen  musste.    Darum  contrastirt  bei  diesem 
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Beweisverfahren  mit  der  strengen  logischen  Anwendung  der  Beweis- 
gründe die  scheinbare  Zufälligkeit  ihrer  Gewinnung. 

Ohne  Zweifel  liegt  in  diesem  Nachtheil  der  Grund,  weshalb 
schon  die  Alten  für  gewisse  Fälle  an  die  Stelle  des  synthetischen 
ein  analytisches  Beweisverfahren  treten  liessen,  und  dieses 
hat  sich,  ursprünglich  nur  ausnahmsweise  zugelassen,  allmählich  auf 
den  meisten  Gebieten  den  Vorrang  vor  dem  synthetischen  zu  erringen 
vermocht.  Das  überall  zutreffende  Kennzeichen  des  analytischen  Be- 
weises besteht  aber  darin,  dass  derselbe  den  zu  beweisenden  Satz 
als  feststehend  annimmt,  um  aus  ihm  Folgerungen  zu  ziehen,  durch 
deren  Richtigkeit  dann  nachträglich  seine  Wahrheit  verbürgt  wird. 
Dieses  Verfahren  kann  nun  wieder  in  zwei  verschiedenen  Formen 
zur  Anwendung  kommen,  die  sich  durch  die  Beschaffenheit  der 
analytisch  gewonnenen  Folgerungen  wesentlich  unterscheiden.  In  dem 
einen  Falle  nämlich  sind  diese  Folgerungen  allgemeinere  Sätze,  ent- 
weder fundamentalere  Theoreme  oder  Grundsätze,  in  dem  anderen 
sind  sie  speciellere  Sätze  oder  einzelne  Thatsachen  der  Erfahrung. 
Wir  wollen  die  erste  als  die  kategorische,  die  zweite  als  die 
hypothetische  Form  des  analytischen  Beweises  bezeichnen,  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  nur  bei  der  ersten  der  Schlussfolgerung  eine 
bindende  Noth wendigkeit  zukommt,  während  dieselbe  bei  der 
zweiten  bloss  als  eine  mehr  oder  minder  hypothetische  betrachtet 
werden  kann. 

Die  alten  Mathematiker  haben  unter  diesen  analytischen  Beweis- 
methoden allein  die  kategorische  gekannt.     So  beweist  Euklid 
folgenden  Satz  sowohl  auf  analytischem  wie  auf  synthetischem  Wege: 
.Wenn    eine    Linie   AB   nach    dem    goldenen    Schnitt   getheilt   ist 
{AB  :  AC  =  AC :  CB)^  und  wenn  der  grössere  Theü  AC  um  eine 
Strecke  AD  =  AC  verlängert   wird ,    so   ist   die   zusammengesetzte 
Linie  BD  ebenfalls  nach  dem  goldenen  Schnitt  getheilt   {BD  :  BA 
=  BA:AD).'^     Der   analytische   Beweis   nimmt   die   letztere   Pro- 
position als  zugestanden  an.     Es  ist  dann,  da  AD  =  AC  ist,  auch 
BD  :  BA  =  BA  :  AC.      Wenn   aber   die   grösseren   Stücke  zweier 
Linien  den  ganzen  proportionirt  sind,  so  müssen  es  auch  die  kleineren 
Stücke  sein,  also  BD  :  AD  =  BA  :  BC;  und  da  ferner,  wenn  ver- 
bundene Grössen  proportional  sind,  auch  die  getrennten  proportional 
sein  müssen  und  umgekehrt,   so  folgt  weiter  BA:AD  =  AC:BC, 
und  daraus,  dsL  AD  =  AC^  BA:AC=AC:  BC,  was  vorausgesetzt 
war.   Der  synthetische  Beweis  dagegen  geht  von  dieser  Voraussetzung 
aus,  folgert  zunächst  BA  :  AD  =  AC  :  BC,  hieraus,  unter  Zuhülfe- 
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nähme  des  oben  angeführten  Satzes  von  der  Proportionalitat  yer- 
bundener  und  getrennter  Grössen,  B D  :  AD  =  BA  :  BC,  hieraus 
femer  mittelst  des  Satzes  von  der  Proportionalitat  der  kleineren 
und  grösseren  Stücke  zu  den  ganzen  Linien,  BD:BA=  BAiAC, 
und  daraus  endlich  BD  :  BA=  BA  :  AD^  was  zu  beweisen  war*). 
Dieses  Beispiel  zeigt  deutlich,  dass  hier  der  analytische  die  reine 
ümkehrung  des  synthetischen  Beweisganges  ist.  Die  nämlichen  Sätze 
wie  bei  diesem  kommen  auch  bei  jenem  zur  Anwendung,  nur  in  um- 
gekehrter Reihenfolge.  Demgemäss  ist  auch  der  Schluss  in  beiden 
Fällen  in  gleicher  Weise  bindend.  Indem  der  analytische  Beweis 
zeigt,  dass  der  angenommene  Satz  auf  gewisse  andere  bereits  fest- 
stehende Sätze  als  seine  Erkenntnissgründe  zurückführt,  kommt  ftir 
ihn  ebenso  wie  für  den  synthetischen  das  allgemeingültige  logische 
Gesetz  zur  Anwendung:  „Mit  dem  Ghrund  ist  die  Folge  gegeben." 
(Bd.  I,  S.  371.) 

Dies  verhält  sich  anders  bei  der  hypothetischen  Form  des 
analytischen  Beweises.  Hier  wird  der  zu  erweisende  Satz  zunächst 
hypothetisch  angenommen,  um  aus  ihm  nicht  die  ihn  bedingenden 
Erkenntnissgründe,  sondern  die  einzelnen  Folgen  abzuleiten,  die  unter 
Voraussetzung  seiner  Gültigkeit  eintreten  müssen.  Die  Bestätigung 
dieser  Folgen  durch  die.  Erfahrung  oder  auf  dem  Wege  eines 
anderweitigen  Beweisverfahrens  liefert  dann  die  Bestätigung  der 
Hypothese.  Hier  ist  nicht  der  Satz  massgebend  :  „mit  dem  Grund 
ist  die  Folge  gegeben*,  sondern  dessen  Ergänzung:  „mit  der  Folge 
ist  der  Grund  aufgehoben."  Nach  diesem  Satze  kann  aber,  wie  schon 
bei  Erörterung  des  allgemeinen  logischen  Verhältnisses  von  Grund 
und  Folge  erwähnt  wurde,  aus  dem  Eintreffen  gewisser  Folgen  zu 
einem  hypothetisch  vorausgesetzten  Grunde  immer  nur  geschlossen 
werden,  dass  die  betreffenden  Folgen  aus  diesem  Grunde  erklärt 
werden  können,  nicht  aber,  dass  sie  noth wendig  aus  demselben 
erklärt  werden  müssen.  (Bd.  I,  S.  355,  573.)  Es  kann  daher  die 
Wahrscheinlichkeit  eines  auf  solchem  Wege  erwiesenen  Satzes  nur 
dadurch  allmählich  der  Gewissheit  genähert  werden,  dass  man  erstens 
möglichst  viele  thatsächlich  zu  bestätigende  Folgen  abzuleiten  sucht, 
die  auf  einen  und  denselben  Grund  hinweisen,  und  dass  man  zweitens 
zeigt,  dass  andere  Gründe,  die  denkbarer  Weise  die  nämlichen  Folgen 
hervorbringen  könnten,  nicht  statthaft  sind.  Der  erste  dieser  Wege 
ist  im  allgemeinen   in   den   empirischen  Wissenschaften,    der   zweite 


0  Euklids  Elemente  XIII,  5. 
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in   den  mathematischen  Disciplinen    der  gebotene.     In  allen  diesen 

Beziehungen  steht  aber  der  hypothetische  DeductioDsbeweis  mit  dem 

ziachher  zu  besprechenden  Inductionsbeweis  auf  gleichem  Boden.    In 

der  Tbat  pflegt  er  auch  am  häufigsten  durch  die  einfache  Umkehrung 

des  letzteren  zu  entstehen. 

£s  ist  ganz  besonders  das  Gebiet  der  physikalischen  Erfahrung^ 
das    zur    Anwendung    des   hypothetischen    Beweisverfahrens   Veran- 
lassung   bietet.      Nachdem    durch  Induction   ein   bestimmtes  Gesetz 
gefunden  ist,  wird  der  Beweis  für  dasselbe  analytisch  geführt,  indem 
man   es  als  gültig  voraussetzt  und  zeigt,    dass    die  aus   ihm   abge- 
leiteten Folgerungen  mit  der  Erfahrung  übereinstimmen.   Nicht  selten 
aber  zeigt  bereits  die  Untersuchung  dem  Beweis   diesen  analytisch- 
hypothetischen  Weg,  indem  sie  von  irgend  einer  vermutheten  gesetz- 
mässigen  Beziehung  ausgeht,  welche  durch  bestimmte  Beobachtungen 
oder  experimentelle  Erfahrungen  bestätigt  werden.    Gerade  in  solchen 
Fallen   pflegen   wir   darum   auf  die  Untersuchung   selbst   schon  den 
Namen    eines  Beweisverfahrens   anzuwenden.     So   bewies  Newton, 
dass  die  Erscheinungen  der  Ebbe  und  Fluth  von  der  Schweranziehung 
des  Mondes  und  der  Sonne  bedingt  sind,  indem  er  zeigte,   dass  die 
Beobachtungen   dieser  Erscheinungen    mit    der    gemachten   Voraus- 
setzung   übereinstimmen.      So    bewies    Cavendish,    dass    schwere 
Körper  einander  anziehen,  indem  er  die  Ablenkung  kleiner  ah  einer 
Drehwage  befestigter  Bleikugeln   durch  eine   in  die  Nähe  gebrachte 
grössere  Bleimasse  feststellte.     In  allen  diesen  Fällen,  wo  der  Gang 
des  Beweises  mit  dem  der  Untersuchung  zusammenfällt,   handelt  es 
sich  um  Beispiele  des  analytisch-hypothetischen  Beweisgangs. 

Im  Gebiete  der  Mathematik   und   ihrer  Anwendungen   hat   die 
analytische  Beweismethode    in    ihren   beiden  Formen   ein   mächtiges 
Hülfsmittel   an    der  algebraischen   Symbolik    gefunden.     Dem   ana- 
lytischen Verfahren  kommt   diese  Symbolik   deshalb    mehr    als    dem 
synthetischen  zu  statten,  weil  sie  es  möglich  macht,  nicht  nur  irgend 
ein  Gesetz,  das  entweder  hypothetisch   angenommen   wird   oder   aus 
anderweitigen  Betrachtungen  gewonnen  ist,  symbolisch  auszudrücken, 
sondern  auch  durch  bestimmte  allgemein  zulässige  Operationen  aus  dem- 
selben andere  Sätze  abzuleiten,  die  nun  entweder  allgemeine  Erkenntniss- 
grOnde  oder  specielle  Folgerungen  zu  dem  zuerst  aufgestellten  Gesetze 
sein  können.  Aus  der  Fülle  der  Beispiele,  welche  die  reine  Mathematik  und 
mathematische  Physik  hier  darbieten,  mag  ein  dem  letzteren  Gebiet 
angehöriges  genügen,  welches   sich  der  zuletzt  erörterten  Form   der 
hypothetischen  Beweisführung  anschliesst.    Die  mechanische  Wärme- 
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theorie  nimmt  an,  dass  in  den  gasförmigen  Körpern  die  Molecüle  in 
fortwährenden  geradlinigen  Bewegungen  begriflFen  seien,  und  dass 
jedes  Molecül  seine  Bewegung  in  gleicher  Richtung  so  lange  fort- 
setze, bis  ein  Stoss  gegen  die  Gefässwand  oder  gegen  ein  anderes 
Molecül  die  Richtung  der  Bewegung  ändere.  Diese  Annahme  wird 
bewiesen,  indem  man  die  aus  ihr  sich  ergebenden  Folgerungen  ab- 
leitet. Zu  diesem  Zweck  muss  zunächst  der  vorausgesetzte  Be- 
wegungszustand präciser  formulirt  werden.  Man  denkt  sich  dem- 
gemäss  ein  Gas,  von  dessen  Theilchen  jedes  eine  Masse  ?h  und  eine 
mittlere  Geschwindigkeit  u  besitzt,  in  ein  würfelförmiges  Gefass  von 
der  Seitenlänge  a  eingeschlossen.  Man  denkt  sich  femer  die  Bewegungs- 
richtungen der  Molecüle  nach  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Com- 
ponenten  zerlegt  und  gestattet  sich  die  vereinfachende  Hypothese, 
dass  die  Bewegungen  gleichförmig  nach   diesen  Richtungen  vertheilt 

seien,  dass  also,  wenn  n  die  Gesammtzahl  der  Molecüle,  je  —  sich 

ö 

parallel  der  rr-,  y-  und  ^-Axe  bewegen.     Offenbar  muss  dann  jedes 

u 
Theilchen  — —  mal  in  der  Secunde   gegen   eine  Wand   des  Würfels 

stossen,  und  bei  jedem  Stoss  wird  die  Masse  m  eine  Geschwindig- 
keit u  verlieren  und  wiedergewinnen,  so  dass  die  der  Masse  m  durch 
die  Wand    ertheilte    Geschwindigkeit   dem  Betrag  2u  gleichkommt. 

Da  aber  dies  -77 —  mal  in  der  Zeiteinheit  ffeschieht,  so  ist  die 

Kraft,  mit  welcher  die  Gefässwand  auf  das  stossende  Molecül  reagirt. 
Demnach  kommt  auf  jede  einzelne  Würfelfläche  ein  Druck  von  der 

Grösse  -tt  . ,  welche  Grösse  durch  a^  dividirt  den  auf  derFlächen- 

3         a 


•mm  ###    wMt 

einheit  ruhenden  Gasdruck  ^  =  -^  .  —73—  oder 


n       mu^ 
3"*  ~ä 

nmu^ 


-^p«  = 


ergibt,  worin  beiderseits  mit  2  dividirt  und  a^  =  r  gesetzt  ist, 
indem  unter  v  der  Voluminhalt  des  Würfels  verstanden  wird.  Will 
man  nun  dieses  Gesetz,  welches  die  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden 


nmu 


Bewegung  — -, aller   in   einem   geschlossenen  Raum  enthaltenen 

Gasmolecüle   ausdrückt,    mit    der  Erfahrung   vergleichen,   so  bieten 
sich  hierzu  die  von  Boyle  und  von  Gay  Lussac  gefundenen  em- 
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pirischen  Gesetze  dar.  Nach  dem  ersteren  verhält  sich  bei  gleich- 
bleibender Temperatur  das  Volum  eines  Gases  umgekehrt  wie  der 
Druck,  unter  dem  es  steht,  nach  dem  zweiten  wächst  der  Druck  bei 
gleich  bleibendem  Volum  proportional  der  absoluten  Temperatur*). 
Beide  Gesetze  lassen  sich  daher  zusammen  durch  die  Gleichung  aus- 
drücken 

2)v  =  T ,  Const., 

wenn  man  mit  T  die  absolute  Temperatur  bezeichnet.    Hieraus  folgt 
durch  Vergleichung  mit  der  vorhin  theoretisch  abgeleiteten  Gleichung 

nmu^ 


2 


=  T .  Const. 


D.  h.  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  der  Gasmolecüle  ist  pro- 
portional der  absoluten  Temperatur,  eine  Folgerung,  die  durchaus 
mit  der  über  den  Bewegungszustand  der  Gasmolecüle  gemachten 
Voraussetzung  im  Einklang  steht.  Denn  da  ein  Gas,  das  auf  den 
Nullpunkt  der  absoluten  Temperatur  abgekühlt  werden  könnte,  keinen 
Druck  auf  die  umschliessenden  Wände  mehr  ausübte,  so  würde  bei 
dem  nämlichen  Punkte  auch  die  lebendige  Kraft  der  Gasmolecüle 
nuU  sein;  und  dieselbe  wird  darum  von  hier  an  proportional  der 
Grosse  der  absoluten  Temperatur  zunehmen**). 

Im  Unterschiede  von  den'  bisher  besprochenen  deductiven  Beweis- 
formen sucht  der  Inductionsbeweis  die  Wahrheit  eines  Satzes 
durch  den  Hinweis  auf  die  einzelnen  Thatsachen  darzuthun,  die  ihn 
als  ihren  Erkenntnissgrund  fordern.  Hierbei  kann  das  Urtheil,  dessen 
Wahrheit  bewiesen  werden  soll,  entweder  die  Bedeutung  eines  all- 
gemeinen Theorems  besitzen,  oder  es  kann  selbst  nur  eine  einzelne 
Thatsache  enthalten.  Beide  Fälle  können  als  der  theoretische 
und  als  der  praktische  Inductionsbeweis  unterschieden  werden. 
Der  erster e  findet  überall  da  seine  Anwendung,  wo  ein  Lehr- 


*)  Nach  Gay  LuBsacs  Versuchen  wächst  nämlich  der  Druck  eines  Gases 
bei  dessen  Erwärmung  fiir  jeden  Grad  der  100-theiligen  Thermoraeterscala  um 

TT^  des  Werthes,  den  er  bei  0  ^  beträgt.    Ebenso  sinkt  er  selbstverständlich  bei 

der  Abkühlung  für  jeden  Grad  um  ^^r^.    Bei   —  273  °  C.   würde    demnach   der 

Druck  gleich  Null  geworden  sein;   die  Entfemimg  von   diesem  Nullpunkte  gilt 
daher  als  die  absolute  Temperatur. 

••)  Die  genauere  mathematische  Ausführung  des  obigen  Beweises  vgl. 
bei  Clausius,  Abhandlungen  über  die  mechanische  Wärmetheorie,  Bd.  If, 
Braunachweig  1867.    S.  247  ff. 
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satz,  der  zur  Ableitung  einer  Reihe  einzelner  Thatsachen  dient,  selbst 
nicht  direct  aus  anderen  Lehrsätzen  oder  aus  axiomatischen  Wahr- 
heiten abgeleitet  werden  kann.  Schon  die  Mathematik  bedient  sich 
daher  des  Inductionsbe weises  vorzugsweise,  um  die  Wahrheit  der 
Axiome  selbst  oder  solcher  Sätze,  die  ihnen  sehr  nahe  stehen,  dar- 
zuthun.  Der  Satz  z.  B.,  dass  die  Multiplication  zweier  Zahlen  a  und  b 
dasselbe  Product  ergibt,  in  welcher  Richtung  man  sie  auch  vornimmt, 
dass  also  a  ,  b  =  b  .  a  ist,  kann  nur  bewiesen  werden,  indem  man 
seine  Richtigkeit  an  einzelnen  Zahlenbeispielen  nachweist.  Von  hier 
aus  kann  der  nämliche  Satz  dann  auf  eine  beliebige  Menge  von 
Zahlen  ausgedehnt  werden,  indem  man  an  einzeln  herausgegriffenen 
Beispielen  zeigt,  dass  er  fQr  die  Producte  von  je  zwei,  drei  oder 
mehr  Zahlen  gültig  ist*).  Wie  hier,  so  beruht  überhaupt  in  solchen 
Fällen,  in  denen  sich  der  Inductionsbeweis  nicht  bloss  auf  die  An- 
schauung beruft,  sondern  auf  Axiome  oder  bereits  bewiesene  Sätze 
zurückgreift,  die  Führung  desselben  auf  der  Hervorhebung  eines  oder 
mehrerer  charakteristischer  Beispiele,  an  denen  die  Triftigkeit  des 
zu  beweisenden  Satzes  nachgewiesen  wird.  Es  kann  dann  unter 
umständen  das  Inductionsverfahren  nur  in  der  Sammlung  dieser  Bei- 
spiele bestehen,  während  bei  jedem  der  letzteren  ein  deductiver 
Beweis  zur  Anwendung  kommt.  So  beweist  Euklid  den  Satz,  dass 
der  Mittelpunktswinkel  im  lireis  doppelt  so  gross  ist  als  der  zu- 
gehörige Peripheriewinkel,  indem  er  zwei  extreme  Fälle  herausgreift 
und   nachweist,  dass  er  für  diese  richtig  ist**). 

Weit  ausgedehnter  noch  ist  die  Anwendung  des  Inductions- 
beweises  auf  empirischem  Gebiet,  entsprechend  der  starken  Betheili- 
gung des  Inductionsverfahrens  an  den  üntersuchungsmethoden  der 
Erfahrungswissenschaften.  So  kann  das  Gesetz,  dass  sich  die  Winkel- 
geschwindigkeit, mit  der  sich  die  Erde  in  jedem  Theil  ihrer  Bahn 
um  die  Sonne  bewegt,  umgekehrt  verhält  wie  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung beider  Weltkörper,  inductiv  bewiesen  werden  aus  parallel 
gehenden  Vergleichungen  einerseits  der  Entfernungen  und  anderer- 
seits der  täglichen  Winkelgeschwindigkeiten  zu  verschiedenen  Jahres- 
zeiten. Die  Entfernungen  am  1.  Januar  und  1.  Juli  verhalten  sich 
z.  B.  wie  18910  zu  19556,  die  täglichen  Winkelgeschwindigkeiten 
an  den  nämlichen  Tagen  wie  1,0695  zu  1.  Dies  ist  aber  das  um- 
gekehrte Verhältniss   der  Quadrate   der   erstgenannten  Zahlen.     Den 


*)  Dirichlet,  Vorlesungen  über  Zahlen theorie,  2.  Aufl.,  S.  2  ff . 
**)  Euklid  III,  20. 
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Satz,   dass  der  KohlenstoflF  ein  vierwerthiges  Element  sei,  sucht  man 
zu    beweisen,    indem  man   an    einer   Anzahl   einzelner    Kohlenstoff- 
Terbindungen  zeigt,  dass  seine  Affinität  dann  durch  freie  Affinitäten 
anderer  Elemente   oder   ungesättigter  Verbindungen   gesättigt   wird, 
^renn   sie  den  freien  Affinitäten  von  vier  Atomen  Wasserstoffs,    des 
zum  gemeinsamen  Mass  der  Affinitätsgrösse  genommenen  Elementes, 
äquivalent  ist.      Auch   in   diesen    Fällen   wird    der   Inductionsbeweis 
durch    Beispiele   geführt.     In   der   Zahl   der   herausgegriffenen  Bei- 
spiele kann  man  sich  aber  um  so  mehr  beschränken,  von  je  strengerer 
Gesetzmässigkeit  die  Erscheinungen  sind,  auf  die  sich  jene  beziehen. 
So    genOgen   nöthigenfalls   zwei    correspondirende  Entfernungen  und 
Geschwindigkeiten,  um  das  Newton'sche  Gesetz  zu  beweisen,  wäh- 
rend für  die  Vierwerthigkeit  des  Kohlenstoffs  eine  sehr  grosse  Zahl 
von  Beispielen  angeführt  werden  muss,  wenn  sie  auch  nur  annähernd 
als  festgestellt  gelten  soll. 

Häufiger  als  der  reine  Inductionsbeweis  kommt  auf  einer  etwas 
fortgeschrittenen  Stufe  der  Naturerklärung   ein   gemischtes  Ver- 
fahren zur  Anwendung,  indem  entweder  in  den  Gang  des  luductions- 
beweises  einzelne  deductive  Beweismomente  eingreifen  oder   sich  an 
ihn  anschliessen.    Zahlreiche  Beispiele  dieser  Art  enthält  das  Funda- 
mentalwerk  der  neueren  Physik,    Newtons  Principien   der  Natur- 
philosophie, welches,  so  strenge  es  in  den  geometrischen  und  abstract 
mechanischen  Abschnitten  die  deductive,  und  zwar  vorzugsweise  die 
«synthetische  Beweismethode  einhält,  dennoch  in  den  eigentlich  phy- 
sikalischen Theilen  durchweg   ein   gemischtes  Verfahren   wählt.     So 
beweist  Newton  den  Satz,  dass  die  Kräfte,  durch  welche  die  Pla- 
neten in  ihren  Bahnen  erhalten  werden,   nach    der  Sonne    gerichtet 
und  den  Quadraten  ihrer  Abstände  von   ihr  umgekehrt   proportional 
sind,  einerseits   aus  dem  ersten   und  dritten   der  Kepler'schen  Ge- 
se^,  und  anderseits  aus  den  allgemeinen  mechanischen  Sätzen  über 
die  Centripetalkräfte *).     Nun   sind   aber    die  Kepler'schen  Gesetze 
Inductionen,    während    die   Gesetze   der   Centripetalkräfte    in   streng 
synthetischer  Form  aus  der  Definition  derselben  und  den  allgemeinen 
Grundsätzen  der  Mechanik  abgeleitet  sind  ;  das  ganze  Beweisverfahren 
ist  also  ein  gemischtes.     Ebenso   beweist  Newton    den  Satz,    dass 
der  Mond  durch  die  irdische  Schwere  von  der  geradlinigen  Bewegung 
abgezogen    und  in   seiner  Bahn    erhalten  wird,    einerseits    aus    den 

• 

empirischen  Ermittlungen  über  die  Entfernung  des  Mondes  von  der 


*)  Principien  der  mathemat.  Naturphilos.,  Buch  IH,  Abschn.  I,  Lehrsatz  2. 
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Erde  und  über  die  siderische  ümlaufszeit  desselben,  sowie  aus  der 
bekannten  Fallgeschwindigkeit  der  irdischen  Körper,  anderseits  aber 
aus  der  Voraussetzung  der  Gültigkeit  des  allgemeinen  Satzes,  dass 
die  Intensität  der  Schwere  mit  dem  Quadrat  der  Entfernungen  ab- 
nimmt*). Der  ganze  Beweisgang  besitzt  in  diesen  Fällen  den  Cha- 
rakter einer  synthetischen  Deduction.  In  dieser  dienen  aber  einzelne 
Inductionen  theils  zur  Feststellung  des  numerischen  Werthes  der  in 
die  Voraussetzungen  eingehenden  Grössen,  theils  zur  Bestätigung  der 
Schlussfolgerungen. 

Der  praktische  Inductionsbeweis,  welcher  nicht  der  Fest- 
stellung allgemeiner  Gesetze,  sondern  der  Ableitung  einzelner  That- 
sachen  aus  anderen  Thatsachen  dient,  kann  ebenfaUs  auf  theoreti- 
schem Gebiete  vorkommen.  Es  findet  dies  jedesmal  im  Verlauf  einer 
concreten  Untersuchung  statt,  sobald  es  sich  darum  handelt,  die 
Wahrheit  eines  einzelnen  Resultates  der  Beobachtung  oder  des  Ver- 
suchs sicherzustellen.  Auf  diese  Weise  dienen  praktische  Inductions- 
beweise  überall  als  Hülfsmittel  der  theoretischen  Induction.  Wenn 
z.  B.  der  Akustiker  auf  objectivem  Wege  zeigen  will,  dass  eine 
gegebene  Stimmgabel  die  bestimmte  der  geforderten  Tonhöhe  ent- 
sprechende Schwingungsdauer  besitze,  so  lässt  er  sie  etwa  ihre 
Schwingungen  auf  eine  mit  bekannter  und  gleichförmiger  Geschwin- 
digkeit rotirende  Scheibe  aufzeichnen.  Oder  wenn  der  Chemiker 
das  Vorhandensein  eines  Eisensalzes  in  einer  Flüssigkeit  nachweisen 
will,  so  zeigt  er,  dass  diese  die  sämmtlichen  einzelnen  Reactionen 
des  Eisens  darbietet. 

Durchaus  den  nämlichen  Charakter  besitzt  der  Inductionsbeweis 
auf  praktischem  Gebiete.  Der  Untersuchungsrichter,  der  den 
Thatbestand  eines  nicht  direct  beobachteten  Verbrechens  feststellen 
soll,  sucht  zunächst  die  Beschaffenheit  der  That  selbst  zu  ermitteln, 
sammelt  dann  die  Indicien  und  Zeugenaussagen,  die  auf  bestimmte 
Personen  als  die  muthmasslichen  Thäter  oder  Veranlasser  der  Hand- 
lung hinweisen,  sucht  den  Aufenthalt  der  Verdächtigen  vor,  während 
und  nach  der  That  zu  erkunden,  prüft  das  sonstige  Verhalten  der- 
selben, die  Wahrscheinlichkeit  ihrer  Aussagen,  die  Widersprüche, 
in  die  sie  sich  verwickeln,  u.  s.  w.  Das  Verfahren  ist  hier  mit 
Rücksicht  auf  den  logischen  Charakter  der  Methode  kein  anderes, 
als  es  der  Naturforscher  oder  der  Historiker  einschlägt,  wenn  beide 
eine  nicht  direct  beobachtete  Thatsache  durch  die  Benützung  anderer 


')  Ebend.  Lehrsatz  4. 
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der  Beobachtung  zugänglicher  Data  beweisen  wollen.  Die  verschie- 
dene Vollständigkeit  der  zu  Gründe  liegenden  Inductionen  und  die 
mehr  oder  weniger  verwickelte  Verkettung  der  Ursachen  begründen 
zwar  grosse  Unterschiede  in  der  Sicherheit,  aber  keine  in  der  Art 
des  Beweisverfahrens. 


c.    Die  indirecten  Beweisformen. 

Der  indirecte  oder  apagogische  Beweis  sucht  die  Wahrheit  eine» 
Satzes    festzustellen,    indem  er  die  Unwahrheit  aller  derjenigen  An- 
nahmen darthut,   die  an  Stelle  der  zu  beweisenden  gemacht  werden 
könnten.    Der  indirecte  Beweis  folgert  also  durch  Ausschliessung; 
seine    syllogistische  Grundform   ist   der   modus   tollendo   ponens  des 
disjnnctiven  Schlusses,  und  er  stützt  sich  mit  diesem  auf  das  Axiom 
des  ausgeschlossenen  Dritten:  A  ist  entweder  B  oder  non-B  (Bd.  I, 
S.  358  u.  566).    Da  nun  das  in  diesem  Axiom  nur  negativ  bezeichnete 
Glied  in  dem  disjnnctiven  Urtheil  in  verschiedener  Weise  positiv  be- 
nimmt  sein   kann,   wobei   nur  jedesmal   die  Forderung  gestellt  ist, 
dass  die  Vollständigkeit  der  Disjunction  der  in  jenem  contradictori- 
schen  Gegensatze   enthaltenen   gleichkomme,   so   sind   auch   für  den 
indirecten  Beweis  drei  Hauptformen  möglich,  die  den  Hauptformen 
des  disjnnctiven  Urtheils  entsprechen,  und  die  wir  als  die  disjunc- 
tive,    die   conträre  und  die  contradictorische  Form  bezeichnen 
wollen. 

Gegenüber   dem   directen  Beweise   und  namentlich  den  deduc- 
tiven  Arten  desselben,  mit  denen  er  zunächst  vergleichbar  ist,  leidet 
der  indirecte  in  allen  seinen  Formen  an  dem  Nachtheil,  dass  er  die 
Wahrheit  eines  Urtheils  nicht  aus  dessen  eigenen  Erkenntnissgründen 
deutlich  macht,    da  er  auf  den  Inhalt  des  Begriffs  selbst  nicht  ein- 
geht.   Dagegen  hat  er  den  Vorzug,  dass  er  den  Umfang  dieses,  den 
der  directe  Beweis  seinerseits  unberücksichtigt  lässt,  untersucht,  in- 
dem  er   alle    die  Wahrhfeit   des  zu  beweisenden  Satzes  aufhebenden 
oder  beschränkenden  Gegenaufstellungen  beseitigt.     Im  allgemeinen 
wird   daher   zwar   der  directe  Beweis,    wo  er  möglich  ist,    vor  dem 
indirecten   den   Vorzug   verdienen;    unter  Umständen    aber   kann    es 
doch  wünschenswerth  sein,  den  directen  durch  einen  indirecten  Be- 
weis zu  ergänzen,  um  die  Wahrheit  des  Urtheils  auf  dem  Wege  der 
Ausschliessung   zu   vollerer  Evidenz   zu   bringen.     Namentlich   dann 
pflegt    man    diese   Ergänzung   oder   selbst   den  Ersatz   des    directen 
durch  den  indirecten  Beweis  zu  wählen,  wenn  der  erstere  ein  blosser 
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Inductionsbeweis  ist  und  daher  an  sich  der  wUnschenswerihen  Bündig- 
keit ermangelt.  Derartige  Fälle,  in  denen  zugleich  der  indirecte 
zweifellos  dem  directen  Beweis  überlegen  ist,  kommen  theils  auf 
mathematischem  Gebiete,  theils  aber  und  hauptsächlich  bei  prakti- 
schen In ductionsbe weisen  vor.  So  ist  z.  B.  im  strafrechtlichen  Ver- 
fahren der  Alibi-Beweis  ein  indirecter  Beweis.  Der  Umstand,  dass 
der  Angeschuldigte  im  Augenblick  der  That  an  einem  entfernten 
Orte  gewesen  ist,  beweist  sicherer  als  alle  directen  Vertheidigungs- 
grtinde,  dass  er  nicht  gleichzeitig  am  Ort  des  Verbrechens  selbst 
gewesen  sein  kann.  Ein  anderes  Gebiet,  für  welches  die  indirecte 
Beweismethode  bevorzugt  zu  werden  pflegt,  ist  das  der  principiellen, 
den  axiomatischen  Wahrheiten  nahestehenden  oder  unmittelbar  aus 
bestimmten  Definitionen  abzuleitenden  Lehrsätze.  In  diesen  Fällen 
ist  häufig  ein  directer  Beweis  überhaupt  nicht  möglich,  und  auch 
<ier  indirecte  hat  mehr  den  Werth  einer  Verdeutlichung  des  in  der 
unmittelbaren  Anschauung  oder  in  den  Voraussetzungen  bereits  Ge^ 
gebenen  als  den  einer  eigentlichen  Argumentation.  Endlich  hat  man 
noch  die  hauptsächlichste,  manchmal  sogar  die  allein  berechtigte 
Function  des  indirecten  Beweises  darin  gesehen,  dass  er  die  Wahr- 
heit negativer  Sätze  feststelle*).  Hieran  ist  aber  nur  dies  richtig, 
dass  negative  ürtheile  auf  anderem  als  auf  indirectem  Wege  nicht 
bewiesen  werden  können,  da  ihre  Beweisführung  allein  darin  bestehen 
kann,  dass  das  entgegenstehende  positive  ürtheil  als  unzulässig  dar- 
gethan  wird.  Es  ist  aber  nur  die  dritte,  eben  wegen  dieser  Eigen- 
schaft verhältnissmässig  werthloseste  Form  des  indirecten  Beweises, 
die  contradictorische,  für  die  jene  Behauptung  zutrifl't,  wogegen  die 
beiden  ersten  Formen  sogar  ausschliesslich  zum  Zweck  positiver  Be- 
weisführungen Anwendung  finden. 

Die  disjunctive  Form  des  indirecten  Beweises  unterscheidet 
zunächst  die  verschiedenen  Annahmen  A,  B,  C  .  ,  ,  N,  die  in  Bezug 
auf  eine  gegebene  Frage  gemacht  werden  können;  sie  zeigt  dann, 
dass  unter  diesen  Annahmen  ß,  ()  D  ,  .  .  N  nicht  statthaft  sind,  und 
schliesst  hieraus,  dass  die  allein  übrig  bleibende  A  die  richtige  sei. 
Die  wesentliche  Bedingung  der  Gültigkeit  eines  solchen  Beweises 
ist  hiernach  die  Vollständigkeit  der  aufgestellten  Disjunction. 
Da  aber  in  dieser  Beziehung,  namentlich  auf  empirischem  Gebiete, 
leicht  ein  unbeabsichtigtes  üebersehen  stattfinden  kann,  so  ist  man 
bestrebt,    wo   immer   möglich    den   indirecten    durch    einen   directen 


*)  Trendelen  bürg,  Logische  Untersuchungen,  2.  Aufl.,  II,  S.  396. 
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Beweis  zu  ergänzen.    Am  ehesten  kommen  noch  in  der  Mathematik 
disjunctive  Beweise  für  sich  allein  vor  wegen  der  grösseren  Sicher- 
heit,  mit  der  hier  vollständige  Disjunctionen  gebildet  werden  können. 
So  in  vielen  Fällen  bei  Euklid.     Den  Satz  z.  B.,  dass,  wenn  zwei 
gerade  Linien  einander  parallel  sind,   eine  dritte,   die  sie  schneidet, 
mit    ihnen   gleiche  Wechsel winkel   bildet,   beweist  Euklid,   indem 
er  von  der  Disjunction  ausgeht:  entweder  sind  die  Wechsel  winkel  a 
und   ß  gleich,    oder  a  ist  grösser  als  ß,   oder  ß  grösser   als  a.     Er 
weist    dann  die  Unmöglichkeit  der  zwei  letzteren  Annahmen  nach, 
wobei    er   sich   hier  wegen   der  genauen  Analogie   der  beiden  Fälle 
auf    den  Nachweis   der  Unmöglichkeit   des  einen,   z.  B.  von  a>>ß, 
beschränken  kann*).    Astronomisch  suchte  man  die  Eigenbewegung 
unseres  Sonnensystems  im  Weltraum  zu  beweisen,  indem  man  schloss: 
Es    gibt   scheinbare  Bewegungen   der  Fixsterne,   welche  nicht  her- 
rühren können  1)  von  der  Bewegung  der  Erde  (der  Parallaxe),  weil 
sie  keine  jährliche  Periode  zeigen,  2)  von  der  Bewegung  des  Lichtes 
(der  Aberration),   aus  demselben  Grunde,  3)  von  der  secularen  Be- 
wegung  der   Erdaxe,    weil    sie    mit   der    entsprechenden    secularen 
Periode   nicht  übereinstimmen,   4)  von   der   eigenen  Bewegung   der 
Fixsterne,    weil  von   dieser   wegen  der  sehr   grossen  Zahl  der  Fix- 
sterne vorausgesetzt  werden  kann,   dass  sie  nach  den  verschiedenen 
Richtungen   des  Raumes   annähernd   gleichförmig   vertheilt   sei.     Es 
bleibt  daher  nur  übrig,  die  eigene  Bewegung  unseres  Sonnensystems 
als    die    Ursache    eines   Theils   der   scheinbaren   Bewegungen    anzu- 
nehmen. 

Die  contra re  Form  des  indirecten  Beweises  stützt  sich  auf 
ein  alternatives  Urtheil  von  der  Form:  A  ist  entweder  B  oder  C. 
(Bd.  I,  S.  203.)  Da  nun  überall  wo  ein  Begriff  in  nur  zwei  positiv 
bestimmbare  Theile  zerlegt  wird,  diese  zugleich  in  das  Verhältniss 
des  conträren  Gegensatzes  zu  einander  treten,  so  besteht  das  Wesen 
eines  aus  einem  alternativen  Urtheil  mit  positiv  bestimmten  Begriffen 
hervorgehenden  Beweises  immer  darin,  dass  die  Wahrheit  einer  Be- 
hauptung erwiesen  wird,  indem  man  die  Unmöglichkeit  ihres  con- 
trären Gegensatzes  nachweist.  Während  die  disjunctive  Form  des 
indirecten  Beweises  bereits  mehrfach  als  eine  selbständige  gegenüber 
der  contradictorischen  anerkannt  wurde**),  pflegt  man  die  conträre  mit 


*)  Euklid  I,  29.    Als  weitere  Beispiele  der  disjunctiven  Beweisform  vgl. 
Euklid  I,  6  usd  19. 

**)  Trendelenburg,  Logische  Untersuchungen,  2.  Aufl.,  II,  S.  431.  Vgl.  a. 
Sigwart,  Logik,  II,  2.  Aufl.,  S.  285  ff.    Völlig  unbrauchbar  ist  die  von  Lotze  ge- 
wandt. Lo^^.  11,1.  2.  Aufl  0 
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dieser  zusammenzuwerfen,  eine  Verwechslung,  die  wohl  darin  ihren 
Orund  hat,   dass   auch   im   sprachlichen  Ausdruck   der  conträre  mit 
dem   contradictorischen   Gegensatz    häufig   vermengt   wird.     In    der 
That  aber  werden  wir  tiberall,  wo  für  das  negativ  bestimmte  Glied 
einer  Alternative    eine    zutreffende    positive   Definition   möglich   ist^ 
das   Vorhandensein   eines   conträren,    nicht    eines   contradictorischen 
Gegensatzes  anerkennen  müssen.    So  sind  z.  B.  Endlichkeit  und  Un- 
endlichkeit  des   Raumes   dem    ersteren   zuzurechnen;   denn   die  Un- 
endlichkeit lädst  sich   als   diejenige  Eigenschaft   definiren,   vermöge 
deren  in  jeder  Richtung  über  jeden  noch  so  entfernten  Punkt  hinaus 
ein  weiterer  Fortschritt  möglich  ist,  und  ebenso  die  Endlichkeit  als 
diejenige   Eigenschaft,    vermöge   deren   es    in   jeder   Richtung   zwei 
Punkte  gibt,  die  weiter  als  alle  anderen  Punkte  der  nämlichen  Rich- 
tung und  doch  zugleich  um  eine  messbare  Grösse  von  einander  ent- 
fernt sind.   Aehnlich  verhalten  sich  Primzahlen  und  Nicht-Primzahlen, 
denn  die  letzteren  lassen  sich  positiv  definiren  als  diejenigen  Zahlen, 
die  ausser  durch  die  Einheit  und  durch  sich  selbst  noch  durch  eine 
andere  ganze  Zahl  theilbar  sind,  u.  s.  w.    Dagegen  sind  Substanzen, 
die   nicht   existiren,    Kreise,    die    keinen    gemeinsamen   Mittelpunkt 
haben,  Functionen,  die  sich  in  keine  Potenzreihe  entwickeln  lassen, 
und  andere  ähnliche  Begriffe  nur  negativ  definirbar,  so  dass,  wo  sie 
zu  Gegenständen  indirecter  Beweise  werden,  diese  die  contradictorische 
Form    annehmen.     Da   nun   solche   nur  negativ   bestimmte  Begriffe 
regelmässig  dann  auftreten,  wenn  der  zu  beweisende  Satz  selbst  ver- 
neinender Art  ist,   so   scheidet   sich   demnach   der  contradictorische 
von  dem  disjunctiven  sowie  dem  conträren  Beweis  durch  das  Kenn- 
zeichen,  dass  jener   nur  für  Sätze  von   negativem  Inhalt  gebraucht 
wird,   während   die  letzteren   stets   für  positive  Sätze  eintreten  oder 
doch  für  solche,  die  trotz  der  etwa  gebrauchten  Form  der  Verneinung 
eine  positive  Bedeutung  haben  und  sich  daher  leicht  in  die  positive 
Form  umwandeln  lassen. 

Folgt  man  dem  zuletzt  erwähnten  Kriterium,  so  zeigt  sich  so- 
fort, dass  die  wichtigsten  unter  den  sogenannten  apagogischen  Be- 
weisen der  conträren  Form  angehören.  Während  aber  die  dis- 
junctive  Form  auch  auf  empirischem  Gebiete  sehr  verbreitet  vorkommt, 
ist  die   conträre    vorzugsweise  auf  speculativem ,    in  der  Mathematik 

gebene  Eintheilung  der  indirecten  Beweise  (Logik,  S.  222  f.),  welche,  lediglich  nach 
Analogie  der  directen  Beweise  ausgeführt,  die  wichtigsten  Unterschiede  ignorirt 
und  dagegen  Formen  unterscheidet,  die  nirgends  vorkommen  und  zum  Theil 
sogar  dem  Wesen  des  indirecten  ßeweisverfahrens  widerstreiten. 
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und  Philosophie,  zu  Hause.  Hierher  gehören  die  zahlreichen  apagogi- 
schen  Beweise,  deren  sich  Spinoza  bedient*),  die  Beweise  der 
Kantischen  Antinomien,  femer  die  Begründungen  der  Thesen  und 
Antithesen,  die  in  Bezug  auf  die  allgemeinsten  mechanischen  und 
physikalisehen  Grundsätze  im  Verlaufe  der  Entwicklung  der  Physik 
aufgetreten  sind**).  Es  ist  ein  für  die  Anwendung  dieser  Demon- 
strationsart bedenkliches  Symptom,  dass  sie  sich,  wie  die  letzt- 
erwähnten Beispiele  zeigen ,  als  Werkzeug  zur  Unterstützung  ent- 
gegengesetzter Behauptungen  gebrauchen  lässt.  Immerhin  kann 
hierfür  nicht  der  Beweisform  als  solcher  die  Schuld  aufgebürdet 
werden,  sondern  entweder  beruhen  die  Widersprüche,  in  die  sie  ver- 
wickelt, auf  der  Zweideutigkeit  der  sprachlichen  Bezeichnungen,  wie 
grossentheils  bei  den  Dilemmen  der  Alten,  oder  auf  widerstreiten- 
den Motiven  des  speculativen  Denkens,  wie  bei  den  ontologischen 
Antinomien  der  Kosmologie  und  Physik,  und  im  letzteren  Fall  sind 
die  antithetischen  Beweisführungen  zwar  nicht  für  den  Zweck,  für 
den  sie  angeblich  eintreten,  wohl  aber  für  die  Untersuchung  jener 
Motive  und  ihrer  etwaigen  Berechtigung  von  grossem  Werthe. 

Völlig   anders    verhält   es   sich    mit   den    mathematischen 
Beweisen   dieser  Art.     Bei   ihnen   handelt  es  sich   wirklich  um   die 
indirecte  Begründung  eines  positiven  Satzes  durch  den  Nachweis  der 
Unrichtigkeit  seines  conträren  Gegentheils.    Dabei  pflegt  aber  dieses 
nicht  strenge  begrenzt  zu  sein,  sondern  aus  einer  unbestimmten  An- 
zahl von  Fällen  zu  bestehen,  von  denen  immer  nur  einzelne  heraus- 
gegriffen werden  können,  um  an  ihnen  die  Annahme  des  Gegentheils 
ad   absurdum   zu  führen.     Dadurch   tritt  diese   Art    mathematischer 
Beweisführungen    in  Analogie   einerseits    mit    dem    directen   Beweis 
durch  Beispiele,  anderseits  mit  der  disjunctiven  Form  des  indirecten 
Beweises.    Von  der  letzteren  scheidet  sie  sich  aber  wesentlich  durch 
die  unbestimmte  Zahl  der  Fälle,   ein  Umstand,  der  zugleich  sehr 
geeignet  ist,  die  Verwechslung  mit  der  contradictorischen  Form  des 
apagogischen    Beweises   zu   begünstigen.     Immerhin   bleibt   der   Ge- 
sammtbegriff,  welchem  das  herausgegriffene  Beispiel  angehört,  positiv 
definirbar,  und  es  kann  daher  auch  sein  Gegensatz  zu  dem  Demon- 
strandum  stets   positiv    bestimmt    werden,    eine    Eigenschaft    deren 
Mangel  gerade    das  Wesen    des    contradictorischen  Gegensatzes   aus- 
macht.    Schon   bei   Euklid    findet    sich    die    conträre    Beweisform 


*)  Vgl.  z.  B.  Ethik,  I,  prop.  5,  8,  11,  12,  18. 
**)  Vgl-  meine  Schrift:  Die  physikalischen  Axiome.  Erhingen  1806.  S.  79  ff. 
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mehrfach  angewandt'*').  Es  mag  hier  an  einigen  Beispielen  aus 
neuerer  Zeit  genügen.  Dirichlet  beweist  den  Satz  „wenn  die 
Summe  1.  2.  3  ...  (^  —  1)  + 1  durch  p  theilbar  ist,  so  muss  p  eine 
Primzahl  sein"  auf  folgende  Weise:  Wäre  p  keine  Primzahl,  so 
müsste  es  ausser  durch  1  und  durch  sich  selbst  noch  durch  eine 
andere  Zahl  a,  die  der  Reihe  der  Zahlen  2,  3,  4...  {p — 1)  an- 
gehörte, theilbar  sein.  Dann  würde  aber  einerseits  die  Summe 
1.  2.  3 . . .  (j)  —  1)  +  li  anderseits  der  erste  Summand  1.  2. 3 ...  (p  —  1) 
durch  a  theilbar  sein,  was  nur  stattfinden  könnte,  wenn  auch  1  durch 
a  theilbar  wäre**).  Der  Satz  „eine  eindeutige  Function  f  {x)  kann 
nur  auf  eine  einzige  Art  durch  eine  nach  den  Potenzen  von  x  ge- 
ordnete Reihe  dargestellt  werden*  wird  folgendermassen  indirect  be- 
wiesen: Angenommen  es  gebe  mehrere  Arten  der  Entwicklung,  z.  B. 

f{x)  =  a  +  «1  x  +  Og  a:»+  . . .  a,  2-", 
f{x)  =  b'\-b^X'\-\x^  +  ...Kxr, 

so  würde  durch  Subtraction  folgen: 

Daraus  ergibt  sich  aber,  da  sämmtliche  durch  successives  DifiPerenziren 
erhaltene  Ableitungen  ebenfalls  null  sind: 

a  — Ä  =  0,  a^  —  6^  =  0,  Wg  — 6j  =  0,  ...a,  — .J,  =  0. 

D.  h.  die  hypothetisch  angenommene  zweite  Entwicklung  ist  mit 
der  ersten  identisch***).  Beweise  der  letzteren  Form  sind  in  der 
neueren  Analysis  sehr  beliebt,  und  sind  auch  deshalb  von  Interesse, 
weil  hier  einerseits  durch  die  positive  Schlusswendung,  die  er  nimmt, 
der  indirecte  dem  directen  Beweis  an  bindender  Ejraft  vollkommen 
gleichkommt,  und  weil  anderseits  wegen  der  Allgemeinheit  der 
algebraischen  Zeichen  der  Beweis  durch  ein  Beispiel  eine  allgemein- 
gültige Bedeutung  gewinnt. 

Der  contradictorischen  Form  des  indirecten  Beweises 
liegt  der  Satz  des  ausgeschlossenen  Dritten  „/l  ist  entweder  B  oder 
non-ß**  in  seiner  ursprünglichen  Unbestimmtheit  zu  Grunde.  Zweck 
desselben  ist  regelmässig  der  Nachweis  der  Richtigkeit  eines  nega- 
tiven Satzes.    Dass  Ä  nicht  B  sei,  wird  bewiesen,  indem  man  zeigt. 


*)  Vgl.  Euklid  III,  7  (2.  Theil),  8  (3.  Theil),  9  (2.  Beweis),  19;   X,   80 
bis  85. 

**)  Lejeune-Dirichlet,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  2.  Aufl.,  S.  61. 
***)  Harnack,  Die  Elemente  der  Differential- und  Integralgleichung.  Leipzig 
1881.     S.  157. 
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dass    die   entgegengesetzte   Annahme,    A  ist  B^    auf  Widersprüche 
fOhrt.     Sollte  diese  Beweisart  für  die  ^Demonstration  positiver  Sätze 
Verwendung  finden,  so  müssten  umgekehrt  aus  der  Annahme  ^A  ist 
non-5**    ihre  Folgen   entwickelt  und  die  ünstatthaftigkeit  derselben 
aufjgezeigt  werden.     Da  sich  aber  aus  einem  negativen  Satze  nichts 
folgern  lässt,  so  erhellt  ohne  weiteres  die  Unmöglichkeit  einer  solchen 
Beweisart.     Wo  sie   scheinbar   stattfindet,    da  handelt  es   sich  eben 
in  Wirklichkeit  um  einen  Beweis  mittelst  eines  conträren  Gegensatzes. 
Auch    der   contradictorische   Beweis   ist   ausschliesslich  in   den 
speculativen   Wissenschaften,    in   Metaphysik    und   Mathematik,    im 
Gebrauch ;  immerhin  ist  er  auch  hier  vermöge  des  geringen  Werthes 
rein  negirender  ürtheile  von  weit  beschränkterem  Vorkommen,    als 
man   angenommen   hat.     Er   dient   hauptsächlich   zum   Beweis    von 
Sätzen,    die  CoroUarsätze   anderer  positiver  und   bereits   bewiesener 
Sätze  sind,   und  wo  darum  statt  des  indirecten  Beweises   manchmal 
auch  der  unmittelbare  Hinweis  auf  jene  begründenden  Sätze  genügen 
kann.     Letzteres  ist  der  Grund  der  auffallenden  Erscheinung,    dass 
Spinoza,   der  sonst  so  sehr  den  apagogischen  Beweis,   namentlich 
in  seiner   conträren  Form   liebt,    gerade   für  negative  Sätze    directe 
Beweise   bevorzugt.     Bei  näherer  Prüfung  zeigt   sich  freilich,    dass 
solche    negative    Lehrsätze    nichts    enthalten,    wa^    nicht   in    voran- 
gegangenen  positiven   bereits  in   anderer  Form   gesagt   wäre.     Am 
correctesten   hat  Euklid   die   contradictorische   Beweismethode   an- 
gewandt, obgleich  auch  bei  ihm  viele  der  so  bewiesenen  Sätze  ent- 
weder  bereits  in   bestimmten  Definitionen   stillschweigend   enthalten 
sind   oder   ebenso   gut   als   CoroUarsätze    anderer   direct    bewiesener 
Theoreme   auftreten    könnten.     Den   Satz   z.  B. :    „Wenn   in   einem 
Kreise  zwei  gerade  Linien,  die  nicht  durch  den  Mittelpunkt  gehen, 
einander  schneiden,  so  halbiren  sie  einander  nicht**  beweist  Euklid, 
mdem  er  darauf  hinweist,  dass  die  Annahme,  es  halbirten  sich  zwei 
solche  Linien,  zu  der  Folgerung  führen  würde,  dass  auch  eine  vom 
Ereismittelpunkt  nach   ihrem   Durchschnittspunkt    gezogene   Gerade 
sie  beide  halbire.     Nun   lehrt  aber   ein   unmittelbar  vorhergehender 
Satz:  „Wenn  im  Kreise  eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Gerade 
eine  andere  nicht  durch  den  Mittelpunkt  gehende  halbirt,  so  schneidet 
sie  dieselbe  senkrecht.*    Es  würde  also  die  Gerade  mit  beiden  Linien 
einen  rechten  Winkel   bilden,    was    damit  unvereinbar  ist,   dass  der 
Annahme  nach  die  Linien  selbst  mit  einander  einen  Winkel  bilden*). 


*)  Euklid  III,  7.    Weitere  Beispiele  sind;  III,  5  und  23;  VIII,  17;  XI,  1. 
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Es  ist  klar,  dass  dieser  apagogiscbe  Beweis  ohne  Nachtheil  durch 
den  unmittelbaren  Hinweis  auf  den  Satz,  auf  den  er  sich  stützt,  und 
auf  den  Beweis  desselben  ersetzt  werden  könnte.  Diese  auch  bei 
den  anderen  Beweisen  ähnlicher  Art  wiederkehrende  Eigenschaft  hat 
wohl  neben  dem  relativ  geringen  Werth  negativer  Sätze  dazu  bei- 
getragen, dass  in  neuerer  Zeit  die  contradictorische  Beweisform  immer 
mehr  aus  dem  wissenschaftlichen  Gebrauch  verschwunden  ist. 


Zweiter  Abschnitt. 


Von  der  Logik  der  Mathematik. 


Erstes  Capitel. 
Die  allgemeinen  logischen  Methoden  der  Mathematik. 

1.   Die  Aufgaben  der  mathematischen  Untersuchung. 

Wie   die    meisten    andern    Wissenschaften,    so    hat    auch    die 
Mathematik  aus  praktischen  Bedürfnissen  ihren  Ursprung  genommen. 
Die   Zählung    von    Werthobjecten ,    die    Messung    von  Flächen   und 
Körpern  bUdeten  ihre  ersten  und  lange  Zeit  ihre  einzigen  Aufgaben. 
Zählung  und  Messung  fallen  jedoch  immer  erst  dann  in  den  Bereich 
mathematischer  Erwägungen,   wenn   sie  nicht  direct  sich  erledigen 
lassen,  sondern  wenn  zwischen  die  Aufgabe  und  ihre  Lösung  logische 
Hülfsoperationen   eintreten   müssen;   und  letzteres  geschieht,   sobald 
nicht  die   in  Frage   stehenden  Werthe   und  Grössen  selbst,   sondern 
statt  ihrer  irgend  welche  andere,  die  zu  den  gesuchten  in  bekannten 
Beziehungen  stehen,  gezählt  und  gemessen  werden.   Zu  einer  solchen 
indirecten,  erst  mit  Hülfe  der  Rechnung  zu  vollziehenden  Grössen- 
messung   greifen  wir   entweder,   weil  die  directe  Messung   zu  weit- 
läuftig,   oder   weil  sie  überhaupt  unmöglich   ist.     Während  wir  bei 
der  directen  Grössenmessung  auf  die  Anwendung  des  ursprünglichsten 
arithmetischen  Verfahrens,  der  Addition,  uns  beschränken,  ist  schon 
die  Entwicklung  der   übrigen   einfachen   arithmetischen  Operationen 
durchaus  an  die  Aufgaben  der  indirecten  Grössenmessung  gebunden. 
So  sucht  man  z.  B.  bei  der  Subtraction  zum  Mass  einer  Grösse  da- 
durch zu  gelangen,   dass   man   sie   als  die  Differenz   zweier  anderer 
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lehre  enthalten  seien*).  Diese  letzte  BegrifFser Weiterung  führt  zur 
Aufstellung  einer  allgemeinsten  mathematischen  Disciplin,  als  deren 
specielle  Zweige  alle  einzelnen  mathematischen  Wissenschaften  be- 
trachtet werden  können,  und  durch  deren  Inhalt  daher  auch  die 
Aufgabe  der  Mathematik  in  der  allgemeinsten  Form  bezeichnet  sein 
nmss.  Die  beiden  oben  gebrauchten  Ausdrücke  deuten  diesen  Inhalt 
in  verschiedener  Weise  an,  indem  sie  zugleich  auf  zwei  Erforder- 
nisse hinweisen,  die  bei  den  Gegenständen  mathematischer  Unter- 
suchung erfüllt  sein  müssen.  Das  erste  dieser  Erfordernisse  ist  das 
Oegebensein  einer  Mannigfaltigkeit  zusammengehöriger  Denk- 
objecte,  das  zweite  die  rein  formale,  d.  h.  ausschliesslich  die 
wechselseitigen  Relationen  der  Denkobjecte,  nicht  ihre  eigene  con- 
crete  Beschaffenheit  in  Betracht  ziehende  Behandlungsweise.  In 
diesem  weitesten  Umfange  umfasst  die  Mathematik  auch  den  for- 
malen Theil  der  Logik,  welcher  eben  darum  vollständig  einem  mathe- 
matischen Algorithmus  sich  unterwerfen  lässt.  Da  femer  alles  in 
der  Erfahrung  Gegebene  auf  Relationen  mannigfaltiger  Denkobjecte 
zurückgeführt  werden  kann,  so  ist  jede  Erfahrungswissenschaft  an 
und  für  sich  einer  formalen  oder  mathematischen  Behandlungsweise 
zugänglich,  wobei  es  jedoch  selbstverständlich  von  äusseren  Be- 
dingungen abhängt,  ob  und  in  welchem  Umfange  diese  mathema- 
tische Behandlung  anwendbar  ist.  Dagegen  ist  die  Mathematik 
selbst  durchaus  nicht  auf  die  Untersuchung  derjenigen  formalen 
Relationen  beschränkt,  die  sie  an  den  Objecten  der  Erfahrung  ver- 
wirklicht findet,  sondern  es  steht  ihr  frei,  die  in  der  Erfahrung 
gegebenen  Bedingungen  beliebig  zu  erweitern  oder  zu  verengern. 
Da  sie  eine  rein  logische  Wissenschaft  ist,  so  findet  sie  ihre  Schranken 
immer  nur  an  der  formalen  Ausführbarkeit  der  durch  bestimmte 
Voraussetzungen  geforderten  Denkoperationen.  Naturgemäss  aber 
müssen  diese  Voraussetzungen  anknüpfen  an  die  in  der  Erfahrung 
gegebenen  Relationen  wirklicher  Objecte ;  sie  können  nicht  als  völlige 
Neuschöpfungen   auftreten,    sondern    nur   als   willkürliche  Verande- 


*)  Den  Ausdruck  ^Mannigfaltigkeitslehre**  hat  Riemann,  den  Ausdruck 
, Formenlehre*'  Grassmann  zuerst  eingeführt.  B.  Riemann,  Oesammelte 
mathematische  Werke.  Leipzig  1876.  S.  255.  Grasemann,  Ausdehnungs- 
lehre, S.  1  f.  üebrigens  hat  Grassmann  auch  die  Betrachtung  der  Zahlen  in 
seine  Ausdehnungslehre  hineingezogen,  indem  er  dieselben  als  «Ausdehnungs- 
grössen  nullter  Stufe"  (d.  h.  als  Punkte)  behandelte  (a.  a.  0.  S.  107).  Vgl.  hierzu 
mein  System  der  Philosophie,  S.  26 ,  247  if.  und  den  Aufsatz  über  die  Ein- 
theilung  der  Wissenschaften,  Philos.  Stud.  V,  S.  34  if. 
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rangen  gegebener  Beziehungen.  Deshalb  hat  auch  die  Ausbildung 
der  mathematischen  Methoden  fast  nur  von  denjenigen  Aufgaben, 
welche  dem  Denken  aus  den  mannigfaltigen  Beziehungen  der  Er- 
fahrungsobjecte  erwuchsen,  ihre  Antriebe  empfangen.  Insbesondere 
lässt  sich  zeigen,  dass  jede  der  fundamentaleren  mathematischen 
Methoden  aus  bestimmten  Rechnungs-  oder  Messungsaufgaben  her- 
vorgegangen ist,  die  bald  die  Bedürfnisse  des  praktischen  Lebens, 
bald  die  Probleme  der  Naturwissenschaft  nahe  legten. 

So  verdanken  zunächst  die  zwei  Hauptzweige  der  älteren  Ma- 
thematik, Arithmetik  und  Geometrie,  ihre  Trennung  und  selbständige 
Ausbildung  den  verschiedenartigen  Anforderungen,  die  der  Handels- 
verkehr   und    die  Aufgaben    der  Feldmessung   an   die   Rechenkunst 
stellten.     Auf  diese  Weise  fügte  es  ein  glücklicher  Zufall,  dass  die 
äusseren  Bedürfnisse,  die  der  Mathematik  ihre  ersten  Impulse  gaben, 
mit  jener  naturgemässen  Scheidung   der  Probleme  zusammentrafen, 
welche    in    der  Verschiedenheit   der    mathematischen    Grundbegriffe 
selbst   ihre   Wurzel   hat.     Die   discrete   Zahl   und   die   stetige  Aus- 
dehnung sind  bis  auf  den  heutigen  Tag   die  heterogensten  Begriffe 
der  Mathematik  geblieben,  an  deren  Vermittlung  die  letztere  in  einer 
mehr    als    zweitausendjährigen    Entwicklung   gearbeitet    hat.      Jede 
Messung  muss,   wenn  sie  praktisch   brauchbar  sein  soll,   ein  nume- 
risches Resultat  ergeben;    aber   die   stetige  Grösse    fügt   sich   einer 
genauen  Ausmessung  nach   ganzen  Zahlen  nur  in  glücklichen  Aus- 
nahmefällen.    Diese  Schwierigkeit   würde  vielleicht  früher   schon  in 
empfindlicherer  Weise  fühlbar  geworden  sein,  hätte  nicht  die  näm- 
liche Verschiedenheit   der  Begriffe,   welche   die  erste  Scheidung  der 
mathematischen  Gebiete  bewirkte,  auch  zu  einer  Verschiedenheit  der 
mathematischen  Begabung  geführt,  die  einer  tieferen  Auffassung  der 
Beziehungen   im  Wege  stand.     Während   der  Grieche   die   Zahlver- 
hältnisse   räumlich   darzustellen    liebte    und    daher    ohne    Bedenken 
überall  wo  die  Zahl  nicht  ausreichte  zur  geometrischen  Anschauung 
piff,   half  sich   der  indische  Rechner,   wenn   die   gewohnten  arith- 
metischen Operationen  auf  geometrische  Objecte  nicht  ohne  weiteres 
anwendbar    waren,     gelegentlich    mit    unzureichenden    Näherungs- 
methoden*).    Erst   das    aus    den   Anregungen    indischer  Arithmetik 
und    griechischer    Geometrie    hervorgegangene    Streben    arabischer 
Algebristen,   ebensowohl   arithmetische  Beziehungen  geometrisch  zu 


•)  Vgl.   M.  Cantor,    Vorlesungen    über  Geschichte  der  Mathematik,  1, 
S.  546  f. 
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gestalten,  wie  geometrische  Sätze  in  arithmetische  Formen  zu  bringen, 
hat  allmählich  zu  jener  allgemeingültigen  Form  mathematischer 
Untersuchungen  übergeführt,  wie  sie  in  der  modernen  Analysis  Geo- 
metrie und  Arithmetik  gleichzeitig  beherrscht  und  durch  das  Mittel- 
glied der  Geometrie  selbst  die  physischen  Vorgänge  in  das  nämliche 
Gewand  abstracter  mathematischer  Formeln  kleidet.  Bei  den  grossen 
Vortheilen,  welche  diese  alle  Gebiete  der  Mathematik  und  ihrer  An- 
wendungen umfassende  Methode  darbietet,  ist  es  begreiflich,  dass  sie 
auf  längere  Zeit  beinahe  die  Alleinherrschaft  behauptete,  indem  ins- 
besondere die  constructiven  Methoden  der  Geometrie  Jahrhunderte 
lang  auf  der  nämlichen  Stufe  stehen  blieben,  auf  welche  sie  schon 
die  Alten  erhoben  hatten.  Da  die  Analysis  die  schwierigsten  geo- 
metrischen und  mechanischen  Probleme  zu  lösen  vermochte,  so  gab 
man  sich  mit  den  Resultaten  zufrieden,  gleichgültig  ob  die  An- 
schauung dem  Gang  der  analytischen  Entwicklung  zu  f<^lgen  im 
Stande  war  oder  nicht.  Erst  die  synthetischen  Methoden  der  neueren 
Geometrie  haben  in  dieser  Beziehung  einen  bedeutsamen  Umschwung 
herbeigeführt.  Indem  sie  zeigten,  dass  die  Resultate  mühseliger 
Rechnungen  durch  constructive  Verfahrungsweisen  oft  leichter  und 
anschaulicher  zu  erreichen,  und  dass  analytische  Entwicklungen 
Schritt  für  Schritt  in  räumliche  Anschauungen  übertragbar  seien, 
haben  sie  die  mit  Descartes  begonnene  Verbindung  abstracter 
Untersuchung  und  concreter  Anwendung  ihrer  Vollendung  entgegen- 
geführt und  der  bis  dahin  vorherrschenden  analytischen  Behandlung 
die  geometrische  Anschauung  als  gleich  berechtigtes  und  ihrerseits 
der  Analysis  neue  Ideen  zuführendes  Hülfsmittel  an  die  Seite  gestellt. 
Unter  dem  Uebergewicht  abstracter  algebraischer  Formeln  hatte  sich 
die  geometrische  Construction  in  einem  steifen,  die  freie  Bewegung 
hemmenden  Gewände  bewegt.  Jetzt  begann  man  überall  nach  den 
der  Natur  der  Objecte  angemessensten  Constructionen  zu  suchen,  in 
Folge  deren  dann  auch  wieder  zweckmässigere  arithmetische  Me- 
thoden gefunden  wurden.  Die  neu  geübte  geometrische  Gestaltungs- 
kraft gestattete  es,  bisher  todt  liegende  analytische  Formen  durch 
die  Anschauung  zu  beleben,  und  Begriffen,  deren  Werth  fast  nur 
auf  zufälligen  Entdeckungen  beruhte,  wie  den  complexen  Zahlen, 
eine  reale  anschauliche  Bedeutung  zu  sichern.  So  ist  auch  die 
Arithmetik  wieder,  in  ähnlicher  Weise  wie  dereinst  in  der  Blüthe- 
zeit  hellenischer  Mathematik,  nur  verändert  durch  die  seitdem  weit 
fortgeschrittene  Entwicklung,  überall  von  geometrischen  Vorstellungen 
durchdrungen  worden. 
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Die  hier  in  flüchtigen  Umrissen   angedeutete  Entwicklung  des 
mathematischen    Denkens   macht   es   begreiflich,    dass  die  logischen 
Methoden  desselben  in  ihrer  Entstehung    einer   bestimmten  Gesetz- 
mässigkeit   gefolgt   sind.     Dabei   ist  zwar   nicht   selten   eine    ältere 
Methode  vor  einer  neu  auftauchenden  in  den  Schatten  getreten;  im 
allgemeinen  aber  wird  das  Neue  dem  Schatz  des  bereits  Erworbenen 
zugefügt  und  läset  diesen  selbst  an  Werth  und  Verwendbarkeit  zu- 
nehmen.    In   dieser  Sicherheit   ihrer   Entwicklung,    ebenso   wie    in 
ihrem  ganzen  Aufbau,    ist   die  Mathematik   die  logisch  vollendetste 
Wissenschaft;    sie    steht    ausserdem    noch    deshalb    der    Logik    am 
nächsten,  weil  sie  nichts  anderes  als  die  logische  Untersuchung  der 
allgemeinen  Anschauungsformen   und  der  mit   ihrer  Hülfe   voll  zieh- 
baren Begrififsconstructionen  zu  ihrem  Gegenstande  hat.   Um  so  mehr 
ist  es  erforderUch,  hier  die  Grenze  scharf  zu  bezeichnen,  welche  die 
Logik  der  Mathematik  von  der  Mathematik  selber  trennt.    In- 
sofern die  mathematischen  Grundbegriffe  und  Methoden  zum  Zweck 
der    Lösung   der    oben    bezeichneten  Probleme   entwickelt  und   an- 
gewandt werden,   sind   sie   ganz   und   gar  Gegenstand  der  mathe- 
matischen Untersuchung.    Insofern  man  aber  nach  dem  logischen 
Ursprung  jener  Begrifie  und  Methoden  und  nach  ihrem  Verhältniss 
zu  den  allgemeinen  Gesetzen  des  Denkens  fragt,  werden  sie  Objecte 
der  Logik.    Darin  liegt  zugleich  eingeschlossen,  dass  sich  die  Logik 
auf  die  Untersuchung  der  allgemeinen  Principien  der  mathematischen 
Methodik  beschränken  muss.     Auch  wird   diese  Arbeitstheilung  von 
Seiten  der  Mathematik  thatsächlich  eingehalten,  da  diese  den  prin- 
cipiellen  logischen  Fragen  meist  aus  dem  Wege  geht  oder  höchstens 
gelegentlich  sie  berührt,  wenn  etwa  zufällig  einmal  der  Mathematiker 
zugleich  zum  Logiker  wird. 

Die  Logik  der  Mathematik  kann  nun  aber  ihrerseits  wieder 
Yon  zwei  Gesichtspunkten  ausgehen.  Erstens  kann  sie  fragen, 
welche  Formen  die  allgemeinen  Methoden  der  wissenschaftlichen 
Forschung  in  ihrer  Anwendung  auf  das  mathematische  Unter- 
suchungsgebiet annehmen.  Die  aus  dieser  Frage  entspringenden 
Betrachtungen,  welche  die  Untersuchung  der  mathematischen  Analyse 
und  Synthese,  Abstraction,  Induction  und  Deduction  zu  ihrem  Gegen- 
stande haben,  weisen  wir  der  im  gegenwärtigen  Capitel  zu  be- 
handelnden allgemeinen  mathematischen  Methodenlehre 
zu.  Sodann  kann  zweitens  der  logische  Charakter  der  in  den  ein- 
zelnen Hauptgebieten  der  Mathematik  herrschenden  Methoden  unter- 
sucht  werden.     Dies   ist   die  Aufgabe    einer   speciellen    raathe- 
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matischen  Methodenlehre,  mit  der  sich  die  folgenden  Capitel 
beschäftigen  sollen. 


2.    Die  mathematische  Analyse  und  Synthese. 

Die  Unterscheidung  der  analytischen  und  synthetischen  Methode 
ist   von   Euklid,   zum   Theil   nach   Platonischem   Vorbilde,    in    die 
Mathematik    eingeführt    worden.     Analysis   und   Synthesis   sind   bei 
ihm  die  beiden  ünterformen  der  syllogistischen  Beweismethode.    Bei 
der  Analysis  nimmt  man  das  zu  beweisende  als  zugestanden  an  und 
zeigt,   dass    die    daraus   gezogenen   Folgerungen   mit  allgemein   als 
wahr   anerkannten  Sätzen   übereinstimmen.     Bei  der  Synthesis  geht 
man  von  als  wahr  anerkannten  Sätzen  aus  und  zeigt,  dass  die  Fol- 
gerungen  den   zu   beweisenden   Satz   enthalten'*').     Beide   Methoden 
fügen  sich  bei  Euklid   in  das  nämliche  vielgliederige  Schema  von 
Definitionen,  Axiomen,  Theoremen  und  Problemen,  und  es  ist  klar, 
dass  in   beiden  Fällen   der  zu  beweisende  Satz  existiren   muss,    ehe 
der  Beweis   angetreten   wird,   dass   sie   also  Demonstrations- ,   nicht 
Untersuchungsmethoden  sind.   Zugleich  hat  die  synthetische  Methode 
einen  unverkennbaren  Vorzug  dadurch,  dass  sie  stets  zu  einem  bin- 
denden Beweise  führt,  während  das  analytische  Verfahren  nur  dann 
unbedingt  richtige  Folgerungen  gestattet,    wenn  der  Beweis  ein  in- 
directer  oder  apagogischer  ist.     Der  directe  analytische  Beweisgang 
dagegen  wird  nur  in  dem  Falle  zwingend,  wenn  das  Verhältniss  von 
Grund  und  Folge  zugleich  ein   Verhältniss    der  Wechselbestimmung 
ist,  so  dass  die  Folge  als  Grund  den  Grund  als  Folge  hervorbringen 
würde.     Gerade   deshalb   aber   kann   der   directe  analytische  Beweis 
bei  Euklid  stets  durch  einen  synthetischen  ersetzt  werden. 

Eine  wesentlich  andere  Bedeutung  gewinnt  die  Unterscheidung 
der  analytischen  und  synthetischen  Methode  erst  bei  Descartes. 
Analysis  nennt  er  dasjenige  Verfahren,  durch  welches  das  Wesen 
eines  Gegenstandes  unmittelbar  erforscht  werde,  imd  welches  daher 
auch  beim  Unterricht  der  Mathematik  zu  bevorzugen  sei,  weil  es 
den  Schüler  selbst  den  Weg  der  Erfindung  führe.  In  seiner  Geo- 
metrie hat  er  ein  mustergültiges  Beispiel  dieser  Methode  aufgestellt. 
Ueberall  besteht  hier  die  Analyse  in  einer  zweckmässigen  Zerlegung 
des  Ganzen,  dessen  Untersuchung   in  Frage  steht,  in  Elemente  und 


*)  Euklids  Elemente,  XIII,  1,  und  oben  Abschn.  T,  S.  71  f. 
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erentuell  in   der  constructiven  Hinzufügung  anderer  Elemente,   die 
zusammen    mit    den    gegebenen    eine    vollständige  Bestimmung   der 
Eigenschaften  des  untersuchten  Gebildes  möglich  machen.    Zugleich 
aber    halt    es  Descartes    für    wesentlich,    dass    diese    analytische 
Untersuchung  in  der  allgemeinsten  Form  geführt  werde,    damit   die 
Beschaffenheit   der  Verstandesoperationen    und    die    allgemeine   Be- 
deutung der  Resultate  deutlich  hervortrete.    In  diesem  Sinne  macht 
er  der  Analysis  der  Alten  den  Vorwurf,   dass  sie   den  Geist  an  die 
Betrachtung  der  Figuren  gebunden  und  darum  die  Einbildungskraft 
ermüdet,    die   Uebung   des  Verstandes   aber   verabsäumt  habe;    und 
seine  eigene  Methode  bezeichnet  er  als  ein  Verfahren,  welches,  die 
Analysis    der  Alten    mit    der  Algebra    der  Neueren   und    der    syl- 
logistischen  Kunst  verbindend,  die  Vortheile  dieser  aller  wahrnehme 
und   ihre   Fehler   vermeide*).     So    äusserlich   diese   Definition    auch 
erscheinen    mag,   so    deutet    sie    doch    treffend    den   Charakter    der 
neueren  Analysis  an,  zu  der  Descartes'  Geometrie  den  Grund  ge- 
legt  hat.      Das    Princip    der    analytischen    Methode    Pia  tos    und 
Euklids,    dass    das    Gesuchte    als    bereits    gegeben    vorausgesetzt 
werde,   ist  eines   der  mächtigsten  Werkzeuge   auch  dieser  Analysis. 
Aber   die   eigentliche  Quelle   seiner  Anwendungen  liegt  hier  wie  in 
anderen   Fällen   schon   in   der  Einführung    der   algebraischen    Sym- 
bolik.   Indem  das  Buchstabensymbol  jede  beliebige  unbekannte  oder 
veränderliche  Grösse  bezeichnen  kann,  ist  es  ein  überall  brauchbares 
Hülfsmittel,    um   das  Gesuchte   in  der  Rechnung   so   zu  verwenden, 
als  wenn  es  gefunden  wäre.    Schon  vor  Descartes  hatte  sich  daher 
das  analytische  Verfahren  in  den  algebraischen  Methoden  zur  Lösung 
der  Gleichungen  praktische  Geltung  verschafft.    Doch  bewegen  sich 
diese  Anwendungen  ausschliesslich  auf  arithmetischem  Gebiete,  und 
es  bleibt  so  Descartes   das  Verdienst,    dass  er  zuerst  mit  durch- 
schlagendem   Erfolg    die    allgemeinere    Anwendbarkeit    der    alge- 
braischen   Symbolik    kennen    lehrte.      Erst    die    Einführung    dieser 
Symbolik  machte  aber  die  Analysis  zu  einem  der   Synthesis  logisch 
gleichwerthigen  Verfahren.     Die   Analysis    der   Alten    war,    als    ein 
Schluss   von   der  Folge   auf  den  Grund,    wegen   der  Mehrdeutigkeit 
dieser  Schlussform  im  allgemeinen  unsicherer   und    eben  darum  von 
beschränkterer  Anwendung  gewesen  als  die  Synthesis.    Dieser  Unter- 
schied   besteht    für    die   neuere    Analysis    nicht   mehr:    hier   ist   ein 
analytisch  gewonnener  Satz  von    ebenso    zwingender  Gewissheit   wie 


*)  Discours  de  la  methode.     Oeuvr.  publ.  par  Cousin,  I,  p.  140. 
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das  Resultat  einer  synthetischen  Demonstration.  Die  Analysis  der 
Alten  hatte  sich  in  geometrischen  Constructionen  bewegt,  deren  Er- 
gebnisse in  einer  Reihe  von  Bedingungsurtheilen  niedergelegt  waren. 
Sollte  hier  ein  directer  Beweis  in  bindender  Weise  geführt  werden, 
so  war  zu  prüfen,  ob  jedes  Bedingungsurtheil  zugleich  ein  Ver- 
hältniss  der  Wechselbestimmung  enthalte,  also  umkehrbar  sei.  Diese 
Prüfung  wurde  hinfällig,  sobald  für  jede  Art  mathematischer  Unter- 
suchungen der  abstracto  arithmetische  Ausdruck  in  Anwendung  kam. 
Denn  nun  trat  an  die  Stelle  des  Bedingungsurtheils  die  algebraische 
Gleichung,  welche,  da  sie  stets  umkehrbar  sein  muss,  bei  ihrer  Auf- 
stellung bereits  jene  Prüfung  bestanden  hat.  War  aber  die  Analysis 
erst  in  Bezug  auf  Strenge  der  Beweise  der  synthetischen  Methode 
ebenbürtig  geworden,  so  konnte  es  nicht  fehlen,  dass  sie  bei  ihren 
sonstigen  Vorzügen  bald  den  Vorrang  behauptete.  Nur  als  Beweis- 
verfahren  hat  die  synthetische  Methode  Euklids  noch  lange  Zeit 
die  Herrschaft  behalten,  und  nicht  selten  mussten  sich,  wie  das 
Beispiel  Newtons  zeigt,  Untersuchungen,  die  auf  analytischem 
Wege  geführt  waren,  die  mühselige  Umprägung  in  Euklidische  De- 
monstrationen gefallen  lassen. 

Im  Gefolge  dieser  allmählichen  Erweiterung  ihrer  Anwendungen 
erweiterte  sich  zugleich  der  Begriff  der  Methode  selbst.  Die  bei 
dem  Gebrauch  der  algebraischen  Symbolik  vorausgesetzte  Maxime, 
die  gesuchten  Grössen  ebenso  wie  die  bereits  gegebenen  in  die 
Rechnung  einzuführen,  wurde,  weil  als  ein  selbstverständliches,  zu- 
gleich als  nebensächliches  Element  angesehen.  Indem  sich  die  De- 
monstrations-  in  eine  Untersuchungsmethode  umwandelte,  konnte 
nicht  mehr  die  Stellung  des  Beweisobjectes ,  sondern  nur  noch  das 
wechselseitige  logische  Verhältniss  der  auf  einander  folgenden  Sätze 
entscheiden.  Hier  aber  erwies  sich  überall  der  Fortschritt  vom  Zu- 
sammengesetzten zum  Einfachen,  vom  Besonderen  zum  Allgemeinen 
als  das  charakteristische  Merkmal  der  Analyse,  der  umgekehrte  Weg 
als  das  der  Synthese.  In  dieser  allgemeineren,  jedoch  dem  logischen 
Sinn  der  Ausdrücke  vollkommen  entsprechenden  Weise  fassten  daher 
namentlich  Newton  und  Leibniz  den  Unterschied  beider  Me- 
thoden auf*). 

Wie  nun  in  der  Regel  die  fertigen  Begriffe  mannigfache  Spuren 
ihrer  Vergangenheit  an  sich  tragen,  so  gilt  dies  vielleicht  von  wenig 


*)  Newton,  Optice.   Lib.  III,   Quaestio  XXXI.  Ed.  Lausanne  1740,  p.  329. 
Leibniz,  Math.  Werke.     Ausgabe  von  Gerhardt.    III,  S.  20t). 
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Begriffen  in  so  hohem  Masse  wie  von  dem  der  Analysis  in  der  Ma- 
thematik.    Die   ganze  Geschichte    desselben    scheint   sich    in   seiner 
heutigen  Bedeutung  verdichtet  zu  haben.   Eine  weitere  Erschwerung 
ist  noch  durch  den  Umstand  eingetreten,  dass  der  nämliche  Ausdruck, 
der  ursprünglich  nur  auf  eine  Methode  bezogen  wurde,  nunmehr  zur 
Bezeichnung  der  ganzen  Disciplin  dient,    in  der  jene  Methode  vor- 
zugsweise  zur  Anwendung    kommt,    in   der  aber    selbstverständlich 
auch  solche  Verfahrungsweisen,  die  ihrem  logischen  Charakter  nach 
synthetische   genannt  werden    müssen,    keineswegs  fehlen.     Bleiben 
wir  hier   bei   der  methodologischen  Bedeutung  des  Begriffes  stehen, 
so  werden  sich  nach  dem  Obigen  hauptsächlich    drei  Kriterien  der 
analytischen  Methode   unterscheiden   lassen.     Das   erste   besteht  in 
der  allgemeinen  logischen  Eigenschaft,    dass  sie  den  Weg  von  dem 
Zusammengesetzten  zu  dem  Einfachen  einschlägt ;  das  zweite  in  der 
Wahl  einer  gleichförmigen,   für  die  formale  Ausführung  der  arith- 
metischen Operationen  geeigneten  Symbolik,  welche  alle  Bedingungs- 
urtheile  in  Gleichungen   umwandelt   und   dadurch   den  Schlussfolge- 
rungen   eine   eindeutige    Form  gibt;    endlich    das    dritte    in   dem 
Euklidischen  Princip,  dass  das  Gesuchte  gefunden  wird,  indem  man 
es  als  gegeben  voraussetzt.    Diese  drei  Kennzeichen  der  analytischen 
Methode   stehen   in  innigem  Zusammenhange    mit  einander.     Sobald 
eines  gegeben  war,  mussten  daher  die  anderen  allmählich  von  selbst 
entdeckt  werden.    Aber  es  ist  bemerkenswerth,  dass  sie  nicht  in  der 
soeben  angegebenen  Reihenfolge  ihrer  logischen  Wichtigkeit,  sondern 
in  der  umgekehrten,  die  specielleren  voran,  das  allgemeinste  zuletzt, 
zur  Entwicklung  gelangt  sind. 

Im  Verhältniss  zu  der  Ausbildung  der  Analysis  ist  nun  die 
Synthesis.  als  mathematische  Methode  betrachtet,  verhäUnissmässig 
lange  zurückgeblieben.  Augenscheinlich  war  es  hier  der  Einfluss 
Euklids,  der  einer  freieren  Auffassung  im  Wege  stand.  Während 
man  längst  in  dem  analytischen  Verfahren  eine  Forschungsmethode 
erkannt  hatte,  die  sich  nur  gelegentlich  zugleich  in  eine  Darstellungs- 
methode verwandeln  könne,  hatte  man  bei  dem  synthetischen  Ver- 
fahren die  geometrische  Demonstration  im  Auge.  Nur  hieraus  er- 
klart es  sich,  dass  noch  Newton  der  Analyse  ausdrücklich  den 
zeitlichen  Vorrang  vor  der  Synthese  einräumt.  Nichts  desto  weniger 
findet  diese  Auffassung  im  Grunde  schon  in  den  einfachsten  arith- 
metischen Operationen  ihre  Widerlegung.  Die  Addition,  Multipli- 
cation  und  Potenzirung  sind  synthetische  Verfahrungsweisen ,  und 
sie  sind  zweifellos  früher  als  die  zu  ihnen  inversen  Operationen  der 

Wandt,  Logik.   II,  1.    2.  Aufl.  7 
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mentaloperationen  zu  sehen  ist,  deren  einzelne  Sätze  nicht  bloss 
durch  Induction  gefunden  sind,  sondern  auch  allein  auf  inductivem 
Wege  bewiesen  werden  können. 


3.    Die  mathematische  Induction  und  Abstraction. 

a.   Der  mathematische  Realismus  und  Nominalismus. 

Bis  in  die  neueste  Zeit  sind  Mathematiker  und  Philosophen 
darin  einig  gewesen,  in  der  Mathematik  das  Vorbild  einer  deductiven 
Wissenschaft  zu  sehen,  die  nur  in  einigen  seltenen  Fällen  die  so 
genannte  vollständige  Induction  zu  Hülfe  nehme,  um  so  weiter 
haben  sich  die  Anschauungen  über  die  Natur  der  Voraussetzungen, 
von  denen  die  mathematische  Deduction  auszugehen  habe,  von  ein- 
ander entfernt.  Bald  gilt  die  Mathematik  deshalb  als  das  Ideal  einer 
Wissenschaft,  weil  ihre  Fundamentalsätze  durch  ihre  Evidenz  und 
Allgemeingültigkeit  auf  eine  dem  Zufall  wechselnder  Erfahrungen 
entrückte  Quelle  der  Erkenntniss  in  dem  menschlichen  Geiste  selbst 
hinzuweisen  scheinen.  Bald  behandelt  man  die  Principien  der  ma- 
thematischen Deduction  als  empirisch  entstandene,  aber  durch  will- 
kürliche Annahmen  von  den  Erfahruugsobjecten  abweichende  Vor- 
stellungen. Damit  ist  die  metaphysische  Verwerthuug  der  Mathematik 
beseitigt,  und  gleichwohl  behält  diese  den  Erfahrungswissenschaften 
gegenüber  eine  Ausnahmestellung,  wie  sie  für  die  apodiktische  Gel- 
tung ihrer  Sätze  unerlässlich  scheint.  Beide  Auffassungen  begegnen 
sich  daher  in  der  Ueberzeugung,  dass  die  Gewissheit  der  Mathematik 
auf  der  Unveränderlichkeit  ihrer  Voraussetzungen  beruhe.  Aber 
diese  Voraussetzungen  erscheinen  dort  als  eingeborene  Gesetze  des 
Geistes,  die  dieser  vielleicht  aus  einem  überempirischen  Dasein  mit- 
bringe, und  in  denen  man  darum  geneigt  ist  gleichzeitig  ursprüng- 
liche Weltgesetze  zu  erblicken ;  hier  verdanken  sie  ihre  allgemeinere 
Geltung  der  üebereinkunft  der  Menschen  und  höchstens  noch  der 
praktischen  Anwendbarkeit  auf  empirische  Objecte.  Darum  besitzt 
in  diesem  Fall  das  mathematische  Wissen  einen  subjectiven  und 
hypothetischen,  gerade  deshalb  aber  zugleich  einen  exacten  Cha- 
rakter: denn  nur  unsere  subjective  Willkür  kann  den  Begriffen  jene 
Constanz  sichern,  die  zu  einer  exacten  Beweisführung  erfordert  wird. 
Für  beide  Anschauungen  erscheinen  in  diesen  ihren  Anwendungen 
auf  das  Gebiet   der   mathematischen  Vorstellungen   noch   heute    die 
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alten  Bezeichnungeu  des  Realismus  und  Nominalismus  als  die 
passendsten*).  Denn  nach  der  einen  Ansicht  beruht  die  Bedeutung 
der  mathematischen  Ideen  wesentlich  auf  ihrer  realen  Existenz  im 
Geiste;  die  andere  leugnet  diese  reale  Existenz,  jene  Ideen  gelten 
ihr  als  willkürliche  Schöpfungen,  welche  durch  die  für  sie  einge- 
führten Namen  oder  sonstigen  Symbole  die  erforderliche  Constanz 
erst  empfangen.  Dieser  mathematische  Realismus  und  Nominalismus 
sind  aber  beide  nicht  unverändert  geblieben,  sondern  sie  haben  Wand- 
lungen erfahren,  durch  die  sie  sich  im  Laufe  der  Zeit  einander  ge- 
nähert haben. 

Der  Realismus  Descartes'  trägt  in  mancher  Beziehung  noch 
die  Züge  der  Platonischen  Ideenlehre.  Die  sinnlichen  Objecte  können 
nur  darum  mathematische  Ideen  in  uns  hervorrufen,  weil  diese  vor- 
her in  unserem  Geiste  gelegen  waren.  Die  Art,  wie  sie  durch  die 
äusseren  Eindrücke  erweckt  werden,  schildert  er  deutlich  als  eine 
Art  Wiedererinnerung**).  Ueber  das  Verhältniss  der  angeborenen 
Ideen  zu  den  sinnlichen  Bildern,  die  ihnen  entsprechen,  spricht  er 
sich  nirgends  in  unzweideutiger  Weise  aus.  Im  allgemeinen  scheint 
er  sich  jene  ebenfalls  in  der  Form  von  Anschauungen  gedacht  zu 
haben.  Zuweilen  aber  weisen  seine  Aeusserungen  mehr  auf  eine 
bloss  begriffliche  Existenz  hin.  Von  dem  Tausendeck  z.  B.  sollen  wir 
eine  vollkommen  klare  Idee  besitzen,  obgleich  es  unmöglich  sei, 
dasselbe  mit  der  Einbildungskraft  vorzustellen.  Aehnlich  unbestimmt 
bleibt  überhaupt,  was  er  eine  „klare  Idee"  nennt.  So  sehr  er  es 
betont,  dass  die  Klarheit  der  mathematischen  Vorstellungen  ihren 
auszeichnenden  Charakter  bilde,  der  zugleich  auf  ihren  überempiri- 
schen Ursprung  hinweise,  so  wenig  hat  er  sich  bemüht,  diesen  Be- 


•)  In  seiner  »allgemeinen  Functionentheorie"  (Tübingen  1882,  Th.T,  S.  58ff.) 
hat  Paul  du  Bois  Raymond  für  die  nämlichen  Gegensätze,  insofern  sie  bei 
den  Grundbegriffen  der  Infinitesimalmethode  zur  Geltung  kommen,  die  Aus- 
drdcke  Idealismus  und  Empirismus  gewählt.  Ich  habe  es  vorgezogen,  die 
Xamen  des  mathematischen  Realismus  und  Nominalismus,  die  ich  in  einem  vor 
dem  Erscheinen  des  soeben  genannten  Werkes  veröffentlichten  Aufsatze  (Philo- 
sophische Studien,  I,  S.  105)  schon  gebraucht  hatte,  beizubehalten,  da  die  philo- 
sophischen Richtungen  des  Idealismus  und  Empirismus  zwar  häufig,  aber  keines- 
wegs immer  mit  den  hier  gemeinten  Gegensätzen  zusammentreffen,  wie  sie  denn 
auch  selbst  keine  Gegensätze  bilden.  Berkeley  z.  B.  ist  als  Philosoph  bekannt- 
lich Idealist  und  Empirist  zugleich,  daneben  huldigt  er  in  mathematischer  Be- 
ziehung einem  entschiedenen  Nominalismus. 

**)  R^p.  aux.  cinq.  obj.     (Desc.  a  Gassen di).    Oeuvr.  publ.  par  Cousin. 
II,  p.  290. 
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griff  der  Klarheit  sicher  zu  deBniren.  Nur  dies  kann  als  eine  be- 
merkenswerthe  Bestimmung  angesehen  werden,  dass  die  klare  Idee 
für  uns  immer  die  nämliche  überzeugende  Kraft  besitze,  so  oft  wir 
uns  auch  ihr  zuwenden.  Offenbar  ist  also  die  Unveränderlich- 
keit  ein  sie  auszeichnendes  Merkmal. 

Entschiedener  nun  als  Descartes  betont  es  Leibniz,  dass 
die  mathematischen  Ideen,  um  in  unserem  Geiste  lebendig  zu  werden, 
der  sie  auslösenden  Einwirkung  der  Erfahrungsobjecte  bedürfen. 
Deutlicher  aber  zugleich  scheidet  er  die  ursprüngliche  Natur  jener 
Ideen  von  den  sinnlichen  Bildeni,  in  denen  sie  sich  in  der  Erfah- 
rung verwirklichen.  Die  ursprüngliche  Existenz  der  Ideen  ist  ihm 
eine  rein  begriffliche.  Hierfür  liegt  ihm  der  unumstössliche  Beleg 
darin,  dass  Bild  und  Begriff  vollkommen  von  einander  verschieden 
seien*).  Der  Begriff  des  Dreiecks  fallt  ebenso  wenig  mit  dem  ein- 
zelnen Dreieck  zusammen  wie  die  Zahl  mit  den  gezählten  Objecten. 
Demnach  denkt  sich  Leibniz  die  Entwicklung  der  mathematischen 
Ideen  keineswegs  mehr  in  der  Form  einer  Wiedererinnerung,  bei 
der  eine  Gleichheit  zwischen  dem  Eindruck  und  der  zurückgerufenen 
Idee  vorauszusetzen  wäre;  sondern  die  sinnlichen  Bilder  sind  ihm 
vielmehr  Gelegenheitsursachen,  bei  denen  wir  uns  ursprünglich  in 
uns  liegender  Begriffe  bewusst  werden.  Darum  ist  ihm  die  mathe- 
matische Untersuchung  um  so  vollkommener,  je  abstracter  sie  ge- 
führt wird ;  denn  in  gleichem  Masse  nähert  sie  sich  einer  adäquaten 
Vorstellung  der  in  uns  liegenden  Begriffe.  In  diesem  Sinne  stellt 
Leibniz  gelegentlich  der  wissenschaftlichen  eine  empirische  Geo- 
metrie gegenüber,  die  nicht  wie  jene  durch  den  logischen  Beweis, 
sondern  durch  die  unmittelbare  Anschauung  zu  überzeugen  suche**). 
Aus  dem  gleichen  Grunde  schätzt  er  die  Euklidische  Demonstrations- 
methode ;  nur  scheint  es  ihm,  dass  einzelne  der  Euklidischen  Axiome 
eine  Deduction  aus  abstracteren  Axiomen  und  Definitionen  gestatten, 
und  er  macht  in  dieser  Beziehung  verschiedene  Versuche,  das  Eukli- 
dische System  zu  verbessern***).  Die  Thatsache,  dass  schliesslich 
auch  die  Euklidischen  Demonstrationen  auf  die  üeberzeugung  durch 
unmittelbare  Anschauung  zurückführen,  gesteht  er  ebenso  wenig  zu 

*)  Nein*,  ess.  1,1.  IV.  17.  Vgl.  ausserdem  namentlich  die  unter  den 
Titoin  Jnitia  nuithematica*  und  .Mathosis  universalis*  mitgetheilten  Schriften. 
Math.  Werke.  Ausg.  von  Gerhardt.  VII.  S.  17  ff. 

)  Opon\  philos..  ed.  Erdmann.  p.  oS2. 

)  l>pora  philos..  ed.  Erdmaun.  p.  81  Nota.  Math.  Werke.  Ausg.  von 
Gorhanlt.  Vll.  S.  *2iiO  f.:  Specimen  Geometriae  luciferae. 
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wie  den  inductiven  Ursprung  der  einfachsten  arithmetischen  und 
geometrischen  Sätze.  Solche  Sätze  sind  nach  ihm  intuitiv  gewiss; 
man  muss  sie  anerkennen,  sobald  man  nur  die  Aufmerksamkeit  auf 
sie  wendet.  ^ 

Durch  die  entschiedene  Hervorkehrung  der  begrifflichen  Natur 
der  mathematischen  Ideen  scheidet  sich  demnach  Leibniz  von 
Descartes.  Freilich  hatte  auch  dieser  schon  die  algebraische  Be- 
handlung der  Geometrie  in  der  Absicht  eingeführt,  dadurch  die  geo- 
metrischen Gesetze  auf  eine  abstracte  und  rein  begriffliche  Form 
zurückzuführen.  Aber  er  tadelt  ebenso  die  Unfähigkeit  der  früheren 
Algebristen,  ihren  Formeln  eine  anschauliche  Anwendung  zu  geben, 
und  seine  Geometrie  verfolgt  daher  den  doppelten  Zweck  einer 
analytischen  Untersuchung  geometrischer  Objecte  und  einer  geo- 
metrischen Darstellung  algebraischer  Gleichungen.  Bei  Leibniz 
gilt  die  analytische  Behandlung  in  jeder  Beziehung  als  die  vorzüg- 
lichere. Aus  diesem  Grunde  zieht  er  schon  die  Arithmetik  als  die 
abstractere  Disciplin  der  Geometrie  vor,  und  unter  den  Euklidischen 
Axiomen  bevorzugt  er  diejenigen,  die  den  Charakter  abstracter 
Grössenaxiome  besitzen.  So  eröffnet  Leibniz  in  der  Entwicklung 
der  neueren  Mathematik  jene  Periode  unbedingter  Herrschaft  der 
Analysis,  die  später  in  Euler  und  Lag  ränge  culminirte,  und  in 
der  man  es  sich  zu  besonderem  Ruhme  anrechnete,  in  der  Mechanik 
and  wo  möglich  sogar  in  der  Geometrie  der  Figuren  entrathen  zu 
können. 

Gerade  die  Schroffheit,  mit  der  Leibniz  die  nach  ihm  an  sich 
der  Anschaulichkeit  völlig  entbehrenden  Grundbegriffe  von  ihren  an- 
schaulichen Anwendungen  scheidet,  verwickelt  nun  aber  den  mathe- 
matischen Realismus  in  neue  Schwierigkeiten.  Sind  die  ursprüng- 
lichen Ideen  selbst  anschaulicher  Natur,  so  liefert  der  psychologische 
Mechanismus  der  Reproduction  ein  immerhin  verständliches  Schema 
für  die  Rückbeziehung  des  unmittelbar  Angeschauten  auf  eine  idea- 
lere Form.  Der  abstracte  Begriff  mit  realer  Existenz  gedacht  ist 
aber  gegenüber  dem  sinnlichen  Object  ein  völlig  Incommensurables. 
Diese  Anschauung  ist  mystisch,  denn  sie  setzt  hinter  die  Welt  der 
Vorstellungen  noch  einmal  eine  Welt  völlig  unvorstellbarer  Ideen, 
und  es  bleibt  unbegreiflich,  wie  das  vorgestellte  Object  die  unvor- 
stellbare Idee  im  Bewusstsein  soll  erwecken  können.  So  erschien 
es  denn  dringend  geboten,  die  Incongruenz  zwischen  Idee  und  Bild 
wieder  zu  beseitigen,  der  Idee  ihre  anschauliche  Natur  wiederzugeben, 
um  ihre  Beziehung  zu  den  sinnlichen  Objecten  erklärlich  zu  machen. 
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Diesen  letzten  Schritt  in  der  Entwicklung  des  mathematischen  Realis- 
mus hat  Kant  gethan  mit  seiner  Lehre  von  der  reinen  Anschauung 
und  den  Anschauungsformen. 

Es  ist  ohne  Zweifel  einer  der  glücklichsten  Griffe  Kants  ge- 
wesen, dass  er  von  der  vielgestaltigen  Menge  der  einzelnen  mathe- 
matischen Ideen  zurückging  auf  die  Grundlagen,  auf  die  sie  sich  alle 
beziehen  müssen,  auf  die  Raum-  und  Zeitanschauung.  Schon  die 
Zahl,  die  der  Mathematiker  in  den  Vordergrund  zu  stellen  pflegt, 
gibt  nach  Kant  durch  die  Zusammenfassung  der  auf  einander  folgen- 
den Zeitpunkte  dem  Begriff  der  Quantität  eine  anschauliche  Form^ 
und  sie  ist  daher  ein  secundäres  Erzeugniss  jenes  Begriffsschematis- 
mus, der  überall  erst  die  allgemeinen  Begriffe  durch  ihre  Darstellung 
in  Formen  des  Zeitverlaufs  anwendbar  machen  soll  auf  die  sinnliche 
Erfahrung.  Die  Bewegung  vollends  setzt  nicht  nur  Zeit  und  Raum, 
sondern  auch  die  Wahrnehmung  eines  beweglichen  Etwas  voraus, 
und  er  behauptet  daher,  dass  sie  im  Unterschied  von  Zeit  und  Raum, 
die  aller  Erfahrung  vorausgehen,  ein  empirischer  Begriff  sei*).  End- 
lich die  einzelnen  arithmetischen  Operationen,  die  einzelnen  geome- 
trischen Gebilde  sind  nach  Kant  durchaus  nur  Constructionen  inner- 
halb der  reinen  Zeit-  und  Raumanschauung,  zu  denen  wir  durch  den 
Eindruck  empirischer  Objecte  veranlasst  werden,  und  bei  deren  Aus- 
führung wir  uns  daher  ebensolcher  Objecte  bedienen  müssen**).  Die 
unendliche  Menge  mathematischer  Ideen,  die  der  vorangegangene 
Realismus  als  ein  angeborenes  Besitzthum  des  Geistes  angesehen 
hatte,  beschränkt  sich  also  bei  Kant  auf  die  reine  Raum-  und  Zeit- 
anschauung. Diese  allein  sind  a  priori  gegeben,  und  die  Zeit- 
anschauung vermittelt  überdies  noch  durch  ihre  Verbindung  mit  der 
Kategorie  der  Quantität  den  reinen  Begriff  der  Zahl.  Alles  weitere 
dagegen  besteht  in  Vorstellungen,  die  durch  „Einschränkungen"^ 
jener  allgemeinen  Anschauungen  entstehen,  zu  welchen  Einschrän- 
kungen wir  durch  einzelne  sinnliche  Wahrnehmungen  veranlasst 
werden.  Indem  wir  an  dem  sinnlichen  Object  dasjenige  auffassen, 
was  an  ihm  reine  Anschauung  ist,  entsteht  der  Gegenstand  des 
mathematischen  Begriffs,  der  in  dem  äusseren  Object  nur  seine  Ge- 
legenheitsursache  hat,  sonst  aber  ganz  und  gar  der  reinen  An- 
schauung angehört.  Auf  diese  Weise  wird  z.  B.  das  sinnliche 
Dreieck   Anlass    zur  Bildung   der   Idee  des  geometrischen  Dreiecks. 

*)  Kritik  der  reinen  Vern.,  2.  Aufl.,  S.  58. 
**)  IVolojifomena   zw  jeder   künftigen   Metaphysik.       Ausg.    von    Rosen- 
kranz. S.  10. 
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Die  mathematischen  Definitionen  und  Axiome  sind  Sätze,  die  sich 
auf  die  Verbindung  der  Bestandtheile  der  reinen  Anschauung  be- 
ziehen, und  sie  sind  daher  nach  Kants  prägnantem  Ausdruck 
.synthetische  Urtheile  a  priori". 

Diese  fundamentale  Reform  der  realistischen  Lehre  unter- 
scheidet sich  von  ihrer  vorangegangenen  Gestaltung  bei  Leibniz 
hauptsächlich  dadurch,  dass  der  ursprüngliche  Besitzstand  des  Geistes 
an  mathematischen  Ideen  nicht  mehr  als  ein  begrifflicher,  sondern 
als  ein  anschaulicher  angesehen  wird.  Kants  Bemühen  ist 
daher  überall  darauf  gerichtet,  die  anschauliche  Natur  der  mathe- 
matischen Operationen  und  Demonstrationen  darzuthun,  und  er  weist 
in  sichtlichem  Gegensatze  zu  Leibniz  darauf  hin,  wie  gerade  auch 
bei  Euklid  der  Beweis  schliesslich  an  die  unmittelbare  Anschauung 
appellire*).  Alle  weiteren  Unterschiede  haben  hierin  ihre  Quelle. 
Besteht  der  ursprüngliche  Besitz  des  Geistes,  aus  dem  die  Mathe- 
matik schöpft,  in  Anschauungen  und  nicht  in  Begriffen,  so  genügt 
es,  die  allgemeinen  Anschauungsformen  als  ursprüngliche  zu  be- 
trachten, aus  denen  sich  die  einzelnen  mathematischen  Vorstellungen 
entwickeln  können.  Damit  wird  auch  der  Einfluss  der  Erfahrungs- 
objecte  ein  anderer;  diese  wirken  nicht  mehr  nach  Analogie  der 
psychologischen  Reproduction,  sondern  sie  erwecken  jene  Thätigkeit 
der  reinen  Einbildungskraft,  welche  die  äusseren  Objecte  gewisser- 
massen  in  die  reine  Anschauung  überträgt,  indem  sie  lediglich  das- 
jenige nacherzeugt,  was  an  ihnen  der  Raum-  und  Zeitform  angehört. 
Ist  auf  diese  Weise  jede  Thätigkeit,  welche  mathematische  Gebilde 
schafft,  constructiver  Natur,  so  besitzen  aber  auch  nothwendig 
die  mathematischen  Fundamentalsätze  den  Charakter  synthetischer 
urtheile.  Jene  einschränkende  Thätigkeit,  welche  die  Einbildungs- 
kraft an  den  Anschauungsformen  ausübt,  um  die  einzelnen  Objecte 
der  mathematischen  Betrachtung  hervorzubringen,  muss  zugleich  ein 
Zusammenfügen  der  einzelnen  Elemente  sein,  aus  denen  die  Objecte 
bestehen.  So  entsteht  jede  Zahl  aus  der  Verbindung  ihrer  Einheiten, 
jede  geometrische  Figur  aus  der  Verbindung  der  einfacheren  Raum- 
gebilde, die  zu  ihrer  Construction  verwendet  werden.  In  dieser 
starken  Betonung  der  synthetischen  Grundlagen  der  Mathematik 
kündet  sich  in  der  Lehre  Kants  schon  das  Ende  jener  Alleinherr- 
schaft der  Analysis  an,  die  mit  Leibniz  begonnen  hatte. 

Von   so    unbestreitbarer  Wahrheit  nun  aber  auch  die  Behaup- 


*)  Kritik  der  reinen  Vern.,  2.  Aufl.,  S.  39. 
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tung  der  synthetischen  Natur  der  mathematischen  Fundamentalsätze 
ist,  so  ist  doch  die  Grundlage,  auf  der  das  ganze  Gebäude  von 
Kants  Philosophie  der  Mathematik  ruht,  die  Apriorität  der  An- 
schauungsformen, von  ihm  nicht  bewiesen  worden.  Seine  beiden 
Argumente,  dass  die  Vorstellungen  raumlicher  und  zeitlicher  Objecte 
die  allgemeinen  Vorstellungen  von  Raum  und  Zeit  als  Bedingungen 
voraussetzen,  und  dass  alle  mathematischen  Sätze  einen  apodiktischen, 
also  über  die  Zufälligkeit  der  Erfahrung  hinausweisenden  Charakter 
besitzen,  sind  hinfällig.  Denn  allerdings  kann  das  Einzelne  in  Raum 
und  Zeit  nicht  vorgestellt  werden,  ohne  dass  die  Raum-  und  Zeit- 
anschauung vorhanden  wären ;  aber  dadurch  wird  nicht  ausgeschlossen, 
dass  sich  diese  an  und  mit  den  einzelnen  Vorstellungen  gleichzeitig 
entwickeln,  und  insofern  es  keine  Anschauungsformen  gibt  ohne  einen 
Empfindungsinhalt,  ist  diese  Annahme  die  zunächst  gebotene.  Apo- 
diktisch aber  ist  das  ausnahmslos  Gültige ;  der  apodiktische  Charakter 
mathematischer  Sätze  wird  daher  vollkommen  zureichend  durch  die 
Thatsache  erklärt,  dass  sie  sich  auf  die  constanten  Bestandtheile 
aller  Erfahrung  beziehen.  (Vgl.  Bd.  I,  S.  574  flF.)  Hat  also  auch 
Kant  den  anschaulichen  und  darum  synthetischen  Charakter  der 
mathematischen  Fund  amen  talsätze  vollkommen  richtig  erkannt,  so  hat 
er  doch  keineswegs  den  Beweis  geliefert,  dass  sie  synthetische  Ur- 
theile  a  priori  sind.  Nun  bildet  aber  dies  gerade  den  auszeich- 
nenden Bestandtheil  der  Kantischen  Lehre.  Nimmt  man  die  AprioritÄt 
der  mathematischen  Principien  hinweg,  so  mündet  Kants  trans- 
scendentale  Aesthetik  in  den  Strom  jener  empiristischen  Anschauungen, 
welche  sich  aus  der  entgegengesetzten  Denkweise  des  Nominalismus 
entwickelt  haben. 

Die  Veränderungen,  die  diese  Richtung  des  mathematischen 
Nominalismus  erfahren  hat,  sind  weit  mehr  an  der  Oberfläche 
geblieben  als  die  Wandlungen  des  Realismus.  Ein  weiter  Raum 
trennt  schon  die  Anschauungen  von  Descartes  und  L e i b n i z ,  ^und 
die  Lehre  Kants  hat  sich  fast  in  aUen  Stücken  im  directen  Gegen- 
satze zu  Leibniz  entwickelt.  Zwischen  Thomas  Hobbes  und 
John  Stuart  Mill  dagegen  besteht  fast  nur  der  Unterschied  un- 
gleicher Betonung  der  verschiedenen  Bestandtheile  einer  im  Ganzen 
übereinstimmenden  Ansicht.  In  seiner  Ueberzeugung  von  dem  Werth 
der  mathematischen  Methode  lässt  sich  Hobbes  nur  mit  Leibniz 
vergleichen*).     Diese   Hochschätzung   tritt  bei   ihm   um    so    augen- 

*)  Vgl.  J.  J.  Bau  mann,  Die  Lehren  von  Raum,  Zeit  und  Mathematik  in 
der  neueren  Philosphie,  Berlin  1868,  Bd.  I,  S.  237  ff. 
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falliger  hervor,  je  mehr  sie  gegen  seine  Auffassung  der  GrundbegriflFe 
contrastirt.  Die  Definitionen  der  Mathematik  verdanken  ihre  Un- 
veränderlichkeit  nur  der  Constanz  der  Namen,  mit  denen  wir  die 
willkürlich  gebildeten  Begriffe  festhalten ;  die  Axiome  aber  sind  aus 
den  Definitionen  abgeleitet,  sie  besitzen  daher  weder  den  Werth  von 
Denkgesetzen  noch  von  objectiven  Naturgesetzen,  sondern  sie  sind 
willkürliche  Festsetzungen  wie  die  ihnen  entsprechenden  Definitionen 
gelbst.  Der  Zweck  dieser  willkürlichen  ^Festsetzungen  pflegt  endlich 
in  der  isolirten  Inbetrachtnahme  gewisser  Bestandtheile  der  sinnlichen 
Objecte  zu  bestehen.  Darum  verbessert  Hob b es  die  geometrischen 
Definitionen  Euklids:  Punkt  ist  nicht  dasjenige  was  keine  Theile  hat, 
sondern  dasjenige,  wovon  beim  Beweis  keine  Theile  in  Betracht  zu 
ziehen  sind;  eine  Linie  ist  nicht  selbst  ohne  Breite,  sondern  sie  soll 
beim  Beweis  so  betrachtet  werden.  Auf  diese  Weise  erscheinen  die 
mathematischen  Begriffe  durchgängig  als  Erzeugnisse  einer  Ab- 
straction;  diese  aber  ist  nicht  eine  noth wendige  Thätigkeit  des 
Geistes,  sondern  sie  beruht  auf  willkürlicher  Uebereinkunft.  Nur 
hierdurch  wird  es  begreiflich,  dass  für  Hobbes  der  auszeichnende 
Charakter  der  Mathematik  nicht  in  ihrem  begrifflichen  Inhalt,  son- 
dern nur  in  ihrer  Methode  besteht.  Wie  er  daher  einerseits  z.  B. 
der  Politik  die  Fähigkeit  zuschreibt,  sich  zum  Rang  einer  mathe- 
matischen Disciplin  zu  erheben,  so  sieht  er  anderseits  in  jedem  streng 
logischen  Denken  eine  Folge  mathematischer  Operationen. 

Sehen  wir  so  in  Hobbes  den  nominalistischen  Gesichtspunkt, 
die  Annahme  der  willkürlichen  Feststellung  der  Begriffe,  durchaus 
vorwalten  und  die  Anerkennung  der  empirischen  Motive  derselben 
Terhältnissmässig  zurücktreten,  so  gewinnen  dagegen  bei  Locke 
diese  das  Uebergewicht.  Das  Element  der  Willkür  hat  sich  bei  ihm 
zu  der  Anerkennung  ermässigt,  dass  die  mathematischen  Ideen  den 
Objecten  der  Wahrnehmung  nicht  unmittelbar  gleich  seien,  sondern 
durch  freie  Variation  der  durch  die  äusseren  Eindrücke  entstandenen 
allgemeinen  Ideen  des  Raumes,  der  Zahl  u.  s.  w.  gebildet  würden. 
Trotz  dieses  von  ihm  zugestandenen  idealen  Charakters  der  mathe- 
matischen Ideen  weist  ihnen  aber  Locke  zugleich  eine  reale  Be- 
deutung an,  da  er  hervorhebt,  die  mathematischen  Sätze  besässen 
eben  insofern  objective  Wahrheit,  als  die  Dinge  mit  ihren  mathe- 
matischen Vorbildern  in  unserem  Geiste  immer  in  einem  gewissen 
Grade  übereinstimmten*).    Sicherlich  ist  er  zu  diesem  Zugeständniss 


♦)  Essays,  B.  II,  eh.  13;  B.  IV,  eh.  4. 
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wesentlich  durch  seine  empiristische  Neigung  geführt  worden,  die 
der  Annahme  von  Principien  widerstrebte,  deren  Anwendbarkeit  auf 
die  Erfahrung  irgendwie  bezweifelt  werden  konnte.  Dennoch  kommt 
gerade  dadurch  in  seine  Auffassung  der  Mathematik  ein  stark  rea- 
listischer Zug.  Erinnert  doch  die  Annahme  von  Vorbildern  im  Geiste, 
abgesehen  von  der  Behauptung  ihrer  empirischen  Entstehung,  un- 
mittelbar an  Cartesianische  Vorstellungen.  Fast  noch  näher  kommt 
aber  Locke,  durch  die  Betonung  der  anschaulichen  Natur  der 
mathematischen  Ideen  und  die  Rückbeziehung  aller  mathematischen 
Beweise  auf  die  Anschauung,  bereits  Kant.  Denn  was  ist  die  all- 
gemeine Idee  des  Raumes  anderes  als  eine  reine  Anschauung,  nur 
dass  sie  a  posteriori  entstanden  gedacht  wird?  Vollends  die  Ein- 
schränkungen und  Variationen  dieser  Idee  sind  ein  Construiren  inner- 
halb der  reinen  Anschauung,  welches  sogar  in  die  logische  Form 
synthetischer  Urtheile  a  priori  gebracht  werden  könnte.  So  leidet 
die  Lehre  Lockes  an  einem  unheilbaren  Widerspruch  zwischen  der 
empiristischen  Grundanschauung  und  den  zum  Theil  völlig  rationa- 
listischen Ausfuhrungen  im  einzelnen.  Ist  die  Erfahrung  die  einzige 
Quelle  des  Wissens,  so  bleibt  es  in  der  That  unbegreiflich,  wie  Ideen  ent- 
stehen können,  denen  kein  adäquates  Object  in  der  Erfahrung  entspricht. 
Ein  solcher  Widerspruch  liess  sich  vermeiden,  sobald  man  die 
Identität  der  mathematischen  Ideen  und  der  sinnlichen  Einzel- 
vorstellungen behauptete.  Diesen  Weg  schlug  Berkeley  ein.  Wie 
er  die  abstracten  Begriffe  leugnet,  so  selbstverständlich  auch  die 
Existenz  einer  reinen  Raum-  und  Zeitanschauung.  Die  vollkommen 
zu  Recht  bestehende  psychologische  Unmöglichkeit,  das  Allgemeine 
als  solches  vorzustellen,  veranlasst  ihn,  ihm  auch  die  logische  und 
erkenntnisstheoretische  Berechtigung  abzusprechen,  und  er  versetzt 
sich  dadurch  in  einen  schneidenden  Widerspruch  vor  allem  mit  den 
Postulaten  der  mathematischen  Wissenschaft.  Das  Dreieck  im  Geiste 
und  das  wirkliche  Dreieck  sind  ihm  eins  und  dasselbe.  Alle  zufälligen 
Eigenschaften  des  letzteren  finden  sich  in  jenem  wieder.  Auch  die 
geometrische  Demonstration  hat  daher  nur  dieses  sinnliche  Dreieck 
im  Auge,  und  die  an  ihm  bewiesenen  Sätze  haben  für  andere  Drei- 
ecke nur  insofern  Gültigkeit,  als  sie  ihm  gleichen.  Die  bindende 
Kraft  der  mathematischen  Folgerungen  hat  darum  nach  Berkeley 
schliesslich  ihren  Grund  in  der  Constanz  der  geometrischen  Figuren 
und  der  sonstigen  Objecte,  auf  die  sich  die  Demonstration  bezieht*). 


^)  Treatise  on  the  principles  of  hum.  knowledge.     Introd.  und  CXI  f. 
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Die  Schwäche  dieser  Begründung  liegt  offen  zu  Tage.    Als  sinnliche 
EinzelTorstellungen   entbehren  die  mathematischen  Objecte  durchaus 
der  Unveränderlichkeit,   die   ihnen  Berkeley   zuschreibt.     Sie  ge- 
winnen  dieselbe   gerade  erst  durch  jene  Denkacte,    durch  die  unter 
ihnen  abstracte  Begriffe  gedacht  werden,  welche  Berkeley  leugnet. 
Auf  dem  Boden  der  Erfahrungsphilosophie  gibt  es  nur  einen 
Ausweg   aus   diesen  Schwierigkeiten:   die  Rückkehr  zu  der  nomina- 
listischen  Anschauung  von  Hob  bes.    Sie  beginnt  mit  H  u  m  e.    Frei- 
hch  glaubt  auch  Hume  die  mathematischen  Ideen  nicht  als    blosse 
Erzeugnisse   der   Abstraction   ansehen   zu   können,    sondern   er  gibt 
ihnen  mit  Berkeley  ein  sinnliches  Substrat.   Aber  er  hält  es  nicht 
für  erforderlich,  dass  jede  einzelne  Zahl,  jede  beliebige  geometrische 
Figur  aus  der  Anschauung  eines  sinnlichen  Objects  entspringe,  son- 
dern   er    meint,    nur   die    Elemente,    mit    denen    wir    unsere    Con- 
structionen  ausführen,  müssten  als  reale  Objecte  der  Erfahrung  ge- 
geben sein*).    So  gewinnen  wir  eine  gegebene  Zahl  durch  die  wieder- 
holte Setzung  eines  Punktes,  so  eine  geometrische  Curve  durch  die 
Aneinanderreihung   von   Punkten  u.  s.  w.     Auf  diese  Weise   ist   es 
der   in   der   Wahrnehmung   untheilbare  Punkt,    auf  den  alle  arith- 
metischen  und   geometrischen   Constructionen   als   letztes   gegebenes 
Element  zurückführen.    Aus  diesem  Element  erzeugen  wir  aber  nach 
Willkür  alle  mathematischen  Vorstellungen,    und  auf  dieser  unserer 
willkürlichen  Erzeugung   beruht  schliesslich  die  Evidenz  der  mathe- 
matischen Folgerungen. 

So   spielt  bei  Hume  der  sieht-  und  fühlbare  Punkt  die  Rolle 
eines   psychischen  Atoms.     Dieses   ist   ihm   eine  unmittelbare  That- 
sache    der    sinnlichen    Erfahrung.     Durch   Wiederholung    und    An- 
einanderfügung desselben  sollen  wir  aber  in  freier  Construction  alle 
möglichen  mathematischen  Gebilde  hervorbringen  können,  wobei  wir 
freilich  auch  hier  durch  die  Beispiele  geleitet  werden,  die  uns  in  der 
äusseren  Erfahrung  gegeben  sind.     Doch  die  Schwierigkeiten,  denen 
Berkeleys  Anschauung  begegnet  war,  sind  durch  diese  Beschrän- 
kung der  sinnlichen  Objecte  der  Mathematik  auf  ein  letztes  Element 
nicht  beseitigt.     Denn  wie  sollen  wir  voraussetzen,  dass  dieses  Ele- 
ment in  allen  mathematischen  Vorstellungen  derselben  Art  ein  con- 
stantes  bleibe,  wie  es  doch  im  mathematischen  Denken  vorausgesetzt 
wird,    während   die  Eigenschaften    unserer  Empfindung  fortwährend 
wechseln?     Wie  verträgt  sich  ferner  die  Annahme,  dass  der  mathe- 


*)  Treat.  on  hum.  nat.,  B.  I,  2. 
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matische  Punkt  reale  Ausdehnung  und  sonstige  qualitative  Eigen- 
schaften wie  Farbe  und  Festigkeit  hat,  mit  der  mathematischen  Vor- 
aussetzung, dass  ihm  alles  dies  nicht  zukomme?  Wenn  die  sinnliche 
Wahrnehmung  die  einzige  Quelle  unserer  Ideen  ist,  so  dürfen  wir 
auch  erwarten,  alle  Bestandtheile  jener  in  diesen  wiederum  anzu- 
treffen. 

Hier  gibt  es  keine  andere  Rettung  als  den  Rückgang  auf 
Hobbes  ganz  zu  vollziehen,  einzugestehen,  dass  die  Voraussetzungen 
der  Mathematik  abweichen  von  den  sinnlichen  Vorstellungen,  durch 
die  sie  angeregt  werden,  eben  darum  aber  auch  schon  den  Grund- 
lagen dieser  Wissenschaft  nur  einen  hypothetischen  Werth  beizu- 
legen. Es  ist  hauptsächlich  das  Verdienst  John  Stuart  Mills, 
die  Nothwendigkeit  dieser  Consequenz  erkannt  zu  haben.  Seine  An- 
schauungen fallen  in  allen  wesentlichen  Punkten  mit  denen  von 
Hobbes  zusammen;  aber  die  erkenntnisstheoretische  Arbeit  eines 
Locke,  Berkeley  und  Hume  ist  für  ihn  nicht  umsonst  gethan. 
Das  sinnliche  Dreieck  und  das  Dreieck  in  unserem  Geiste,  erklärt 
auch  Mi  11,  sind  eins  und  dasselbe;  einen  Punkt  ohne  Ausdehnung 
und  eine  Linie  von  absolut  gerader  Richtung  gibt  es  nicht  in  unserer 
Anschauung*).  Gerade  darum  aber  beziehen  sich  die  Definitionen 
und  Axiome  der  Geometrie  weder  auf  die  sinnlichen  Objecto  noch 
auf  unsere  Vorstellungen  von  ihnen,  sondern  auf  rein  hypothetische 
Gebilde,  denen  sich  die  sinnlichen  Objecte  immer  nur  mehr  oder 
weniger  annähern  können.  Jene  Definitionen  und  Axiome  haben 
daher  nur  insoweit  reale  Gültigkeit,  als  sich  die  Objecte  ihnen  wirk- 
lich annähern.  Nur  in  einem  Punkte  entfernt  sich  Mi  11  von 
Hobbes:  die  Voraussetzungen  der  Mathematik  sind  ihm  nicht  will- 
kürliche Fictionen,  sondern  Hypothesen,  zu  denen  wir  durch  die  Er- 
fahrung genöthigt  werden.  Doch  ist  auch  dieser  Unterschied  fast 
nur  ein  scheinbarer,  denn  weder  hat  Hobbes  den  Einfluss  der  Er- 
fahrung geleugnet,  noch  kann  sich  Mill  der  Anerkennung  wider- 
setzen, dass  die  Aufstellung  mathematischer  Hypothesen  schliesslich 
eine  Handlung  unseres  Willens  sei. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  neuere  Mathematiker  nicht  selten 
aus  eigenem  Antrieb  zu  der  nämlichen  Auffassung  gedrängt,  dabei 
aber  meistens  durch  Motive  bestimmt  worden  sind,  die  von  dem 
Empirismus   Mills    weit    abliegen.     Da   zahlreiche   Objecte   mathe- 


*)  Mill,  System  der  deductiven  und  inductiven  Logik,  übers,  von  Schiel, 
2.  Aufl.,  I,  S.  270  f. 
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matischer  Speculation  ganz  und  gar  imaginärer  Art  sind,  also  auf 
Voraussetzungen  beruhen,  die  nicht  unmittelbar  aus  der  Erfahrung 
entspringen  können,  so  betrachtet  man  alle  diese  Voraussetzungen 
als  wiDkürliche  Hypothesen.  Da  übrigens  von  den  Vertretern  der 
speculativen  Mathematik  zugestanden  wird,  dass  irgend  welche  ima- 
ginäre Begriffe  stets  in  Operationen  ihre  Quelle  haben,  die  von  den 
einer  realen  Veranschaulichung  fähigen  arithmetischen  oder  geome- 
trischen Begriffen  ausgehen,  so  bleibt  auch  hier  in  Bezug  auf  die 
fundamentalsten  Principien  die  Ansicht  Mills  bestehen,  dass  die- 
selben hypothetischer  Art,  aber  aus  Anlass  bestimmter  Erfahrungs- 
objecte  gebildet  seien. 

Das   logische  Verfahren   nun,  das    aus  einzelnen  Erfahrungen 
allgemeine  mathematische  Sätze,  Definitionen  oder  Axiome,  ableitet, 
bezeichnet  Mi II  als  eine  Induction,  und  er  fasst  dasselbe  als  voll- 
kommen  übereinstimmend   mit   der  Gewinnung   physikalischer    oder 
anderer  Naturgesetze  durch  Induction  auf.     Wie  sich  auf  physikali- 
schem  Gebiet   die   empirischen  Erscheinungen    den   von  uns  formu- 
lirten  Gesetzen   immer  nur  mehr  oder  weniger  annähern,   so  sollen 
die   Gesetze   der   Arithmetik   und    Geometrie   nur   eine  schematische 
Bedeutung  besitzen,  dadurch  aber  gerade  auf  alle  möglichen  Objecte 
anwendbar  sein.    Auch  in  diesen  Ausführungen  treten  die  Schwächen 
der  nominalistischen  Auffassung  deutlich  zu  Tage.    Dass  die  mathe- 
matischen Wahrheiten  in  irgend  einer  Art  von  Erfahrung  ihre  Quelle 
haben,    wird  Niemand   mehr  leugnen.     In   diesem  Sinne   wird  auch 
von    vornherein   zugestanden   werden ,    dass  '  die   mathematische   Er- 
kenntniss   schliesslich   auf  Inductionen   zurückführt.     Aber  dass  nun 
diese    Inductionen   in    ihrem  Wesen   völlig    mit  denjenigen  überein- 
stimmen  sollen,   aus  denen   wir  allgemeine  Naturgesetze  gewinnen, 
dies    ist   eine  Annahme,    die   in   der   thatsächlichen  Verschiedenheit 
physikalischer  und   mathematischer   Sätze   ihre   Widerlegung   findet. 
Wohl  stellt  auch  der  Phvsiker  abstracte  Gesetze  auf,  die  in  der  Er- 
fahrung   immer   nur   annähernd   verwirklicht   sind.     Aber    alle   Ab- 
weichungen beobachtet  er  auf  das  genaueste  und  sucht  sie  auf  ihre 
Ursachen   zurückzuführen.     Den   Geometer  dagegen   stören  die  Un- 
genauigkeiten  seiner  Figuren  ebenso  wenig  wie  die  Erkenntniss,  dass 
es  keine  Objecte  gibt,  die  seinen  Begriffen  vollkommen  adäquat  sind. 
Hierin  liegt  eben  der  Beweis,  dass  sich  seine  Inductionen  nicht  auf 
äussere  Objecte  beziehen,  sondern  nur  auf  seine  eigenen  Vorstellungen, 
und  dass  hier  die  Objecte  bloss  die  Rolle  von  Hülfsmitteln   spielen, 
welche  die  Vorstellungen  erwecken  sollen.    Doch  in  einer  Beziehung 
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ezistirt  allerdings  eine  bemerkenswerthe  Analogie  zwischen  der 
Generalisation  der  Naturgesetze  und  der  Aufstellung  mathematischer 
Sätze.  Bei  den  fundamentalen  Naturgesetzen  gehen  wir  im  all- 
gemeinen von  der  Voraussetzung  aus,  dass  sie  von  einfacher  Art 
sind,  dass  sie  also  insbesondere  eine  einfache  mathematische  Formu- 
lirung  zulassen.  Nicht  minder  herrscht  in  der  Mathematik  diese 
Lex  simplicitatis.  In  der  Geometrie  z.  B.  gelten  der  Punkt,  die  Ge- 
rade, die  Ebene  oiS'enbar  deshalb  als  die  Elemente  aller  Construction, 
weil  sie  die  einfachsten  Gebilde  unserer  geometrischen  Abstraction 
sind.  Aber  auch  hier  besteht  ein  wesentlicher  Unterschied.  In  der 
Mathematik  ist  die  Einfachheit  der  Principien  eine  selbstverständliche 
V^oraussetzung.  Wo  es  sich  zeigen  sollte,  dass  ein  Princip  dieser 
Voraussetzung  nicht  genügt,  da  muss  es  zerlegt  werden,  bis  sie  er- 
füllt ist.  In  der  Naturwissenschaft  ist  die  Einfachheit  ein  Postulat, 
dem  immer  nur  insoweit  nachzugehen  erlaubt  ist,  als  es  die  Er- 
fahrung gestattet.  Daraus  geht  schon  hervor,  dass  dieses  Postulat 
gar  nicht  in  der  Naturwissenschaft  selbst  entsprungen  ist,  sondern 
von  aussen  in  sie  hereingetragen  wird.  In  der  That  ist  leicht  zu 
erkennen,  dass  es  nirgend  anders  als  in  der  Mathematik  oder  in  den 
formalen  Gesetzen  unserer  Zeit-  und  Raumanschauung,  die  das  Ob- 
ject  der  Mathematik  sind,  seine  Wurzel  hat;  wie  solches  auch  die 
Thatsache  andeutet,  dass  wir  für  jedes  Naturgesetz  einen  möglichst 
einfachen  mathematischen  Ausdruck  zu  finden  suchen. 

Die  Auffassung  der  mathematischen  Sätze  als  Generalisationen, 
die  den  Generalisationen  der  Naturgesetze  entsprechen  sollen,  kreuzt 
sich  nun  aber  ausserdem  mit  einer  fast  noch  unzulässigeren  An- 
wendung des  Begriflfs  der  Abstraction.  Da  es  keine  Objecte  oder 
Vorstellungen  gibt,  die  den  Begriffen  der  Einheit,  des  Punktes,  der 
Geraden  u.  s.  w.  vollkommen  adäquat  sind,  so  liegt  es  nahe,  alle 
mathematischen  Grundbegriffe  aus  einem  Abstractionsprocess  hervor- 
gehen zu  lassen.  So  wenig  nun  zu  leugnen  ist,  dass  die  Mathematik 
auf  Inductionen  aufgebaut  sei,  ebenso  wenig  lässt  sich  die  Bedeutung 
der  Abstraction  bei  der  Aufstellung  ihrer  Begriffe  in  Abrede  stellen. 
Aber  auch  hier  begeht  wieder  der  Nominalismus  den  Fehler,  dass 
er  diese  Abstraction  als  einen  uniformen  Process  ansieht,  der  sich 
in  seiner  Bethätigung  auf  mathematischem  Gebiete  durchaus  nicht 
unterscheide  von  der  Abstraction  sonstiger  Erfahrungsbegriffe.  Nach 
ihm  sollen  wir  den  Begriff  der  Geraden  in  der  nämlichen  Weise 
bilden,  in  der  in  uns  etwa  der  Begriff  eines  vierfüssigen  Thieres 
entsteht.    Wie  wir  bei  diesem  von  allen  Merkmalen  eines  Thieres  nur 
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dasjenige  der  vier  Füsse  festhalten,  so  sollen  wir  bei  dem  Begriff 
der  Gksraden  nicht  nur  von  der  verschiedenen  Dicke  und  Länge  der 
einzelnen  in  der  Erfahrung  gegebenen  geraden  Linien,  sondern  auch 
Ton  ihrer  mehr  oder  minder  grossen  Abweichung  von  der  geraden 
Richtung  absehen  und  so  die  Gerade  in  abstracto  übrig  behalten. 
Als  wenn  diese  Eigenschaft  gerade  zu  sein  nicht  eben  allen  einzelnen 
Linien,  die  von  der  geraden  Richtung  abweichen,  fehlte,  so  dass  sie 
unmöglich  aus  ihnen  abstrahirt  werden  kann,  sondern  offenbar  schon 
Torhanden  sein  muss,  wenn  jene  Richtungen  als  annähernd  gerade 
erkannt  werden  sollen.  Ja  Mi  11  stellt  gelegentlich  die  Eigenschaft 
der  Dinge  zählbar  zu  sein  auf  eine  Linie  mit  ihrer  Eigenschaft 
blau  oder  hart  oder  süss  zu  sein,  mit  dem  einzigen  Unterschied, 
dass  dieses  Merkmal  der  Zählbarkeit  allen  Dingen  ohne  Ausnahme 
zukomme*). 

Gibt  der  Nominalismus  in  seinen  Anfängen  von  der  Entstehung 
der  Voraussetzungen,  von  welchen  die  mathematische  Demonstration 
ausgeht,   gar   keine  Rechenschaft,    so   ist  die  Antwort  dieser  seiner 
letzten  Entwicklungen   ungenügend;   denn   indem  hier  hauptsächlich 
auf  die  äusseren  Gelegenheitsursachen   der   mathematischen  Begriffe 
Werth  gelegt  wird,   bleiben  die  wesentlichen  logischen  Eigenthüm- 
lichkeiten,   die  bei  der  Entstehung  dieser  Begriffe  obwalten,   unbe- 
achtet.     Wirft   so   der  Nominalismus   die    mathematischen   Begriffe 
trotz    ihrer   bedeutsamen   Unterschiede    mit    den    gewöhnlichen   Er- 
fahrungsbegriffen zusammen,  so  reisst  aber  der  Realismus  beide  der- 
gestalt aus  einander,   dass  den  mathematischen  Principien  abermals 
das  logische  Fundament  abhanden  kommt.    Sie  erscheinen  entweder, 
wie  in  den  älteren  Ansichten,  als  ein  ursprüngliches  Besitzthum  des 
Geistes  oder,  wie  bei  K  a  n  t ,  als  Erzeugnisse  einer  in  ursprünglichen 
Anschauungsformen    frei    thätigen   Einbildungskraft.      So    werthvoU 
hier   der  Hinweis  auf  die  Betheiligung   des  Denkens  und  der  allge- 
meinen Formen  unserer  Anschauung   ist,   so  wird   doch  dabei  nicht 
nur   der  Einfluss   der  äusseren   und   inneren  Erfahrung  unterschätzt, 
sondern  es  fehlt  auch  jeder  Versuch,  jener  constructiven  Thätigkeit, 
welche    die   mathematischen   Objecte   erzeugt,    im   Einzelnen   nach- 
zugehen und  die  logischen  Verfahrungsweisen  festzustellen,  aus  denen 
die    mathematischen  Begriffe   entspringen.     Ein  Versuch   dieser  Art 
darf  aber  nicht  die  Principien  für  sich  ins  Auge  fassen,  isolirt  von 
dem   Unterbau   zahlreicher   einzelner  Anschauungen   und  Sätze,    den 


*)  Mill,  Logik,  I,  S.  266. 
Wandt,  Log:ik.   II,  l.    2.  Aufl.  S 
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sie  voraussetzen.  Denn  die  Qeschichte  der  Mathematik  lehrt,  dass 
auch  in  ihr  fast  überall  einzelne  Erkenntnisse  den  allgemeinen  voran- 
gegangen sind. 

b.    Die  historische  Bedeutung  der  mathematischen  Induction. 

Wo  immer  wir  im  Stande  sind,  die  grundlegenden  mathemati- 
schen Erkenntnisse  auf  ihren  ersten  Ursprung  zurückzuverfolgen,  da 
ergibt  sich  als  deren  Quelle  die  Induction  aus  der  Erfahrung.  So 
wird  Niemand  daran  zweifeln,  dass  die  vier  arithmetischen  Funda- 
mentaloperationen aus  Anlass  der  Wahrnehmungen  getrennter  Ob- 
jecte  und  ihrer  verschiedenartigen  Gruppirungen  entstanden  seien, 
da  ausser  unserem  eigenen  Ziffernsystem  die  sämmtlichen  Zähl- 
methoden der  Naturvölker  auf  einen  solchen  Ursprung  hinweisen*). 
Aber  es  ist  bemerkenswerth,  dass  wir  in  den  Anfängen  der  mathe- 
matischen Wissenschaft  deutlichen  Spuren  der  Induction  auch  bei 
zusammengesetzten  arithmetischen  Problemen  begegnen.  Eine  der 
frühesten  Aufgaben  dieser  Art,  die  sich  an  die  Division  anschliesst, 
ist  wohl  die  Umwandlung  der  durch  die  Theilung  eines  Ganzen  ge- 
wonnenen Bruchzahlen  in  eine  Summe  einfacherer  Brüche,  die  ihnen 
äquivalent  ist,  eine  Aufgabe,  die  schon  von  den  altägyptischen 
Rechnern  mit  grosser  Fertigkeit  gelöst  wurde**).  Der  einfachste 
Bruch  ist  der,  dessen  Zähler  die  Eins  ist,  weil  er  unmittelbar  das 
Verhältniss  des  Theils  zu  dem  Ganzen  angibt.  Die  Ueberführung 
in  solche  Stammbrüche  gewährte  eine  leichtere  Vergleichung  ver- 
schiedener Theilungen  mit  einander,  und  sie  spielte  daher,  wie  es 
scheint,  in  den  frühesten  Zeiten  der  Mathematik  eine  ähnliche  Rolle^ 
wie  sie  heut  zu  Tage  dem  entgegengesetzten  Verfahren  der  Um- 
wandlung in  Brüche  mit  gleichem  Nenner  zukommt.  Aber  während 
wir  uns  zu  dem  letzteren  Zweck  einer  einfachen  auf  die  arithmeti- 
schen Axiome  gegründeten  Regel  bedienen,  fand  der  ägyptische 
Rechner  offenbar  rein  empirisch  durch  versuchsweise  Theilungen,  dass 

beispielsweise  —^  =  -tz — | — tt  oder  -=-  =  -7; — I-  -rrr  sei,   u.  s.  w. 

o  J  o  5  o  15 

Wie   sehr   die   so   gewonnene  Tafel   der  Induction   entsprungen   ist, 

geht  am  sichersten  daraus  hervor,    dass  keinerlei  übereinstimmende 


*)  Vgl.  A.  V.  H  u  m  b  0 1  d  t ,  C  r  e  1 1  e's  Journal  f.  Mathematik,  Bd.  4,  S.  205. 
Pott,  Die  quinäre  und  vigesimale  Zählmethode,  Halle  1847. 

**)  A.  Eisenlohr,   Ein  mathematisches  Handbuch  der  alten  Aegypter 
(Papyrus  Rhind  des  British  Museum),  Leipzig  1877. 
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Regel  die  verschiedenen  Theilungen  beherrscht,  so  dass  oiBFenbar  jede 
einzelne  Zerlegung  eine  besondere  Induction  erforderte. 

Dass  die  frühesten  geometrischen  Sätze  in  ähnlicher  Weise  ent- 
standen sind,  wird  nicht  minder  durch  die  Umstände,  die  ihr  erstes 
Auftreten  begleiten,  über  allen  Zweifel  erhoben.  Eine  der  ersten 
Aufgaben  der  praktischen  Geometrie  war  wohl  die  Berechnung  des 
Flächeninhalts  eines  Quadrats  aus  seiner  Seite.  Indem  man  ein  be- 
liebiges Quadrat  in  kleine  Quadrate  von  der  Seitenlänge  1  zerlegte, 
ergab  sich  durch  einfache  Addition  der  Satz,  dass  der  Flächeninhalt 
^  a  .  a  sei ,  wenn  die  Länge  einer  Seite  =  a  ist.  Es  lag  nahe, 
diesen  Satz  sofort  auf  das  Rechteck  zu  übertragen  und  festzustellen, 
dass  hier  den  Seiten  a  und  b  ein  Flächeninhalt  a  .  b  entspricht.  Nur 
wenn  in  solcher  Weise  der  erste  Schritt  durch  Induction  gethan  war, 
konnte  es  geschehen,  dass  eine  ähnliche  Uebertragung  weiterhin 
auch  da  stattfand,  wo  sie  zu  falschen  Ergebnissen  führte,  dass  man 
also  beispielsweise  den  Inhalt  des  gleichschenkeligen  Dreiecks  von  den 

Seitenlängen  a  und  b  zu  — ^ —  bestimmte*).    Auch  die  Ausmessung 

der  Kreisfläche  konnte  in  der  frühesten  Zeit  nur  empirisch,  etwa 
durch  Theilung  in  kleine  Quadrate  und  Vergleichung  mit  dem  über 
dem  Durchmesser  errichteten  Quadrate  geschehen  sein,  da  sonst 
kaum  begreiflich  wäre,  dass  dieses  Problem  von  Anfang  an  gerade 
in  der  Form  der  Quadratur  des  Kreises  aufgetreten  ist. 

Von  noch  grösserem  Interesse  sind  die  Spuren,  welche  darauf 
hinweisen,  dass  Sätze,  deren  verwickelte  Beschaffenheit  ihre  allge- 
meingültige Erkenntniss  durch  Induction  ausschliesst ,  in  gewissen 
einfacheren  Fällen  dennoch  auf  diesem  Wege  gefunden  wurden,  und 
der  nachfolgenden  Deduction  nur  die  Aufgabe  blieb,  einen  Beweis 
zu  ersinnen,  der  das  in  einzelnen  anschaulichen  Beispielen  Erkannte 
zu  einer  allgemeinen  Wahrheit  erhob.  Auch  hier  mögen  nicht  selten 
empirische  Proben,  ob  das  in  einem  bestimmten  Fall  Beobachtete 
auch  in  einem  andern  davon  abweichenden  zutreffe,  dem  verallge- 
meinernden Beweise  vorangegangen  sein;  war  aber  dieser  erst  ge- 
funden, so  gerieth  jene  inductive  Vorbereitung  leicht  in  Vergessen- 
heit. Wenn  uns  übrigens  berichtet  wird,  dass  die  Alten  den  Satz 
von  der  Winkelsumme  im  Dreieck  für  jede  besondere  Form  des 
Dreiecks  auch  besonders  bewiesen,  zuerst  für  das  gleichseitige,  dann 
für  das  gleichschenkelige  und  zuletzt  für  das  ungleichseitige  Dreieck, 


*)  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  I,  S.  49. 
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80  werden  wir  hierin  die  Spuren  einer  Induction  um  so  weniger  ver- 
kennen, als  für  das  gleichseitige  und  gleichschenkelige  Dreieck  der 
unmittelbare  Augenschein  zu  einer  Messung  der  Winkel  führen 
konnte.     Denkt  man   sich   das  gleichseitige  Dreieck  ABC  (Fig.  1) 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


in  ein  Rechteck  eingezeichnet,  so  lehrt  leicht  die  Beobachtung,  dass 
die  drei  Winkel  bei  B^  die  zusammen  zwei  Rechten  gleich  sind,  den 
drei  einander  gleichen  Winkeln  des  Dreiecks  ABC  entsprechen. 
War  erst  der  Satz  für  diesen  einfachsten  Fall  gefunden,  so  lag  es 
nahe,  ihn  nun  auch  für  das  gleichschenkelige  und  sodann  für  jedes 
beliebige  Dreieck  durch  eine  ähnliche  Einzeichnung  in  ein  Rechteck 
zu  constatiren.  Indem  jedoch,  sobald  alle  drei  Winkel  bei  B  ver- 
schieden wurden  (Fig.  2),  zugleich  sich  die  entsprechende  Verschieden- 
heit der  Dreieckswinkel  der  Beobachtung  aufdrängte,  mochte  aus 
dieser  Erweiterung  ausserdem  der  allgemeinere  Satz  von  der  Gleich- 
heit der  Wechsel  Winkel  entspringen,  worauf  dann  später  umgekehrt 
aus  diesem  erst  der  Satz  von  der  Winkelsumme  im  Dreieck  abgeleitet 
wurde*).  Aehnlich  ist  der  Pythagoreische  Lehrsatz  sicherlich  zuerst 
aus  einzelnen,  der  Anschauung  leicht  zugänglichen  Fällen  abstrahirt 
worden,  mag  man  nun  etwa  an  dem  Dreieck  von  den  Seitenlängen 
3,  4,  5,  dessen  man  sich  seit  alter  Zeit  zur  Construction  des  rechten 
Winkels  bediente,  die  Eigenschaft,  dass  das  Quadrat  der  dritten 
Seite  der  Summe  aus  den  Quadraten  der  beiden  ersten  gleich  sei, 
herausgefunden**),  oder  mag  man,  was  noch  wahrscheinlicher 
sein  dürfte,  an  einer  Construction  wie  der  in  Fig.  3  dargestellten 
jenen  Satz  entdeckt  haben.  Eine  regelmässige  Figur  dieser  Art,  die 
nicht  einmal  in  geometrischer  Absicht  ausgeführt   zu  sein  brauchte. 


*)  Eine  ähnliche,  aber  in  Bezug  auf  die  Reihenfolge  der  Sätze  entgegen- 
gesetzte Reconstruction  vgl.  bei  H.  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik 
im  Alterthum  und  Mittelalter,  Leipzig  1874,  S.  96. 

**)  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  I,  S.  153. 
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lasst  sofort  die  Massbeziehung  efgh  =  -^abcd  =  2aemh  er- 
kennen*). Dieser  einfachste  Fall  des  Pythagoreischen  Satzes,  der 
sich  auf  das  gleichschenkelige  rechtwinkelige  Dreieck  bezieht,  musste 
zugleich  zu  einer  Wahrnehmung  Anlass  bieten,  die  für  die  Weiter- 
entwicklung der  Mathematik  von  folgenschwerer  Bedeutung  wurde. 
So  anschaulich  sich  das  Massverhältniss  der 
Linien  geometrisch  erkennen  liess,  so  wider-  Fig.  3. 

setzte  es  sich  doch  einer  genauen  arithmeti- 
schen Bestimmung.  Die  Diagonale  e  h  irgend 
eines  Quadrates  aemh  lässt  sich  nicht  in 
einer  ganzen  Zahl  angeben,  wenn  a  e,  die 
Länge  der  Seite,  durch  eine  ganze  Zahl  mess- 
bar ist.  So  haben  wir  allen  Grund  anzu- 
nehmen, dass  die  Entdeckung  des  Irratio- 
nal e  n  ,  welche  die  TJeberlieferung  dem 
Pjthagoras  zuschreibt,    auf  dem   nämlichen 

Weg  inductiver  Ermittelungen   geschehen   sei.     Nur  in   einer  Be- 
ziehung überschreiten  diese  geometrischen  Versuche  bereits  den  Kreis 
der  reinen  Induction.    Sie  bedienen  sich,  namentlich  da  wo  sie  Sätze, 
die  in  speciellen  Fällen  gefunden  sind,  in  Bezug  auf  ihre  Allgemein- 
gültigkeit  prüfen   wollen,    der  Ziehung   von' Hülfslinien.     Die   geo- 
metrische Hülfsconstruction   aber   bezeichnet,   wenn   sie  auch  durch 
die  probeweise  Art  ihrer  Anwendung   hier  noch  ganz  als  inductives 
Hülfsmittel  verwendet  wird,  doch  schon  deutlich  den  üebergang  zur 
Deduction,    da   der  Gedanke  nahe  liegt,   die  nämlichen  Hülfsmittel, 
die  zur  inductiven  Auffindung  eines  Satzes  gedient  haben,  nun  auch 
sofort   zu   dessen  Demonstration   zu   benützen.     So   ist   es  denn  be- 
greiflich,   dass    im    einzelnen   Fall    häufig   nicht   mehr    entschieden 
werden   kann,   ob   eine  bestimmte  Hülfsconstruction  sogleich  in  de- 
ductiver  oder   ursprünglich   in   inductiver  Absicht  gebraucht  wurde. 
GKbt   man   sich   aber  Rechenschaft  über   den  Weg,    den  heute  noch 
Jeder  bei   der  Lösung   einer  geometrischen  Aufgabe   einschlägt,   so 
kann  nicht  zweifelhaft  sein,    dass   die  Construction  überall  zunächst 
in  einem  experimentellen  Verfahren  bestand,  das  manchmal  erst  nach 
vielen   vergeblichen   Versuchen   zum   Ziel    führte.      Nachdem    durch 


*)  Aehnliche  hypothetische  Construetionen  vgl.  bei  Ilankel,  a.  a.  0. 
S.  98,  ebenso  die  in  Bd.  I,  S.  571  mitgetheilte  Figur,  die  jedoch  weniger  als 
die  obige  dem  Geiste  frühester  Geometrie  entsprechen  dürfte. 
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dasselbe  die  Gültigkeit  gewisser  Sätze  inductiv  gefunden  war,  konnte 
man  zur  Aufsuchung  der  zweckmässigsten  Constructionen  übergehen 
und  auf  diese  Weise  auch  der  Deduction  die  nämliche  Methode 
dienstbar  machen.  Die  scheinbare  Zufälligkeit,  die  so  vielfach  bei 
den  Constructionen  Euklids  auffällt,  trägt  noch  deutliche  Spuren 
jenes  tastenden  Verfahrens  an  sich,  das  man  bei  den  ersten  geo- 
metrischen Inductionen  befolgen  musste.  Ja  selbst  darin  zeigen  sich 
bei  diesem  Geometer  die  Nachwirkungen  der  inductiven  Periode,  dass 
er  nicht  ganz  selten  ein  allgemeines  Theorem  in  mehrere  Fälle  zer- 
legt, für  die  er  einzeln  den  Beweis  führt*). 

c.    Die  bleibenden  Formen  der  mathematischen  Induction. 

Nehmen  wir  alle  üeberlieferungen  zusammen,  die  uns  aus  der 
frühesten  Entwicklungszeit  des  mathematischen  Denkens  geblieben 
sind,  so  lässt  sich  aus  ihnen  mit  der  grössten  Wahrscheinlichkeit 
schliessen,  dass  die  Mathematik  ursprünglich  eine  inductive  Wissen- 
schaft gewesen  ist.  So  bedeutsam  dies  aber  auch  für  die  Entwick- 
lung der  Erkenntniss  überhaupt  sein  mag,  so  erscheint  doch  für  den 
wissenschaftlichen  Charakter  der  Mathematik  von  noch  grösserer 
Wichtigkeit  die  weitere  Thatsache,  dass  es  in  ihr  gewisse  bleibende 
Formen  der  Induction  gibt,  und  dass  gerade  die  fundamentalsten 
Sätze  auf  diese  zurückführen. 

Zunächst  erweisen  sich  nämlich  alle  ax  iomatischen  Sätze 
als  solche,  die  nicht  nur  durch  luduction  entstanden  sind,  sondern 
für  die  auch  fortan  keine  andere  Begründung  gegeben  werden  kann. 
Der  Umstand,  dass  die  mathematischen  Axiome  im  allgemeinen  nur 
Umformungen  der  Definitionen  sind,  die  sich  von  Zahl,  Grösse, 
Raum  u.  s.  w.  aufstellen  lassen,  ändert  an  dieser  Sachlage  nichts. 
Denn  auch  für  die  Definitionen  lässt  sich  kein  anderer  Urspnmg 
nachweisen  als  die  Abstraction  aus  der  Erfahrung.  Selbst  für 
die  Definitionen  rein  imaginärer  Gebilde  hat  dies  Geltung,  da  die- 
selben von  den  durch  Abstraction  gewonnenen  Fundamentalbegriffen 
ausgehen,  die  dann  willkürlich  in  Bezug  auf  irgend  welche  Eigen- 
schaften verändert  gedacht  werden.  Insofern  die  mathematischen 
Definitionen  ausschliesslich  auf  die  Abstraction,  die  Axiome  ausser- 
dem noch  auf  die  Induction  zurückführen,  offenbart  sich  jedoch  der 


*;  Vgl.  z.  B.  Euklids  Elemente,  Buch  1  Satz  26,  Buch  III  Satz  33,  35,  36, 
Buch  IV  Satz  5,  Buch  V  Satz  6,  8,  20,  21  u.  s.  w. 


Bleibende  Formen  der  mathematischen  Induction.  119 

früher  (Bd.  I,  S.  575  f.)  hervorgehobene  Unterschied  beider  Sätze  von 
einer  neuen  Seite.  Die  Axiome  werden  regelmässig  zuerst  fest- 
gestellt. So  ist  die  Wissenschaft  lange  Zeit  im  Besitz  gewisser 
Axiome  über  Raum,  Zahl  und  Grösse  gewesen,  ehe  es  gelang,  be- 
friedigende Definitionen  dieser  BegriflFe  zu  gewinnen.  In  dem  Ab- 
stractionsprocess,  welcher  zu  denselben  führte,  spielen  Axiome  eine 
wichtige  Rolle.  Ohne  die  Sätze  z.  B.,  dass  die  Lage  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  einen  andern  immer  durch  drei  Gerade  bestimmt  werden 
kann,  und  dass  jedes  Raumgebilde  bei  beliebiger  Lageänderung  sich 
selbst  congruent  bleibt,  würde  eine  allgemeine  Definition  des  Raumes 
gar  nicht  möglich  gewesen  sein.  Kann  man  nun  aber  auch,  nach- 
dem diese  Definition  aufgestellt  ist,  aus  ihr  durch  eine  bloss  formale 
Umwandlung  die  Axiome  gewinnen,  so  führt  doch  jeder  Versuch, 
die  Richtigkeit  dieser  nachzuweisen,  wiederum  auf  die  ursprünglichen 
Indnctionen  zurück. 

Nächst  den  Axiomen  verdanken  sodann  solche  Sätze  einer  In- 
duction ihren  Ursprung,  die  als  unmittelbare  Speciali- 
sirungen  der  Axiome  betrachtet  werden  können.  Hierher 
gehören  alle  Zahlformeln,  wie  7  -f-  5  =  12,  5  .  6  =  30  u.  dergl.,  alle 
auf  die  einfachsten  Raumconstructionen  sich  beziehenden  Sätze  der 
synthetischen  Geometrie,  z.  B.  dass  zwei  Gerade  in  einem  Punkt, 
zwei  Ebenen  in  einer  Geraden  sich  schneiden,  dass  alle  Strahlen,  die 
durch  einen  Punkt  und  eine  Gerade  gelegt  werden,  in  einer  einzigen 
Ebene  liegen,  u.  s.  w.  Von  den  eigentlichen  Lehrsätzen  unter- 
scheiden sich  diese  Fundamentalsätze  dadurch,  dass  sie,  hierin  den 
Axiomen  gleichend,  keinen  Beweis  zulassen,  sondern  nur  in  dem 
unmittelbaren  Hinweis  auf  die  Anschauung  ihre  Begründung  finden. 
Von  den  Axiomen  dagegen  sind  sie  insofern  verschieden,  als  diese 
die  allgemeinsten  Abstractionen  aus  jenen  sämmtlichen  in  der  un- 
mittelbaren Anschauung  gegebenen  Sätzen  darstellen.  Diese  lassen 
sich  daher  auf  die  Axiome  zurückführen,  aber  sie  gestatten  keinen 
eigentlichen  Beweis  aus  denselben,  da  in  ihnen  stets  besondere  Ele- 
mente der  Anschauung  auftreten,  die  in  den  allgemeinen  Axiomen 
nicht  enthalten  sind.  Der  Begriff  der  letzteren  ist  darum  unge- 
nügend bestimmt,  wenn  man  sie  bloss  negativ  als  diejenigen  Sätze 
bezeichnet,  die  einen  Beweis  aus  andern  Sätzen  nicht  zulassen.  Viel- 
mehr werden  durch  sie  die  allgemeinsten  Gesetze  festgestellt, 
von  denen  die  verschiedenen  mathematischen  Begriffsgebiete  be- 
herrscht sind,  und  mit  denen  alle  einzelnen  Sätze  in  Uebereinstim- 
mung  stehen  müssen.     Sie  sind  daher  Verallgemeinerungen  aus  den 
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durch  Induction  gefundenen  und  nur  durch  Induction  erweisbaren 
einzelnen  Thatsachen  der  mathematischen  Anschauung.  Die  Axiome 
selbst  lassen  sich,  eben  weil  sie  völlig  abstracte  Sätze  sind,  nur  in 
diesen  ihren  einzelnen  Anwendungen  in  der  Anschauung  nachweisen. 
Das  Additionsgesetz  z.  B.  hat  für  uns  eine  anschauliche  Wirklich- 
keit nur  insofern,  als  wir  es  uns  an  einzelnen  Additionsformeln  deut- 
lich machen.  Den  Satz  von  der  Congruenz  des  Raumes  mit  sich 
selbst  müssen  wir  auf  concrete  Raumgebilde  anwenden,  die  wir  uns 
im  Räume  bewegt  oder  zur  Deckung  gebracht  denken,  und  alle  ein- 
zelnen Congruenzsätze  sind  solche  Anwendungen. 

Ein  drittes  Gebiet  der  Induction  bilden  endlich  diejenigen 
allgemeinen  Sätze,  die  aus  Einzelinductionen  der 
soeben  beschriebenen  Art  durch  Generalisation  ent- 
standen sind.  Bei  der  Feststellung  des  Gesetzes,  nach  welchem 
die  Primfactoren  einer  Zahl  sich  bestimmen  lassen,  oder  der  Anzahl 
der  Combinationen,  die  eine  bestimmte  Zahl  von  Elementen  gestattet, 
oder  der  Form,  nach  der  eine  durch  empirische  Entwicklung  ge- 
fundene Reihe  fortschreitet,  ist  das  inductive  Verfahren  so  augen- 
fällig, dass  es  längst  Anerkennung  gefunden  hat.  Es  ist  aber  klar, 
dass  es  sich  hierbei  nur  um  eine  WeiterfUhrung  der  vorhin  be- 
sprochenen einfachen  Inductionen  handelt.  Durch  eine  einfache  In- 
duction erhält  man  z.  B.  die  Zahlformel  l-j-3  =  4,  durch  eine 
mehrmalige  Wiederholung  solcher  Inductionen  die  Glieder  einer 
arithmetischen  Reihe  1,  4,  7,  10,  13  .  .  .,  und  aus  der  Betrachtung 
dieser  und  ähnlicher  Reihen  gewinnt  man  durch  Generalisation  den 
Satz,  dass  das  «te  Glied  einer  arithmetischen  Reihe  =  a  -\-  {n  —  1)  rf 
ist,  wenn  mit  a  das  erste  Glied  und  mit  d  die  constante  Differenz 
bezeichnet  wird.  So  bilden  jene  Specialisirungen  der  mathematischen 
Axiome,  wie  sie  uns  in  den  Zahlformeln  und  in  den  auf  die  ein- 
fachsten Constructionen  zurückgehenden  geometrischen  Sätzen  ent- 
gegentreten, den  Anfang  aller  mathematischen  Induction.  Auf  der 
einen  Seite  gehen  aus  ihnen  durch  Abstraction  die  Axiome,  auf 
der  andern  Seite  durch  die  an  eine  Anzahl  verwandter  Inductionen 
sich  anschliessende  Generalisation  die  verwickeiteren  Induc- 
tionen hervor. 

Besonders  bei  jenen  einfachen  Sätzen,  die  entweder  selbst  unter 
die  Axiome  gehören  oder  als  nächste  Specialisirungen  derselben  be- 
trachtet werden  können,  ist  es  nun  ein  altes  Bestreben  der  Mathe- 
matiker, die  Spuren  der  Induction  zu  verwischen.  Dies  geschieht 
entweder,   indem   man   an  die  Stelle  der  Induction  die  Intuition 
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setzt,   wobei  man  hervorhebt,  dass  eine  einmalige  Beobachtung 
zu  ihrer  Feststellung  zureichend  sei,  oder  indem  man  die  Induction 
durch   einen   angeblich   deductiven  Beweis   zu   ersetzen  sucht. 
Der  erste  dieser  Einwände  übersieht  jedoch  den  Umstand,  dass  die 
Erfahrungen,   aus  denen  wir  die  Ueberzeugung  von  der  Richtigkeit 
der   einfachsten   arithmetischen   und   geometrischen   Sätze   geschöpft 
haben,   zum  grossen  Theil  von   uns   in  einer  Zeit  gemacht  wurden, 
die    der   wissenschaftlichen  Induction   lange   vorausging.     Den  Cha- 
rakter der  Allgemeinheit  wird  man  solchen  Sätzen  wie  der  Additions- 
formel  7  -f-  5  =  12  oder  dem  geometrischen  Satz,  dass  zwei  Qerade 
nie  mehr  als  einen  Punkt  gemein   haben,    nicht  absprechen  dürfen, 
denn  der  erste  ist  für  alle  möglichen  Gruppirungen  von  7  und  5  Ein- 
heiten, der  zweite  für  alle  möglichen  Qeraden  im  Raum  gültig.    Eben 
deshalb  aber  ist  es  nicht  denkbar,  dass  man  zur  Feststellung  dieser 
Sätze  anders  als  durch   ein   mehrfaches  Experimentiren  gelangt  sei. 
Nur  eine  Mehrheit  von  Anschauungen  konnte  lehren,  dass,  wie  man 
auch   die   einzelnen  Einheiten   der  Zahlen  7  und   5    aneinanderfüge, 
die  resultirende  Anschauung  immer   die   nämliche  Summe  von  Ein- 
heiten enthalte,    oder  dass,   wie  man  auch  die  Richtungen  der  Qe- 
raden sich  ändern   lasse,   niemals  ein  Bild  mit  zwei  Durchschnitts- 
punkten  entstehen  könne.     Nicht  besser  steht  es  mit  den  Beweis- 
methoden, durch  die  man  den  experimentellen  Ursprung  gewisser 
Erkenntnisse  zu  verhüllen  sucht.     Diese  setzen  entweder,  indem  sie 
apagogischer  Art  sind,   in  Wirklichkeit   das  zu  Beweisende  voraus, 
oder   sie   enthalten   selbst   nichts   anderes   als  die  Schilderung  eines 
Inductionsverfahrens.     In  beide  Gattungen  gehören  die  Euklidischen 
Congnienzbeweise.     Der  versuchte  Beweis  für  die  Congruenz  zweier 
Dreiecke  besteht  hier  darin,  dass  man  angehalten  wird,  die  gleichen 
Stücke  zur  Deckung  zu  bringen,  worauf,  wenn  die  drei  Seiten  gleich 
sind,  die  unmittelbare  Anschauung  lehren  soll,  dass  auch  die  ganzen 
Dreiecke  zusammenfallen  (1,  Satz  8) ;  oder,  falls  zwei  Seiten  und  der 
eingeschlossene  Winkel,  eine  Seite  und  zwei  Winkel  gleich  sind,  so 
wird  gezeigt,  dass  die  Voraussetzung  der  Nichtcongruenz  dem  Axiom, 
nach  welchem  zwei  Qerade  keinen  Raum  einschliessen,  widersprechen 
würde  (Satz  4  und  26).     Es  ist  klar,  dass  auch  dieser  apagogische 
Beweis  der  Berufung  an  die  unmittelbare  Erfahrung  nur  eine  andere 
Wendung   gibt;   denn   ich  weiss  ja  nur  aus   der  Anschauung,    dass 
das  Dreieck  eine  geschlossene  Figur  ist,  der  Beweis  sagt  also  bloss, 
dass    die  Nichtcongruenz   meiner  Anschauung  widersprechen  würde. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  für  gewisse  mathematische  Funda- 
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mentalsätze  versuchten  Beweisführungen.  Das  so  genannte  Asso- 
ciationsgesetz  der  Addition  und  Multiplication,  wonach  (a  -j-  6)  +  c 
=  a  -\-  {b  -\-  c)  und  {a  b)  .  c  =  a  .  {b  c)  ist,  beweist  man  für  be- 
liebig viele  Zahlen,  indem  man  zeigt,  dass  es,  wenn  itlr  eine  ge- 
gebene Anzahl  von  Elementen  richtig,  auch  für  die  nächst  grössere 
Anzahl  richtig  sein  müsse '^).  Dieses  in  der  Mathematik  als  voll- 
ständige Induction  bezeichnete  Verfahren  ist  in  der  That  insoweit 
eine  Induction,  als  die  Voraussetzung,  das  Qesetz  sei  für  eine  ge- 
gebene Anzahl  zutreffend,  nur  aus  experimentellen  Ermittelungen 
hervorgegangen  sein  kann.  Nur  ist  es  nicht  zulässig,  diese  Voraus- 
setzung wie  eine  vorläufige  Hypothese  einzuführen,  die  durch  die 
nachträgliche  Ausdehnung  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Gliedern, 
welche  in  Wahrheit  keine  Induction  mehr  ist,  ihre  Bestätigung  erst 
empfange.  Diese  Bestätigung  würde  nichts  beweisen,  wenn  der  Satz 
nicht  durch  Erfahrungen,  die  sich  auf  eine  beschränkte  Anzahl  von 
Gliedern  beziehen,  vollkommen  feststünde.  Aber  es  ist  eine  be- 
merkenswerthe  Eigenthümlichkeit  der  neueren  Mathematik,  dass  sie 
es  liebt,  die  Erfahrung  zu  verleugnen,  indem  sie,  um  ihren  deduc- 
tiven  Charakter  zu  wahren,  Sätze  als  Hypothesen  behandelt,  die  in 
Wirklichkeit  durch  Induction  entstanden  sind.  Sehr  augenfällig  tritt 
dies  an  einer  apagogischen  Beweisführung  hervor,  die  man  für  den 
mit  dem  Associationsgesetz  nahe  zusammenhängenden  Satz  versucht 
hat,  dass,  wenn  zwei  Zahlen  Ä  und  B  aus  der  nämlichen  Anzahl 
von  Einheiten  bestehen,  keine  eindeutige  Verknüpfung  zwischen  ihnen 
möglich  ist,  bei  welcher  ein  Rest  bleibt.  Man  nimmt  an,  das  Gegen- 
theil  wäre  möglich:  es  soll  neben  der  Verbindung,  die  keinen  Rest 
lässt,  noch  eine  andere  stattfinden  können,  bei  der  etwa  von  B  eine 
Einheit  b  übrig  bleibe.  Nun  nehme  man  dieses  Element  b  aus  der 
Zahl  B  und  entsprechend  das  Element  a,  mit  dem  es  bei  der  rest- 
losen Verknüpfung  verbunden  war,  aus  Ä  weg:  es  wird  dann  vor- 
ausgesetzt, dass  zwischen  den  gebliebenen  Zahlen  A^  und  J5'  wieder 
zwei  Verknüpfungen,  die  eine  mit  einem  Rest,  die  andere  ohne  einen 
solchen,  möglich  seien,  und  es  sollen  nun  die  einander  entsprechenden 
Elemente  6'  und  a'  weggenommen  und  so  fortgefahren  werden,  bis 
von  jeder  der  beiden  Zahlen  nur  noch  ieine  Einheit  übrig  bleibt. 
Dass  nun  zwischen  zwei  Einheiten  mehr  als  eine  Art  der  Ver- 
bindung nicht  stattfinden  kann,  ist  unmittelbar  einleuchtend,  und  es 
wird  daher  gefolgert,  dass  auch  zwischen  Zahlen  aus  beliebig  vielen 


')  Lejeune-Dirichlet,   Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  2.  Aufl.,  S.  3. 
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Einheiten  nicht  zwei  Verbindungen  möglich  sind*).  Der  Schluss 
dieses  Beweises  ist  offenbar  eine  demonstratio  ad  oculos,  die  aller- 
dings am  einleuchtendsten  bei  bloss  zwei  Einheiten  wird,  aber  im 
allgemeinen  auch  schon  bei  Gruppen  von  je  2,  3  oder  überhaupt 
einer  kleineren  Zahl  von  Einheiten  deutlich  genug  sein  dürfte.  Es 
handelt  sich,  wie  bei  den  Congruenzbe weisen  Euklids,  um  eine 
Berufung  an  die  Anschauung,  die  in  das  Qewand  der  apagogischen 
BeiweisfÜhrung  gekleidet  ist.  Das  wirkliche  Inductionsverfahren  wird 
hierbei  umgedreht.  Während  dieses  von  den  einfachsten  Fällen  aus- 
geht, wird  hier  der  zusammengesetzte  Fall  bis  zum  einfachsten 
zurückverfolgt.  Es  bedarf  hiernach  nicht  mehr  der  näheren  Aus- 
führung, dass  auch  die  übrigen  allgemeinen  Gesetze  der  Zahlen- 
verknüpfung,  das  Commutations-  und  das  Distributionsgesetz,  a  -\-  b 
=  6  -j-  a,  a  b  =  b  a^  {a  -\-  b)  c  =  a  b  -\-  b  c  u,  s.  w,^  andere  als  in- 
ductive  Begründungen  nicht  zulassen. 

Nur  auf  einen  Specialfall  der  Multiplication  mag  hier  deshalb 

noch  hingewiesen  werden,  weil  bei  ihm  die  Verkennung  des  induc- 

tiven  Charakters  eines  Satzes  zu  sehr  merkwürdigen  Beweisversuchen 

den  Anlass  geboten  hat,  nämlich  auf  die  Multiplicationsregel,  wonach 

das   Vorzeichen  eines  Productes  aus  zwei  Factoren  positiv  ist,  wenn 

beide   Factoren    ein   gleiches,   negativ,    wenn   sie   ein   verschiedenes 

Vorzeichen  besitzen.    Wenn  man  es  auch  für  selbstverständlich  hielt, 

dass  -\-  a  .'\-  b  :^  '\-  ab   und    allenfalls  +  a  .  —  b  =  —  ab   sei ,    so 

wurde    doch   lange    Zeit    das   Product  —  a  .  —  b  =  -^  ab   für   eine 

Art  von  Paradoxie  gehalten,  und  noch  in  der  neueren  Analysis  kann 

man  Ausführungen  begegnen,  die  sich  mit  der  Bemerkung  begnügen, 

dass    —  a .  —  b    nothwendig    das    entgegengesetzte    Vorzeichen    zu 

4-  a  .  —  b  empfangen  müsse.     Auch,  wie  es  zuweilen  geschieht,  als 

bloss   willkürliche  Voraussetzungen,    deren  Berechtigung   erst  durch 

den  Erfolg  bewiesen  werde,   können  jene  Gleichungen  nicht  gelten, 

da    ihre    erfolgreiche   Anwendung   auf  eine   Berechtigung    hinweist, 

die  sie  an  und  für  sich  schon  besitzen  müssen.    Willkürlich  ist  nur 

der  Gebrauch    der   Vorzeichen   plus   und    minus    für    gewisse    reale 

Gegensätze   der   durch  Zahlen   messbaren  Objecte,    wie   der  Werth- 

grössen,  der  Richtungen  im  Räume  u.  dergl.    Gleichwohl  ist  gerade 

dieser  Gebrauch  lediglich  aus  der  Beobachtung  der  zählbaren  Objecte 

hervorgegangen.     Die  Verknüpfung   zwischen   den  Grössen   a  und  b 

ist  in    den   drei  Fällen   die  nämliche,    darum   erscheint   auch  immer 


*)  Ernst  Schröder,  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra,  I,  S.  19  f. 
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das  nämliche  Product  a .  b.  Aber  die  Gleichung  -fa.  —  i  =  —  ab 
bedeutet,  dass  die  Richtung  der  Grösse  &,  welche  a-mal  genommen 
werden  soll,  entgegengesetzt  sei  einer  andern  Richtung  des  nämlichen 
Grössencontinuums ,  die  mit  -f-  b  bezeichnet  wurde,  wo  dann  noth- 
wendig  auch  die  aus  der  Vervielfaltigimg  hervorgehende  Grösse  einen 
negativen  Werth  haben  muss.  Das  nämliche  Resultat  gewinnt  man, 
wenn  umgekehrt,  entsprechend  der  Gleichung  —  a  .-^  b  =  —  a6, 
eine  positive  Grösse  b  a-mal  aufgehoben  gedacht  wird,  wenn  z.  B. 
eine  Summe  von  b  Wertheinheiten  a-mal  hin  weggenommen  wird: 
die  Gesammtsumme  der  hinweggenommenen  Wertheinheiten  ist  hier 
abermals  =  —  ai,  weil  von  vornherein  die  Aufhebung  der  ur- 
sprünglich gesetzten  Grössen  negativ  bezeichnet  wurde.  Die  Glei- 
chung —  a.  —  6  =  -|-a6  endlich  sagt  aus,  dass  eine  negative  Grösse  b 
a-mal  aufgehoben  gedacht  wird ,  dass  also  z.  B.  ein  Verlust  vom 
Werthe  b  a-mal  wiederersetzt  oder  ein  in  rückläufiger  Richtung  ge- 
messener Weg  b  in  rechtläufiger  Richtung  a-mal  zurückgelegt  sei. 
Hier  muss  mit  derselben  Sicherheit  ein  positives  Product  a  .  b  er- 
scheinen, als  eine  doppelte  Negation  verschwindet,  eine  allgemein 
logische  Regel,  von  welcher  der  mathematische  Fall  eine  Anwendung 
ist.  (Bd.  I,  S.  565.)  Dieser  Zusammenhang  mit  dem  Satz  des  Wider- 
spruchs beweist  nichts  gegen  den  inductiven  Ursprung  der  Multi- 
plicationsgesetze,  da  ja  die  logischen  Axiome  selber  nicht  nur  gleich- 
zeitig Gesetze  des  Denkens  und  der  Objecte  des  Denkens,  sondern 
auch  unter  dem  Einfluss  dieser  Objecte  entstanden  sind.  Auch  wird 
durch  den  inductiven  Ursprung  der  Multiplicationsregeln  keineswegs 
ausgeschlossen,  dass  einzelne  unter  ihnen  deducirt  werden  können, 
wenn  die  andern  gegeben  sind.  Vielmehr  wird,  sobald  nur  die  ge- 
gebenen Regeln  eine  vollständige  Definition  der  positiven  und  der 
negativen  Einheiten  enthalten,  eine  solche  Deduction  möglich  sein. 
In  der  That  lassen  sich  aus  den  beiden  Gleichungen  -f-o.+  6  =  +ö6 
und  -f-  a  —  a  =  0  die  zweite  und  dritte  Multiplicationsregel  ab- 
leiten*). Die  Möglichkeit  dieser  Deduction  beweist  aber  natürlich 
nur,  dass,  nachdem  die  erste  Regel  und  der  Begriff  der  entgegen- 
gesetzten Zahlen  durch  Induction  und  Abstraction  gefunden  sind,  man 
sich  die  besondere  inductive  Auffindung  der  übrigen  ersparen  kann. 
Mehr  anerkannt  ist  das  Stattfinden  einer  Induction  in  jenen 
Fällen    zusammengesetzter    Induction,    bei    denen    gleichzeitig    eine 


*)  Eine   solche   von   Weierstrass    herrührende   Ableitung    vgl.    bei 
Kossak,  Die  Elemente  der  Arithmetik,  Berlin  1872,  S.  22  ff. 
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Generalisation  aus  einfacheren  Inductionen  stattfindet.  Hierher 
^hören  vor  allem  die  Schlüsse  von  der  Potenz  n  auf  die  Potenz  w  -f- 1, 
bei  denen  nur  die  Bezeichnung  , vollständige  Induction^  eine  un- 
richtige ist*).  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  andern  Reihenentwick- 
longen.    So  gewinnt  man  z.  B.  die  Anfangsglieder  der  Reihe 

^       =l-|-a:  +  a:«  +  a;8+      ^ 


1  —  X  1  —  X 

durch  wirkliche  Ausführung  der  Division  von  1  durch  1  —  x.    Nur 
weil  durch  experimentelle  Verfahrungsweisen  dieser  Art  thatsächlich 
solche  Reihen  gebildet  werden,   lässt  sich  die  Voraussetzung  recht- 
fertdgen,   dass   überhaupt  jede  Grössenfunction   eine  Reihenentwick- 
lung gestatte.   Diese  Voraussetzung  für  jeden  einzelnen  Fall  besonders 
zu  beweisen,  ist  dann  allerdings  nicht  mehr  nöthig,  sondern  es  ge- 
nü^,    dass   der  Erfolg  ihre   Richtigkeit   ohne   Ausnahme   bestätigt. 
Auch  in  diesen  zusammengesetzteren  Fällen  kann  jedoch  die  Induction, 
in    einer  übrigens   vollkommen   zulässigen  Weise,   verhüllt   werden. 
Dies   geschieht   theils   durch  die  Verbindung   mit  deductiven  Opera- 
tionen, theils  aber  auch  dadurch,  dass  die  Induction  in  indirecter 
Weise  Anwendung  findet.     So  benützt  man  z.  B.  die   inductive  Er- 
mittlung  der  Primfactoren   einer  Zahl  m,   um   daraus   deductiv  die- 
jenigen Zahlen  zu  finden,  die  relativ  prim  zu  m  sind**).    Man  würde 
die  letzteren   ebenso   gut   auf  dem  Wege   einer  directen,    aber  weit 
langwierigeren  Induction  durch  Divisionsversuche  bestimmen  können. 

d.   Die  mathematische  Abstraction. 

Der  Grund,  weshalb  die  mathematische  Induction  besonders 
in  ihren  einfachsten  Fällen  übersehen  zu  werden  pflegt,  liegt  vor- 
nehmlich darin,  dass  sie  sich  von  Anfang  an  mit  einem  sehr  voll- 
standigen  und  durch  eigenthümliche  Merkmale  ausgezeichneten  Ab- 
stractionsverfahren  verbindet.  Niemand  würde  daran  zweifeln, 
dass  die  Additionsformel  7  +  5  =  12  der  Induction  ihren  Ursprung 
verdanke,  wenn  die  Zahlsymbole  eine  concrete  Bedeutung  besässen, 
wenn  also  die  Formel  etwa  lautete:  sieben  Aepfel  und  fünf  Aepfel 
sind  zwölf  Aepfel.  Aber  da  jene  Symbole  alle  möglichen  Objecte 
bezeichnen  können,  so  ist  man  geneigt,  die  Zahlvorstellungen  und 
ihre  Verbindungen  sowie  die  grundlegenden  geometrischen  Construc- 


*♦ 


*)  Vgl.  hierüber  Bd.  I,  S.  351  f. 
)  Lejeune-Dirichlet,  a.  a.  0.  S.  19  f. 
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tionen  als  die  Schöpfungen  einer  reinen  Qedankenthätigkeit  anzu- 
sehen, auf  welche  der  nur  auf  empirischem  Gebiet  zulässige  Begriff 
der  Induction  keine  Anwendung  finde.  In  diesem  Sinne  meinte  der 
ältere  Realismus,  alle  mathematischen  Sätze  Hessen  sich  aus  den  ab- 
stracten  Begriffen  der  Zahl,  der  Grösse,  des  Raumes  ohne  jede  weitere 
Beihülfe  analytisch  entwickeln.  Sobald  man  dagegen  die  anschau- 
liche Grundlage  der  mathematischen  Sätze  anerkannte,  wurde  man 
entweder  durch  den  abstracten  Charakter  derselben  veranlasst,  sie 
mit  Kant  auf  synthetische  Constructionen  innerhalb  einer  reinen 
Anschauung  zurückzuführen,  oder  man  suchte  in  einer  Weise,  die 
mehr  auf  die  psychologische  Natur  der  Vorgänge  als  auf  ihre  logische 
Bedeutung  Rücksicht  nahm,  die  Unterschiede  zwischen  der  mathema- 
tischen und  der  naturwissenschaftlichen  Induction  zu  verwischen. 
So  besteht  der  Mangel  beider  Auffassungen  darin,  dass  in  ihnen 
jener  Abstractionsprocess,  der  den  mathematischen  Inductionen  haupt- 
sächlich erst  ihre  Allgemeinheit  sichert,  nicht  in  zureichender  Weise 
zur  Geltung  kommt.  Bei  Kant  erscheint  die  reine  Anschauung  als 
ein  ursprüngliches  Gebiet  innerer  Erfahrung,  in  welchem  jede  Er- 
kenntniss  des  Einzelnen  mit  der  Construction  anhebt,  während  in 
Wahrheit  die  reine  Anschauung  die  höchste  der  Abstractionen  ist, 
auf  welche  die  einzelnen  Abstractionen  mathematischer  Denkobjecte 
zurückführen.  Mi  11  dagegen  vermengt  die  mathematischen  Begriffs- 
gebilde mit  den  Objecten  der  wirklichen  Erfahrung,  die  Geometrie 
insbesondere  bezeichnet  er  mit  Comte  als  diejenige  Naturwissen- 
schaft, die  sich  mit  den  räumlichen  Eigenschaften  der  Körper  be- 
schäftige*). So  verwandeln  sich  ihm  die  Grundsätze  der  Mathematik 
in  Inductionen,  die  sogar  nur  eine  annähernde  Gültigkeit  besitzen, 
da  es  gerade  Linien,  Ebenen,  regelmässige  Figuren,  wie  sie  die 
Geometrie  voraussetzt,  in  der  Wirklichkeit  nicht  gibt.  Er  nimmt  die 
mathematischen  Sätze  für  unmittelbare  Inductionen  aus  der  Erfahrung, 
während  sie  Inductionen  aus  Abstractionen  von  der  Erfahrung  sind. 
Als  Abstraction  überhaupt  haben  wir  das  Verfahren  bezeichnet, 
durch  welches  aus  einer  Anzahl  einzelner  Vorstellungen  gewisse 
Elemente  eliminirt  und  die  zurückbleibenden  als  Gegenstand  eines 
Begriffes  festgehalten  werden.  (Abschnitt  I,  Cap.  I,  S.  11.)  Vermöge 
des  negativen  Theils  dieser  Definition  können  wir  nun  offenbar  die 
Entstehung  mathematischer  Begriffe  ohne  weiteres  dem  Verfahren 
der  Abstraction  unterordnen.    Aber  der  positive  Theil  begegnet  hier 


*)  A.  a.  0.  II,  S.  1G4. 
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eigenthümlichen  Schwierigkeiten.  Wenn  jene  Elimination  vollständig 
ausgeführt  wird,  so  scheint  kein  Rest  Übrig  zu  bleiben,  der  dem 
mathematischen  Begriff  entspricht.  Die  Zahl  ist  ebenso  wenig  eine 
für  sich  denkbare  objective  Eigenschaft  der  zählbaren  Objecte,  wie 
gerade  Richtung  und  ausdehnungslose  Beschaffenheit  Merkmale  sind, 
in  denen  gewisse  Linien  übereinstimmen.  Trotzdem  beweist  diese 
Thatsache  nicht,  dass  hier  überhaupt  keine  Abstraction  stattfindet, 
sondern  sie  beweist  nur,  dass  man  die  mathematische  Abstraction 
falsch  interpretirt,  wenn  man  sie  vollständig  nach  Analogie  der- 
jenigen Abstractionen  beurtheilt,  zu  denen  die  physikalische  Be- 
obachtung Anlass  gibt.  Aus  der  Vergleichung  der  mathematischen 
mit  den  physikalischen  Begriffen  erhellt  ohne  weiteres,  dass  jenes 
Eliminationsverfahren ,  in  welchem  das  Wesen  der  Abstraction  be- 
steht, bei  den  ersteren  ein  vollständigeres  gewesen  sein  muss. 
Die  nächste  Frage  lautet  also:  welche  Bedingungen  müssen  zu  der 
gewöhnlichen  Abstraction,  die  wir  die  physische  nennen  wollen,  hinzu- 
treten, wenn  mathematische  Begriffe  entstehen  sollen? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  leicht  zu  geben,   sobald  man 
sich    die  Schwierigkeiten  vergegenwärtigt,   in  die  sich  die   gewöhn- 
liche Lehre  von   der   empirischen  Entstehung    der    mathematischen 
Begriffe  verwickelt.     Diese  Lehre  bleibt  siegreich,  so  lange  sie  sich 
auf  die  Schilderung  der  negativen  Seite  der  Abstraction  beschränkt; 
sie  scheitert  aber  in  dem  Augenblick,  wo  sie  sich  auf  die  positiven 
Begriffselemente   besinnt,   die   ihr   zurückbleiben.     Die   gewöhnliche 
Ausflucht,  dass  man  sich  auf  die  Vorstellungen  beruft,  die  in  unserm 
Bewusstsein  die  Begriffe  repräsentiren,  deckt  nur  nothdürfbig  dieses 
Scheitern;   denn   sie    verwechselt   die  Zeichen   der  Begriffe  mit  den 
Begriffen  selber.    Der  ganze  Misserfolg  hat  aber  seine  Quelle  darin, 
dass  man  von  Anfang  an  diejenigen  Vorstellungselemente,   die  den 
zur  Einleitung    des   Abstractionsprocesses    dienenden    Objecten    an- 
gehören, als  die  allein  existirenden  behandelt,  die  subjectiven,  unserer 
eigenen  Gedankenthätigkeit  angehörenden  ganz  ignorirt.    Führt  nun 
jener  Misserfolg  zu  dem  Ergebniss,   dass  das  Eliminationsverfahren 
der  Abstraction   scheinbar   keinen  Rest   zurücklässt,   so    werden  wir 
demnach  sogleich  schliessen  dürfen,  dass  der  in  Wahrheit  bleibende 
Rest  nichts  anderes  als  unsere  bei  der  Bildung  der  mathematischen 
Vorstellungen  wirksame  Gedankenthätigkeit  selbst  ist,  oder  mit  andern 
Worten,    dass   mathematische  Begriffe   zu  Stande   kommen, 
indem  wir  von  allen  denjenigen  Elementen  der  Vorstellung 
abstrahiren,  die  in  dem  Object  ihre  Quelle  haben. 
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Am  deutlichsten  kommt  dieses  Verfahren  bei  dem  Begriff  der 
Zahl  zum  Vorschein,  weil  die  abstracte  Natur  dieses  Begriffs  sofort 
die  Schwäche  der  physischen  Abstractionstheorie  blosslegt.  Wenn 
wir  uns  fragen,  was  zurückbleibt,  wenn  wir  von  allen  wechselnden 
Bestandtheilen  jener  Vorstellungen  abstrahiren,  an  denen  sich  die 
Function  des  Zählens  bethätigt,  so  ist  dieses  Zurückbleibende  nichts 
anderes  als  die  Function  des  Zählens  selber,  eine  Aufeinander- 
folge und  Verbindung  von  Apperceptionsacten ,  deren  jeder  einzahle 
den  abstracten  Begriff  der  Einheit  darstellt.  Wir  können  freilich 
nicht  zählen  ohne  Objecte,  die  uns  in  innerer  oder  äusserer  Erfahrung 
gegeben  sein  müssen,  und  jede  Darstellung  von  Zahlen  sieht  sich 
daher  genöthigt,  zu  objectiven  Versinnlichungen  zu  greifen,  welche 
den  einfachsten  Gelegenheitsursachen,  aus  denen  Zahlen  entstehen, 
nachgebildet  sind.  Aber  der  Begriff  der  Zahl  ist,  was  nach  Elimina- 
tion aller  dieser  wechselnden  Elemente  als  das  Constante  zurück- 
bleibt, die  Verbindung  der  einzelnen  Denkacte  als  solcher,  abgesehen 
von  jedem  Inhalt.    (Vgl.  Bd.  I,  S.  521.) 

Von  hier  aus  wird  es  nicht  schwer  werden,  auch  den  geometri- 
schen Begriffen  gerecht  zu  werden.  Der  geometrische  Punkt  unter- 
scheidet sich  darin  vom  physischen,  dass  es  sich  bei  diesem  immer 
um  ein  Etwas  handelt,  was  objectiv,  mit  bestimmten  physischen 
Eigenschaften  begabt,  gegeben  sein  soll.  Der  geometrische  Punkt 
dagegen  bedeutet  den  einzelnen  Ort  im  Räume,  insofern  derselbe 
bloss  durch  unsere  ortsbestimmende  Gedankenthätigkeit  gegeben  ist. 
Von  den  Eigenschaften  der  physischen  Gegenstände,  die  uns  zur 
äusseren  Bezeichnung  so  gut  wie  zur  inneren  Vorstellung  eines  Ortes 
dienen,  wird  abstrahirt;  es  bleibt  nur  die  fixirende  Thätigkeit  zurück, 
ohne  die  sich  keine  Ortsbestimmung  vollzieht.  Die  ausdehnungslose 
Beschaffenheit  des  Punktes  ist  eine  selbstverständliche  Folge  dieser 
Abstraction,  da  die  Ausdehnung  immer  nur  den  objectiven  Bestim- 
mungsmitteln der  Oerter  im  Raum  eigen  ist.  Etwas  zusammen- 
gesetzter ist  der  Abstractionsprocess ,  der  zum  Begriff  der  geraden 
Linie  führt.  Hier  wird  nicht  einfach,  wie  bei  der  arithmetischen 
Einheit  und  dem  geometrischen  Punkt,  von  dem  zählbaren  oder 
raumerfüUenden  Object  abstrahirt,  sondern  der  sinnlichen  Vorstellung 
eines  annähernd  geradlinigen  Stabes  folgt  zunächst  die  Wahrnehmung, 
dass  ein  solcher  Stab,  wie  er  auch  um  sich  selbst  gedreht  werden 
mag,  stets  in  constanter  Weise  zwei  von  einander  entfernte  Orte 
im  Raum,  durch  die  man  ihn  gelegt  denkt,  verbindet.  Dieser  Er- 
fahrung bemächtigt  sich  nun  die  mathematische  Abstraction:   indem 
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sie  aus  der  Vorstellung  des  Stabes  alle  objectiven  Bestandtheile  eli- 
minirt,  bleibt  der  Denkact  Qbrig,  welcher  die  relative  Lage  der  zwei 
Punkte  in  Bezug  auf  einander  bestimmt.  Da  die  Oerade,  die  zum 
Behuf  der  Lagebestimmung  gezogen  werden  muss,  nur  in  Bezug  auf 
ihre  Richtung  und  Länge  bei  jener  Lagebestinmiung  in  Betracht 
kommt,  so  bleiben  als  einzige  Elemente  des  Begriffs  einer  gegebenen 
Geraden  Richtung  und  Länge  übrig.  Der  Umstand,  dass  es  in  der 
Natur  keine  absolut  geradlinige  Orenze  gibt,  steht  diesem  Begriff 
nicht  im  Wege,  da  der  Gedanke  der  lagebestimmenden  Verbindung 
zweier  Punkte  ein  Postulat  unseres  Denkens  ist,  keine  wirkliche 
Vorstellung. 

In  ähnlicher  Weise  ist  nun  die  Verarbeitung  der  übrigen  geo- 
metrischen Vorstellungen  aufzufassen.     Die  einfacheren  unter  ihnen 
werden  ebenfalls  durch  unmittelbare  Erfahrungen  nahe  gelegt;  andere 
entstehen  durch  objectiye  oder  subjective,  von  unserer  Einbildungs- 
kraft geleitete  Experimente,  also  auf  dem  Wege  der  Construction. 
Das  auf  solche  Weise  entstandene  Bild  wird  aber  erst  zum  geometri- 
schen Object   im  eigentlichen  Sinne,    wenn  wir  alle  diejenigen  Ele- 
mente der  Vorstellung  eliminiren,   die   nur  nebensächliche  Begleiter 
des  Resultates   sind,    das   unser   Denken   beabsichtigt.     Wollen   wir 
eine  gegebene  Figur  als  Kreis  auffassen  oder  einen  Kreis  construiren, 
so  besteht   die  Forderung  unseres  Denkens   in   einer  continuirlichen 
Folge   geometrischer  Punkte,    die   in   einer   Ebene   liegen   und   mit 
einem   einzigen   festen  Punkte   durch   gerade  Linien   von   constanter 
Grösse   verbunden   werden   können.     Bei   der   geometrischen   Unter- 
suchung des  Kreises  beschäftigt  uns  nur  diese  Forderung,  nicht  die 
einzebe  VorsteUung,   die   den  Begriff  in  unserem  Bewusstsein  ver- 
treten muss.    Mau  hat  vielfach  den  Hauptwerth  darauf  gelegt,  dass 
die  den  Begriffen   entsprechenden  Vorstellungen  von   uns   construirt 
werden  müssten.     In  Folge   dessen   schwinde,    wie  man  meint,   die 
Schwierigkeit,  dass  die  geometrischen  Begriffe  keinen  realen  Objecten 
entsprechen,  und  es  sei  darum  möglich,  die  construirten  Vorstellungen 
selbst  als  geometrische  Gebilde  zu  betrachten,  ohne  dass  ein  hinzu- 
kommender Abstractionsprocess  erforderlich  wäre.     Aber  diese  con- 
struirten  Vorstellungen   leiden    an    den    nämlichen   Ungenauigkeiten 
wie   die   äusseren   Objecte;    das    wesentliche    Moment   der   Begriffs- 
bildong   bleibt   daher   immer  die  Elimination  aller   empirischen  Be- 
standtheile   der  Vorstellung    und   die   Zurückführung   auf  diejenigen 
Elemente,   die  den  Charakter  von  Postulaten  des  Denkens  besitzen. 

W.«ndt,  Logik.  D,  l.   2.  Aufl.  9 
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Die  allgemeinen  Bedingungen  der  mathematischen  Begriffsbildung, 
die  Anschauungsformen  des  Raumes  und  der  Zeit,  beruhen  durchaus 
auf  einer  Abstraction  der  nämlichen  Art,  indem  wir  uns  bei  ihnen 
jeden  gegebenen  Raum-  und  Zeitinhalt  eliminirt  denken  und  so  nur 
die  subjectiven  Apperceptionsformen  zurückbehalten,  die  dem  räum- 
lichen und  zeitlichen  Vorstellen  entsprechen.  Eben  wegen  des  auch 
hier  vorhandenen  Abstractionsprocesses  ist  die  «reine  Anschauung^ 
ein  Begriff  und  keine  Vorstellung. 

Von  der  Eantischen  Auffassung  unterscheidet  sich  die  hier 
entwickelte  hauptsächlich  darin,  dass  Kant  die  subjectiven  Elemente 
der  mathematischen  Begriffsbildung  den  objectiven  vorangehen  lässt 
und  sie  in  diesem  Sinne  als  transcendentale  Bedingungen  der  em- 
pirischen Vorstellung  selbst  bezeichnet.  Denn  indem  Kant  die  be- 
griffliche Natur  der  reinen  Anschauung  leugnet,  wird  er  genöthigt^ 
eine  constructive  Thätigkeit  der  reinen  Einbildungskraft  anzunehmen. 
Nichts  aber  berechtigt  uns,  in  dieser  Weise  das  letzte  Resultat  des 
mathematischen  Erkennens  an  dessen  Anfang  zu  stellen,  statt  dem 
wirklichen  Erkennen  Schritt  für  Schritt  nachzufolgen.  Nun  besteht 
in  der  Reduction  auf  die  formalen  Bedingungen  unserer  Auffassung 
das  Wesen  des  mathematischen  Apriori.  Darum  können  wir  den 
Grund  desselben  nicht  in  einer  jede  Induction  und  Abstraction  ent- 
behrlich machenden  Construction,  am  wenigsten  aber  in  einem  aller 
Erfahrung  vorausgehenden  Wissen  erblicken,  da  vielmehr  die  mathe- 
matischen Begriffe,  von  der  Erfahrung  ausgehend,  den  längsten  Weg 
zurücklegen  müssen. 

Das  ganze  zur  Feststellung  der  mathematischen  Begriffe  dienende 
Abstractions verfahren  gehört  der  Form  der  isolirenden  Abstraction 
an.  Auch  in  den  weiteren  Verlauf  des  mathematischen  Denkens 
greift  aber  die  Abstraction  unter  fortwährender  Verbindung  mit 
der  Induction  ein.  Als  generalisirende  macht  sie  es  möglich, 
die  an  einzelnen  Gebilden  der  Anschauung  gewonnenen  Sätze  sofort 
auf  ganze  Classen  solcher  Gebilde  zu  übertragen  und  so  denselben 
die  ihnen  zukommende  Allgemeinheit  zu  sichern.  Sodann  bemächtigt 
sich  die  nämliche  Abstraction  der  durch  einzelne  Inductionen  ent- 
standenen Sätze,  um  mit  ihrer  Hülfe  die  nachher  in  der  Form  von 
Definitionen  fixirten  Grundbegriffe  zu  gewinnen,  die  als  die  all- 
gemeinen Bedingungen  jener  einzelnen  Sätze  angesehen  werden 
können.  Ist  auf  diese  Weise  erst  die  allgemeinste  Definition  ge- 
funden, die  ein  bestimmtes  mathematisches  Begriffsgebiet  beherrscht, 
so   liegt   darin    der  Anlass,   nun   wiederum   solche  Sätze   zu  prüfen. 
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denen  ein  aziomatischer  Charakter  zugeschrieben  werden  kann,  und 
aas  ihnen  diejenigen  zum  Bang  definitiver  Axiome  zu  erheben, 
die  zureichend  sind  die  Definition  zu  erschöpfen  und  daher  alle 
andern  unmittelbar  anschaulichen,  keines  Beweises  bedürftigen  Sätze 
als  specielle  Fälle  unter  sich  enthalten.  Euklids  Axiome  er- 
scheinen uns  nur  darum  fast  zuMlig  zusammengetragen,  weil  ihre 
AuÜBtellnng  nicht  von  bestimmten  Definitionen  der  OrundbegriiSfe  von 
Zahl,  Grösse  und  Raum  geleitet  wird,  weshalb  theils  Axiome  ver- 
schiedenartiger Gebiete  mit  einander,  theils  Sätze  von  untergeordnetem 
Charakter  mit  den  Axiomen  vermengt  sind.  Dieser  Mangel  des 
Euklidischen  Systems  ist  also  wesentlich  die  Folge  unzureichender 
Generalisation. 


4.    Die  mathematische  Deduction. 

Bei  der  grossen  Bedeutung,  welche  die  Mathematik  für  die 
Ausbildung  der  deductiven  Methoden  besitzt,  hat  sich  bereits  die 
allgemeine  Methodenlehre  vielfach  auf  das  Vorbild  der  mathematischen 
Wissenschaft  beziehen  müssen.  Namentlich  sind  die  Hauptformen 
mathematischer  Deduction  in  der  Lehre  von  der  Deduction  und  vom 
deductiven  Beweis  besprochen  worden;  mit  der  Betrachtung  der 
einzelnen,  an  bestimmte  Grundbegriffe  sich  anlehnenden  logischen 
Methoden  aber  werden  sich  die  folgenden  Capitel  beschäftigen.  Nur 
eine  allgemeine  Deductionsform,  die  specifisch  mathematischer  Natur 
und  für  alle  Gebiete  der  Mathematik  von  eminenter  Wichtigkeit 
ist,  bedarf  hier  noch  der  genaueren  Untersuchung:  es  ist  dies  die 
Deduction  nach  exacter  Analogie,  die  auf  den  früher  betrach- 
teten exacten  Analogieschluss  als  ihre  logische  Grundform  zurück- 
fahrt. (Vgl.  Bd.  I,  S.  349  f.)  In  dem  systematischen  Zusammenhang 
des  mathematischen  Denkens  pflegt  die  exacte  Analogie  eine  ge- 
wöhnliche unvollständige  Induction  deductiv  abzuschliessen ,  indem 
sie  dem  Resultat  derselben  Allgemeingültigkeit  sichert. 

Am  deutlichsten  ist  dies  bei  dem  schon  früher  erwähnten 
Schlüsse  von  einem  Gliede  n  auf  ein  weiteres  Glied  n  -f  1 ,  der 
talschlich  so  genannten  „vollständigen  Induction"  der  Mathematiker. 
So  findet  man  z.  B.  durch  Induction,  dass  das  Commutationsgesetz 
für  zwei  und  für  drei  Zahlen  gilt,  und  zeigt  dann,  dass  es  in  ähn- 
Ucher  Weise  von  n  auf  w  -|-  1  Zahlen  ausgedehnt  werden  kann,  wo- 
durch es,  da  für  n  jede  beliebige  Zahl  gesetzt  werden  darf,  allgemein 
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bewiesen  isf*").  Der  gemeinsame  Orund  für  diese  unbedingte  Ver- 
allgemeinerung arithmetischer  Inductionen  ist  die  Oleichförmigkeit 
der  Zahlgesetze.  Diese  gründet  sich  aber  nicht  .bloss  auf  die  that- 
sächliche  Bestätigung  in  aller  Erfahrung,  sondern  in  erster  Linie 
auf  jene  Ck)nstanz  der  Begriffe,  welche  die  Bedingung  unseres  eigenen 
logischen  Denkens  ist.  Wollte  ich  voraussetzen,  dass  für  den  Fort- 
schritt von  n  zu  n  -^-l  ein  anderes  Oesetz  der  Zunahme  Platz  greife 
als  von  1  zu  1  -|-  1,  so  müsste  ich  annehmen,  dass  der  Begriff  der 
Eins  oder  der  Vorgang  der  additiven  Verbindung  eine  Veränderung 
erfahren  habe,  d.  h.  dass  identische  Denkoperationen  nicht  mit  einander 
identisch  seien.  Eine  solche  Annahme  widerstreitet  freilich  auch 
aller  Erfahrung.  Dennoch  heisst  es  Heterogenes  vermengen,  wenn 
man  nun  deshalb  mit  Mill  mathematische  Verallgemeinerungen 
dieser  Art  der  Oeneralisation  empirischer  Gesetze  gleichstellt  und 
sie  auf  eine  blosse  inductio  per  enumerationem  simplicem  zurück- 
führt**). Es  waltet  doch  eine  wesentliche  Verschiedenheit  ob  zwischen 
einem  Satze,  der  seine  allgemeine  Geltung  nur  dem  Umstand  verdankt, 
dass  bis  dahin  keine  Erfahrung  ihm  widersprochen  hat,  wahrend 
widerstreitende  Erfahrungen  sehr  wohl  vorstellbar  wären,  und  einem 
solchen  Satze,  dessen  Beseitigung  wir  uns  nicht  denken  können, 
ohne  gleichzeitig  die  Gesetze  unserer  Anschauung  und  die  Normen 
unseres  Denkens  verändert  zu  denken. 

In  wesentlich  anderer  Weise  vervollständigt  die  Analogie  jene 
vereinzelten  Inductionen,  die  sowohl  den  zusammengesetzten  Induc- 
tionsprocessen  wie  der  Bildung  der  Axiome  zur  Grundlage  dienen. 
Hier  haben  die  einzelnen  durch  Induction  gewonnenen  Sätze  die 
Bedeutung  abstracter  Regeln  für  singulare  Thatsachen,  die  an  und 
für  sich  einer  Verallgemeinerung  nicht  zugänglich  sind ;  die  Analogie 
gestattet  es  dann  aber  ohne  weiteres,  andere  singulare  Sätze  von 
verwandter  Art  festzustellen,  für  die  in  Folge  dessen  das  Erforder- 
niss  einer  besonderen  Induction  hin  wegfällt.  Nachdem  die  Summe 
7  +  5  =  12  durch  wirkliche  Addition  der  Einheiten  gefunden  ist, 
bilden  wir  sofort  die  Summen  70  +  50  =  120,  700  +  500  =  1200 
u.  s.  w.,  ohne  dass  es  uns  nothwendig  scheint,  auch  in  diesen  Fällen 
die  Addition  durchzuführen.  Indem  man  die  10,  100,  1000  u.  s.  w. 
als  neue  zusammengesetzte  Einheiten  betrachtet,  setzt  man  voraus, 
die  zwischen  ihnen  möglichen  Operationen  seien  den  nämlichen  Ge- 


*)  Lejeune-Dirichlet,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  S.    1  ff. 
**)  Mill,  Logik,  II,  S.  154. 
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setzen  unterworfen  wie  die  zwischen  den  einfachen  Einheiten.     Die 
einzelnen    Inductionen,    aus    denen    die    axiomatischen    Gesetze    der 
Addition,  Multiplication ,   Subtraction   und  Division   abstrahirt   sind, 
beschranken  sich  so  auf  die  Feststellung  der  für  die  Zahlen  1  und 
10   möglichen  Zahlformeln,    die  bei  den  directen  Operationen  unter 
aUen  Umstanden   leicht  ausführbaren  Verknüpfungen   der  Einheiten 
entsprechen,  während  bei  den  inversen  Operationen  in  jenen  Fällen, 
in   denen  sich  negative,  irrationale  oder  imaginäre  Grössen  ergeben, 
die  aufgestellten  Beziehungen  wirklichen  Inductionen  nicht  unmittel- 
bar parallel  gehen.     In    der  That   ist   es   gar   nicht   denkbar,   dass 
man,   so  lange  die  Zahlen  ihre  ursprüngliche  Bedeutung  bewahrten, 
durch  unmittelbare  Zählungen  zu  negativen  oder  irrationalen  Zahlen 
gelangt   wäre.     Vielmehr   wurden   die   betreiSfenden  Zahlformeln  zu- 
nächst nur  nach  Analogie  anderer,  aus  wirkhchen  Inductionen  hervor- 
gegangener gebildet,  und  erst  spätere  Inductionen  von  anderer  Be- 
schaffenheit   führten    zu    der    Entdeckung,    dass    ihnen    eine    reale 
Bedeutung  zukommen  könne.     Hier  hat  sich   also  der  gewöhnliche 
Verlauf  umgekehrt,   indem   die  Analogie   zuerst  zu  bestimmten  Ge- 
setzen führte,  welche  dann  durch  Inducticfn  eine  objective  Grundlage 
gewannen.     Selbstverständlich   kann  es  sich  in  solchen  Fällen    auch 
ereignen,    dass  die  nachfolgende  Induction   ganz  ausbleibt.     Wo  sie 
sich   aber  einstellt,    da   ist   der  Vorgang  nicht  so  zu  verstehen,    als 
wenn   die   Begriffe  zuerst   durch   Analogie    und    dann    noch    einmal 
selbständig  durch  Induction  gefunden  wären.     Vielmehr  hat  die  In- 
duction inamer  nur  zu  realen  Beziehungen  geführt,   für   deren  Aus- 
druck sich  die  schon  vorhandenen  Begriffe  als  geeignete  Hülfsmittel 
erwiesen.    Ihre  Anwendung  ging  daher  aus  einer  willkürlichen  Ueber- 
tragung  hervor,  zu  der  die  Induction  nur  das  äussere  Motiv  bildete. 
Kein  objectiver  Zwang  nöthigt  uns,  Gewinn  und  Verlust,  Vermögen 
und   Schulden    durch    positive    und    negative   Zahlen    auszudrücken; 
aber   durch   Induction   aus   der  Erfahrung   mussten  jene   gegensätz- 
lichen Begriffe   entstanden  sein,    wenn  die   negative  Zahl  überhaupt 
eine  reale  Bedeutung  erhalten  sollte. 

Auf  geometrischem  Gebiete  ist  es  die  Analogie,  welche  das 
in  einer  einzelnen  Construction  anschaulich  Gegebene  ohne  weiteres 
auf  alle  Raumgebilde  gleicher  Art  überträgt,  um  so  der  in  einem 
einzelnen  Fall  erkannten  Thatsache  den  Werth  eines  allgemeinen 
Gesetzes  zu  sichern.  Diese  Analogie  ist  eine  exacte,  weil  sie 
sich  auf  die  ünmögUchkeit  stützt,  andere  Räume  als  den  in  der 
wirklichen  Anschauung  gegebenen  vorzustellen.  Die  grosse  Schwierig- 
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keit,  die  seit  langer  Zeit  die  Oeometer  in  dem  so  genannten  Paral- 
lelenaxiom gefunden,  beruht  wesentlich  auf  dem  Vorkommen  der 
bei  diesem  Satze  mitwirkenden  Analogie.  Dass  zwei  gerade  Linien, 
die  von  einer  dritten  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  werden, 
sich  selbst  niemals  schneiden  können,  wie  weit  wir  sie  auch  ver- 
längern mögen,  schliessen  wir  daraus,  dass  die  schneidende  Linie 
sich  selbst  parallel  beliebig  längs  der  beiden  Parallelen  verschoben 
werden  kann,  ohne  dass  sich  die  schneidenden  Winkel  ändern.  In- 
soweit sich  dieser  Schluss  auf  die  unmittelbare  Anschauung  stützt, 
ist  er  eine  Induction;  insoweit  er  von  uns  über  jede  mögliche  An- 
schauung hinaus  verallgemeinert  wird,  ist  er  eine  exacte  Analogie, 
die  sich  auf  die  durchgängige  Congruenz  des  Raumes  mit  sich 
selber  stützt. 

In  einem  wesentlich  anderen  Sinne  dagegen  verwerthet  die 
geometrische  Untersuchung  die  Analogie,  wenn  sie  die  Uebergänge 
zwischen  den  geometrischen  Begriffen  über  die  reale  Anschauung 
hinaus  im  Sinne  einer  blossen  Analogie  fortsetzt,  wenn  sie  also  einen 
analogen  üebergang,  wie  er  von  der  Ebene  zum  Raum  stattfindet, 
zwischen  Räumen  von  mehr  Dimensionen  statuirt.  Hier  beginnt, 
ähnlich  wie  bei  den  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs,  der  Process  mit 
einer  Analogie,  der  dann  unter  Umständen  Inductionen,  die  eine 
reale  Anwendung  vermitteln,  nachfolgen  können.  Nur  muss  man 
freilich  beachten,  dass  diese  Anwendungen  nicht  mehr  dem  Gebiet 
der  eigentlichen  Geometrie,  welcher  durch  die  Raumanschauung  ihre 
festen  Grenzen  gezogen  sind,  angehören,  sondern  dass  es  sich  hier- 
bei immer  nur  um  eine  Behandlung  von  Problemen  anderer  Gebiete, 
der  Functionentheorie  oder  der  Mannigfaltigkeitslehre,  in  geometri- 
scher Form  handelt. 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  für  die  Benützung  der  exacten 
Analogie  in  dem  Zusammenhang  der  mathematischen  Methoden  all- 
gemein zwei  Formen:  die  erste,  die  sich  an  die  Induction  an- 
schliesst  und  zur  Feststellung  der  Allgemeingültigkeit  gewisser 
ursprünglich  durch  Induction  gewonnener  Sätze  führt,  und  eine 
zweite,  die  gewisse  Operationen  oder  auf  anderem  Wege  fest- 
gestellte Begriffe  über  ihr  ursprüngliches  Gebiet  hinaus  erweitert, 
indem  sie  einen  bestimmten  logischen  Process  nach  Analogie  der 
für  ihn  in  den  Erfahrungsgrenzen  gültigen  Normen  über  die  letzteren 
fortsetzt.  Während  die  erste  Form  vorzugsweise  bei  den  fundamen- 
taleren Sätzen  ihre  Anwendung  findet,  dient  die  zweite  als  Basis 
der  abstractesten ,   zuweilen  völlig   von  dem  Boden   der  Anschauung 
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sich  entfernenden  Speculationen.    Beide  Formen  lassen  sich  auf  ver- 
schiedene  Principien  zurückführen,    die    erste   auf  ein   Princip    der 
Constanz  mathematischer  Gesetze,   die  zweite  auf  ein  Princip 
der  Permanenz  mathematischer   Operationen.     So  sehr  auch 
das   erste   derselben,   das   Gonstanzprincip,    geeignet  ist,   die   in 
einzelnen    Anwendungen   festgestellten    Gesetze    auf   eine    beliebige 
Zahl  anderer  Fälle  auszudehnen,  so  ist  es  doch  niemals  im  Stande, 
zu  neuen  Begriffen   und  Gesetzen  zu  führen.     Dagegen  besitzt  das 
Permanenzprincip    in   hohem   Grade    diese   Eigenschaft.      Durch 
seine  Anwendung   werden   regelmässig   bedeutsame   Umgestaltungen 
der  Begriffe   hervorgebracht,   und   diese   können  zugleich   von  Um- 
wandlungen  der    für    die   Begriffsoperationen  gültigen   Gesetze   be- 
gleitet sein*).    Die  grosse  Wichtigkeit,  welche  das  Permanenzprincip 
hierdurch  für  die  Entwicklung  des  mathematischen  Denkens  besitzt, 
^ird  sich  namentlich  aus  den  Anwendungen  ergeben,  die  es  auf  den 
fundamentalsten  Begriff  der   Mathematik,    auf  den   der   Zahl,   ge- 
funden hat. 


Zweites  Capitel. 
Die  arithmetisclieii  Methoden. 

1.    Die  Zahlen  und  ihre  Symbole. 

a.    Das  Ziffernsystem. 

Weiter  zurück  als  unsere  sonstigen  für  andere  Begriffe  ge- 
brauchten Schriftsymbole  reichen  die  Anfänge  der  Zahlsjmbolik,  die 
ihrerseits  die  Quelle  des  ganzen  von  der  gewöhnlichen  Sprache  so 
weit  abweichenden  Zeichensystems  der  Mathematik  geworden  ist. 
Ursprünglich  sind  die  besonderen  Zahlzeichen  durch  nichts  als  durch 
den  äusseren  Vortheil  der  Kürze  vor  den  anderen  Schriftsymbolen 
ausgezeichnet.  Nur  in  der  fast  überall  befolgten  Begel,  dass  bei 
einem   Aggregat    aus  mehreren   Zahlen   die   grössere    der    kleineren 


*)  Den  Ausdruck  , Permanenzprincip*  für  diesen  zweiten  auf  der  exacten 
Analogie  beruhenden  Grundsatz  hat  bereits  H.  H  a  n  k  e  l  gebraucht  (Theorie  der 
complexen  Zahlensysteme,  Leipzig  1860,  S.  10). 
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vorangeht'*'),  lässt  sich  eine  unmittelbare  Wirkung  der  arithmetischen 
Operationen  erkennen.  Da  jede  Zahl  aus  einer  Addition  yon  Ein- 
heiten entstanden  ist,  so  wird  sie  nämlich  durch  ebenso  viele  Summen 
ausgedrückt,  als  sie  Zahlsymbole  zu  ihrer  Schreibung  bedarf.  CLIII 
z.  B.  bedeutet  die  drei  Summen  100,  50  und  3.  Da  nun  hierbei 
die  kleinere  Summe  der  nach  vollendeter  Abzahlung  der  grösseren 
gebliebene  Rest  ist,  so  ergibt  [sich  von  selbst,  dass  sie  nachfolgt. 
In  der  That  kann  daher  die  umgekehrte  Anordnung  nur  dort  ein- 
treten, wo  nicht  die  Addition,  sondern  die  Subtraction  oder  Multi- 
plication  zur  Bildung  der  Zahlbezeichnungen  dient,  wie  dies  z.  B. 
in  der  lateinischen  Sprache  und  Schrift  gelegentlich  der  Fall  ist. 
Aber  da  die  wirkliche  Bildung  der  Zahlen  von  der  Addition  aus- 
geht, so  konnten  nur  ausnahmsweise  im  Interesse  der  Kürzung  solche 
entgegengesetzte  Stellungen  aufkommen,  und  sie  mussten  bei  jedem 
rationell  durchgeführten  Ziffernsystem  gegenüber  der  Forderung 
gleichmässiger  Ordnung  wieder  verschwinden. 

Derjenige  Schritt,  der  dem  Ziffemsystem  erst  seinen  specifisch 
mathematischen  Charakter  aufgeprägt  hat,  ist  dessen  Umwandlung 
in  ein  reines  Positionssystem.  Dieses  unterscheidet  sich  aber 
von  den  vorangegangenen  Systemen  regelmässiger  Anordnung  da- 
durch, dass  nicht  die  Stellung  der  Zahl  nach  ihrem  Werthe, 
sondern  umgekehrt  der  Werth  der  Zahl  nach  ihrer  Stellung 
sich  richtet.  Diese  sinnreiche  Umkehrung  der  Beziehung  wurzelt 
zwar  in  dem  nämlichen  Oesetz  der  Summirung,  dem  die  voran- 
gegangene Abhängigkeit  der  Stellung  vom  Werthe  entsprungen  war; 
möglich  aber  wurde  sie  durch  die  Erfindung  der  Null.  Denn  die 
letztere  gestattet  es,  eine  doppelte  Werthbezeichnung  der  Ziffern 
anzuwenden ;  eine  erste,  die  an  das  Symbol  als  solches  geknüpft  ist, 
und  eine  zweite,  die  von  seiner  Stellung  abhängt.  Diese  gibt  die 
allgemeine  Classe  an,  welcher  die  Ziffer  zugerechnet  werden  soll. 
Die  Werthverhältnisse  der  Classen  sind  dabei  an  sich  willkürlich 
und  conventionell ,  aber  es  wird  durch  sie  die  Menge  der  einzelnen 
Symbole  bestimmt,  welche  flir  die  in  jeder  Classe  vorhandenen 
Zalilen  erforderlich  sind.  So  beruht  das  Decimalsystem  auf  dem 
Princip,  dass  die  unterste  Classe  neun  einfache,  jede  höhere  Classe 
aber  neun  zusammengesetzte  Einheiten  enthält,  deren  jede  zehn 
Einheiten  der  nächst  niederen  Classe  gleich  ist.    Wo  in  einer  Classe 


*)  H.  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Alterthum  und  Mittel- 
alter. S.  32. 
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überhaupt   keine   Einheiten    vorkommen,    da    wird   dies    durch    das 
zehnte  Zeichen,   die  Null,  ausgedrückt.     Das  Geschäft  der  Zählung 
dadurch  zu  erleichtem,  dass  man  Oruppen  von  Einheiten  bildet  und 
diese  als  neue  Einheiten  behandelt,   ist   ein  so   nahe  liegender  Ge- 
danke, dass  er  lange  vor  der  Ausbildung  einer  Ziffemsymbolik  ver- 
wirklicht war,    daher  die  letztere  überall  von  ihm  Gebrauch  macht. 
Das    von   den    indischen   Mathematikern    erfundene   Positionssystem 
aber  hat  diesen  Gedanken  nach  dem  durch  die  Decimalmethode  ge- 
forderten  Princip  systematisch   durchgeführt    und    dabei   durch   die 
reine  Stellungsbezeichnung  der  Einheitswerthe  den  ungeheuren  Vor- 
theil  erreicht,  dass  sie  mit  der  möglichst  kleinen  Anzahl  von  Zeichen 
auskommt,  indem  sie  ausser  der  Null  nur  so  viele  Ziffernsymbole  nöthig 
hat,   als   die   niederste  Classe  Einheiten  enthält.     Dass   hierbei   das 
Decimalsystem   den  Vorrang   erhielt,    ist   wie   gesagt   conventionell. 
Man  wird  ihm  den  Vorzug  einräumen  können,  dass  es  in  Anbetracht 
der  durch  die  praktischen  Rechenbedürfnisse  gestellten  Bedingungen 
zwischen  dem  Zuviel  und  Zuwenig  eine  richtige  Mitte  hält.     Hätte 
man  die  Zahl  der  Symbole  und  also  auch  der  Einheiten  jeder  Classe 
noch  mehr  beschränkt,  wie  in  dem  quinären  System  mancher  Natur- 
völker, so  würden  schon  bei  massigen  Summen  der  Classen  zu  viele 
sein.      Hätte  man   ein   vigesimales   oder    gar  sexagesimales   System 
bevorzugt,    so    wäre    die   Menge   der   Zeichen   nachtheilig    für    ihre 
sichere   Unterscheidung    geworden.      Nur    das   duodecimale   System, 
wie  es  in  unserer  Tageseintheilung  angedeutet  ist,  hätte  diese  Vor- 
theile  in  ungefähr  gleichem  Grad  dargeboten,  und  es  würde  daneben 
für   die  Division   den  Vorzug   besitzen,    dass   die  Einheiten   höherer 
Classe  in  eine  grössere  Anzahl  von  Factoren  zerlegt  werden  könnten 
als    die   Zehn    und    ihre   Potenzen.     Da    sich  jedoch   die   objectiven 
Bedingungen  der  Jahres-  und  Tageseintheilung,  aus  denen  möglicher 
Weise  ein  Duodecimalsystem   zu  entwickeln   war,   minder  zwingend 
geltend  machten,  und  da  sie  überdies  nur  in  sehr  annähernder  Weise 
auf  Verhältnisse  ganzer  Zahlen  zurückführbar  waren,   so   hatte  hier 
von    vornherein    die    auf   den    unveränderlichen    Eigenschaften    des 
Menschen  selbst  beruhende  decimale  Zählmethode  den  Vorzug. 

Das  Positionssystem  stellt,  ganz  abgesehen  von  der  speciellen 
Form,  die  es  als  Decimalsystem  angenommen  hat,  jede  beliebige 
Zahl  allgemein  als  eine  Reihe  dar  von  der  Form 

in  welcher   durch   a,  b ,  c,  d  .  ,  .  die   Einheitswerthe   der   einander 
folgenden  Classen  bezeichnet  sind,  während  ß  die  Anzahl  der  in  dem 
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gewählten  System  vorhandenen  Ziffernsymbole  bedeutet;  im  Decimal- 
System  ist  also  ß  =  10,  während  {\lr  a,  b,  c,  d  ,  ,  .  irgend  welche 
unter  den  Ziffern  0  bis  9  eintreten  können.  Diese  Reihe  zeigt  deut- 
lich den  mathematischen  Charakter  des  Positionssystems:  jede  Zahl 
wird  durch  dieses  in  eine  Reihe  von  Summen  zerlegt,  welche  nach 
absteigenden  Potenzen  der  Orundzahl  des  Systems  geordnet  ist.  Da 
die  Reihe  bis  zu  jeder  beliebigen  Potenz  von  ß  fortgesetzt  werden 
kann,  so  ist  sie  durch  keine  noch  so  grosse  Zahl  begrenzt,  ohne 
dass  doch  der  kleine  Vorrath  der  benützten  Ziffemsymbole  über- 
schritten zu  werden  braucht.  Das  Positionssvstem  hat  daher  die 
durch  die  unbegrenzte  Menge  der  Zahlen  gestellte  Forderung  gelöst. 
In  der  That  erkannten  schon  die  indischen  Mathematiker,  dass  die 
unbegrenzt  grosse  Zahl,  deren  Begriff  in  jener  Forderung  gegeben 
ist,  zwar  niemals  durch  eine  wirkliche  Summenreihe,  wohl  aber, 
unter  Zuhülfenahme  des  nämlichen  Symbols,  welches  das  Fehlen 
einer   Einheit   andeutet,    der    Null,    durch    eine   Division    von    der 

Form  —  ausgedrückt  werden  kann*). 

Nicht  in  der  gleichen  Weise  wie  nach  oben  sind  die  Zahlen 
nach  unten  unbegrenzt.  Grössen,  die  kleiner  als  die  Einheit  sind, 
können  zwar  bis  zu  beliebiger  Kleinheit  durch  echte  Brüche  aus- 
gedrückt werden.  Da  die  Nenner  solcher  Brüche  aber  jeden  mög- 
lichen Werth  haben  können,  so  fehlt  es  innerhalb  der  ursprünglichen 
natürlichen  Zählmethoden  an  einem  Princip,  welches  für  derartige 
Zahlen  eine  durchgängige  Vergleichbarkeit  herstellt.  Das  Positions- 
system liefert  dieses  Princip,  indem  es  einfach  den  Aufbau  der  Zahl 
aus  einer  Summenreihe  nach  entgegengesetzter  Richtung  fortsetzt. 
Wie  es  die  Zahlen,  die  über  der  Einheit  liegen,  durch  die  Bildung 
neuer  Einheiten  gewinnt,  die  im  directen  Verhältniss  der  auf- 
steigenden Potenzen  der  Grundzahl  des  Systems  zunehmen,  so  ge- 
winnt es  die  Zahlen  unter  der  Einheit  ebenfalls  durch  die  Bildung 
neuer  Einheiten,  die  den  aufsteigenden  Potenzen  der  Ghrundzahl 
reciprok  sind.  So  entsteht  beim  Decimalsystem  die  Ergänzung 
durch  die  Deciraalbrücbe  oder  allgemein  die  Darstellung  einer  be- 
liebigen Zahl  durch  die  Reihe 


*)  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik ,  1,  S.  523. 
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welche  Reihe  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt  wachsen  kann  und  so 
auf  die  beiden  Begriffe  der  unbegrenzt  grossen  und  der  unbegrenzt 
kleinen  Zahl  hinweist.  Durch  diese  Ausdehnung  hat  sich  das  Posi- 
tioDssystem  zugleich  den  Erweiterungen  angepasst,  die  der  ursprüng- 
liche Zahlbegriff  durch  die  Entwicklung  der  gebrochenen  und  nament- 
lich der  irrationalen  Zahlen  erfuhr. 


b.   Die  Zahlarten  und  Zahlsysteme. 

Durch  die  einfachen  arithmetischen  Operationen  und  ihre 
Wiederholung  entstehen  aus  dem  ursprünglichen  System  der  posi- 
tiven ganzen  Zahlen  neue  Zahlbegriffe,  welche  dann  zugleich  eine 
reale  Anwendung  auf  geometrische  oder  beliebige  andere  Orössen 
gestatten.  Allgemein  ist  daher  zunächst  eine  doppelte  Möglichkeit 
ftir  die  Erzeugung  neuer  Zahlbegriffe  gegeben.  Dieselben  können 
erstens  entstehen  durch  die  Anwendung  des  Permanenzprincips 
auf  die  Resultate  arithmetischer  Operationen,  indem  man  voraussetzt, 
dass  mit  diesen  Resultaten  stets  die  nämlichen  Operationen  wie  mit 
den  lursprünglichen  Zahlen  wieder  ausgeführt  werden  können;  zwei- 
tens können  sie  sich  bilden  durch  die  Anwendung  des  Gonstanz- 
princips  auf  beliebige  in  der  Anschauung  gegebene  Objecte,  indem 
man  annimmt,  dass  jeder  Gegenstand,  der  überhaupt  dem  Begriff 
der  Grösse  subsumirt  werden  kann,  eine  analoge  Messung  durch 
Zahlen  gestatte,  wie  eine  solche  für  discrete  abzählbare  Objecte 
möglich  ist.  Diese  historisch  auf  einander  gefolgten  Entstehungs- 
forraen  der  secundären  Zahlbegriffe  tragen  aber  logisch,  beide  aus 
verschiedenen  Gründen,  den  Charakter  der  Zufälligkeit  an  sich. 
Bei  der  ersten  erscheint  es  als  ein  willkürlicher  Act,  dass  Rech- 
nungsresultate, die  nicht  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden  können, 
dennoch  wie  Zahlen  behandelt  werden;  bei  der  zweiten  entspringen 
die  neuen  Begriffe  aus  den  empirischen  Eigenschaften  unserer  Sinnes- 
wahmehmung,  und  sie  würden  daher  möglicher  Weise  ganz  andere 
j*ein  können,  wenn  diese  Eigenschaften  sich  veränderten.  Der  Ver- 
such erscheint  daher  gerechtfertigt,  dass  man  jene  beiden  äusseren 
Entwicklungsformen  der  Zahlbegriffe  durch  eine  innere,  dem  ur- 
sprünglichen Zahlbegriffe  selbst  immanente  zu  ersetzen  strebt. 

Diese  dritte  Erzeugungsweise,  die  wir  im  unterschiede  von 
der  arithmetischen  und  geometrischen  die  logische  nennen  wollen, 
kann  aber  allein  dadurch  zum  Ziele  führen,  dass  sie  die  begriff- 
b'chen  Merkmale,   die  in  den  secundären  Zahlbegriffen  zur  Anwen- 
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düng  kommen,  schon  in  den  ursprünglichen  Zahlbegriff  aufnimmt. 
Dies  geschieht  am  einfachsten,  wenn  man  ausser  dem  Begriff  der 
Einheit  und  der  Zusammenfassung  von  Einheiten  oder  der  Anzahl 
noch  den  Begriff  des  Elementes  einführt,  indem  man  von  vorn- 
herein die  Möglichkeit  offen  lässt,  dass  die  Einheit  aus  beliebig  an- 
geordneten, selbst  aber  nicht  weiter  zerlegbaren  Elementen,  die  auch 
„arithmetische  Punkte**  genannt  werden,  bestehe.  Der  logische 
unterschied  von  den  vorhin  hervorgehobenen  Umwandlungen  des 
ursprünglichen  Zahlbegriffs  vermittelst  der  Anwendungen  des  Per- 
manenz- und  des  Constanzprincips  besteht  hier  darin,  dass  jener 
ursprüngliche  Zahlbegriff  selbst  schon  dem  generellen  Begriff  der 
Mannigfaltigkeit  subsumirt  wird,  aus  welchem  successiv  seine 
logisch  möglichen  Formen  durch  Determination  entwickelt  werden*). 
Unter  diesen  Formen  müssen  dann  aber  nothwendig  auch  die  ver- 
schiedenen Zahlbegriffe  anzutreffen  sein.  Jener  allgemeine  Begriff 
enthält  so  zwei  Bestandtheile ,  deren  Variirung  verschiedene  Ent- 
wicklungen ermöglicht:  1)  den  Begriff  des  letzten  absolut  unzerleg- 
baren, weil  jeder  Grösse  entbehrenden  Elementes,  und  2)  den 
Begriff  der  Einheit  oder  des  einzelnen  irgend  einen  Inhalt  zusammen- 
fassenden, aber  von  der  objectiven  Beschaffenheit  dieses  Inhalts  ab- 
strahirenden  Denkactes.  Der  Variirung  des  ersten  dieser  Begriffe 
entsprechen  die  Unterschiede  der  ganzen  und  gebrocheneu,  der 
rationalen  und  irrationalen  Zahlen;  aus  den  Veränderungen  des 
zweiten  entspringen  die  Unterschiede  der  positiven,  negativen, 
imaginären  und  complexen  Zahlen.  Beide  Entwicklungen  haben  eine 
völlig  abweichende  Bedeutung.  Durch  die  erstere  ändert  sich  die 
innere  Constitution,  durch  die  letztere  die  äussere  Form  des 
Zahlbegriffs;  jene  bezieht  sich  auf  die  Art  des  Zählens,  diese  auf 
die  Richtung  desselben.  Es  wird  daher  zweckmässig  sein,  beide 
Zahlformen  auch  durch  verschiedene  Namen  zu  unterscheiden:  wir 
wollen  die  ersten  als  Zahlarten,  die  zweiten  als  Zahlsysteme 
bezeichnen.  Da  jene  Begriffsvariationen  unabhängig  von  einander 
geschehen  können,  so  sind  übrigens  in  jedem  der  Zahlsysteme  die 
verschiedenen  Zahlarten  möglich**). 


*)  Ueber  den  Begriff  der  Mannigfaltigkeit  im  allgemeinen  vgl.  mein  System 
der  Philosophie,  S.  240.  247  ff. 

**)  Eine  unter  den  Zahlentheoretikem  verbreitete  Richtung,  der  beeonders 
L.  Kronecker  Ausdruck  gegeben  hat,  ist  freilich  geneigt,  alle  diese  im  Folgen- 
den n&her  zu  besprechenden  Entwicklungen  des  Zahlbegriffs  als  Umgestaltungen 
desselben   zu  betrachten,   die,   aus   der  Anwendung  auf  Gegenstände   der  An- 
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Die  einfachste  Zahlart  sind  die  ganzen  Zahlen,  weil  sich 
bei  ihnen  die  Begriffe  der  Einheit  und  des  Elementes  decken.  Ihre 
nächste  anschauliche  Verwirklichung  finden  sie  in  der  zeitlichen  Auf- 
einanderfolge der  Denkacte,  indem  die  Einheit  dem  einzelnen  Denk- 
act  unter  Abstraction  von  jedem  Inhalt  entspricht.  (Siehe  oben 
S.  128.)  Diese  psychologische  Grundlage  des  Zahlbegriffs  darf  aber 
nicht  dazu  verführen,  dass  man  mit  Kant  und  W.  R.  Hamilton 
auch  logisch  die  Zahl  aus  der  Zeit  ableitef*").  Können  wir  schon 
psychologisch  unter  Umständen  mehrere  Denkinhalte  gleichzeitig 
auffassen,  so  ist  es  logisch  überhaupt  nicht  nöthig,  über  die  Zeit- 
folge der  Einheiten  irgend  etwas  auszumachen.  Das  einzige  was 
vorausgesetzt  werden  muss  ist,  dass  die  Einheiten  überhaupt  zu- 
sammengefasst  werden.  Logisch  ist  demnach  die  Zahl  ein  Begriff 
sui  generis,  der  ebenso  wenig  auf  die  Zeit  wie  auf  den  Raum  zurück- 
geführt werden  kann.  Wäre  er  dies  nicht,  so  würde  auch  kaum 
denkbar  sein,  wie  es  möglich  ist,  den  Zahlbegriff  logisch  unabhängig 
von  diesen  Anschauungen  nach  seinen  verschiedenen  Oestaltungen  zu 
entwickeln.     (Vgl.  Bd.  I,  S.  521  f.) 

Bei  den  gebrochenen  Zahlen  entsprechen  die  Begriffs- 
elemente der  Einheit  und  des  Elementes  einander  nicht  mehr,  son- 
dern es  werden  bestimmte  Einheiten  in  Elemente  von  je  nach  Be- 
dürfniss  wechselnder  Menge  zerlegt  gedacht,  indem  der  Zähler  des 
Bruchs  die  Anzahl  der  Elemente  enthält,  die  zusammengefasst  werden 

schanung  entsprangen,   dem   rein  logischen  Begriff  der  Zahl   fremd  seien  (vgl. 
Kronec^^er,  Ueber  den  Zahlbegriff,  Grelles  Journal  f.  reioe  u.  angewandte 
Mathem.,  Bd.  101,  S.  337  ff.,  und  Philosophische  Aufsätze  Ed.  Zeller  zu  seinem 
50jäbrigen  Doctor-Jubiläum  gewidmet,  S.  265).    Aber  man  verkennt  hierbei,  dass 
schon   bei  dem   ursprünglichen  Begriff  der  Anzahl  nicht   anders   als  bei  allen 
jenen  Fortbildungen  desselben  die  empirische  Entstehung  und  der  abstract 
logische  Inhalt  zu  scheiden  sind.     Beachtet  man  dies,  so  ist  das  Verhältniss 
des  Begriffs  zu  seiner  Auschauungsgrundlage  bei  den  irrationalen  und  imaginären 
Zahlen  schliesslich  kein  wesentlich  anderes  als  bei  den  einfachen  ganzen  Zahlen. 
Wenn  Eronecker  glaubt,  dass  es  dereinst  gelingen  werde,    den  gesammten 
Inhalt  der  andern  mathematischen  Disciplinen  zu  „arithmetisiren",  d.  h.  ,  einzig 
und  allein  auf  den  im  engsten  Sinne  genommenen  Zahlbegriff  zu  gründen,  also 
die  Modificationen  und  Erweiterungen  dieses  Begriffs  wieder  abzustreifen",    so 
dürfte  eben  die  dem  ursprünglichen  Zahlbegriff  immanente  logische  Fortentwick- 
lung zu  den  andern  Zahlarten  und  Zahlsystemen  der  Weg  sein,    auf  welchem 
dieses  «Arithmetisiren'  aller  Grössenbegriffe  bereits  erfolgt  ist.    Vgl.  hierzu  und 
zum  Folgenden  auch  die  Untersuchung  von  Walter  Brix,  Der  mathematische 
Zahlbegriff  und  seine  Entwicklungsformen,  Phil.  Stud.  V,  S.  633  ff.,  VI,  S.  104, 
u.  8.  261  ff. 

*)  W.  R.  Hamilton,    Lectures  on  Quatemions,   Dublin  1853.     Preface. 
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sollen,  während  der  Nenner  die  Menge  der  Elemente  angibt,  die  in 
der  Einheit  enthalten  sind.  Da  diese  Menge  wiederum  durch  eine 
ganze  Zahl  angegeben  werden  kann,  so  bilden  die  Elemente  neue 
Einheiten,  die  der  Bedingung  entsprechen,  dass  durch  sie  die  ur- 
sprOngh'chen  theilbar  sind,  und  die  gebrochene  Zahl  drückt  daher 
nicht  bloss  eine  durch  Zahlen  messbare  Grösse,  sondern  zugleich  das 
Verhältniss  aus,  in  welchem  jene  beiderlei  Einheiten  zu  einander 
stehen.  So  sagt  z.  B.  der  Bruch  */6 ,  es  solle  eine  Zahl  gedacht 
werden,  die  durch  die  Zusammenfügung  von  6  Einheiten  entstehe, 
deren  jede  durch  5malige  Theilung  einer  ursprünglichen  Einheit  er- 
zeugt werde.  Da  das  Verhältniss  dieser  Einheiten  beliebig  wechseln 
kann,  so  repräsentiren  die  gebrochenen  Zahlen  eine  beliebig  ver- 
änderliche, im  allgemeinen  aber  ungleich  dichte  Anordnung  der 
Elemente  einer  Mannigfaltigkeit. 

Aus  dieser  Eigenschaft  entspringt  nun  eine  logische  Forde- 
rung, die  erfüllt  gedacht  die  dritte  und  letzte  Zahlart  entstehen  lässt. 
Diese  Forderung  besteht  in  der  Voraussetzung,  die  Elemente  der 
Mannigfaltigkeit  seien  ein  für  alle  Mal  so  angeordnet,  dass  mittelst 
derselben  jede  beliebige  Theilung  möglich  sei.  In  Folge  dessen  tritt 
zu  dem  für  die  ganzen  Zahlen  gültigen  Theilungsgesetz,  das  an  und 
für  sich  auch  für  diese  neue  Zahlart  gültig  bleibt,  ein  zweites 
Theilungsgesetz  hinzu,  welches  in  der  Umkehrung  des  ersteren  be- 
steht. Nach  dem  ursprünglichen  Theilungsgesetze  werden  durch  jede 
beliebige  Zahl  a,  die  man  aus  der  Reihe  der  ganzen  Zahlen  heraus- 
greift, die  sämmtlichen  Zahlen  in  zwei  Classen  zerfällt,  von  denen 
die  eine  nur  Zahlen  <  a,  die  andere  nur  Zahlen  >  a  enthält,  wäh- 
rend a  selbst  entweder  der  einen  oder  der  anderen  Classe  zugerechnet 
werden  kann.  Führt  man  nun  die  Forderung  beliebiger  Theilbar- 
keit  ein,  so  bedeutet  dies,  dass  auch  das  umgekehrte  Princip 
gültig  sei,  d.  h.  dass,  wenn  man  irgend  eine  Theilung  der  voraus- 
gesetzten Mannigfaltigkeit  vornimmt,  dadurch  jedesmal  eine  bestimmte 
Zahl  a  entstehe,  welche  die  Reihe  der  Zahlen  in  zwei  Classen  von 
den  vorhin  geschilderten  Eigenschaften  zerfallt.  Die  Zahlen,  die 
dieser  Forderung  Genüge  leisten,  sind  die  irrationalen  Zahlen, 
und  die  Mannigfaltigkeiten,  die  denselben  entsprechen,  besitzen  die 
Eigenschaft,  dass  sie  ins  Unendliche  theilbar  und  dass  in  jedem  noch 
so  kleinen  Theil  die  Elemente  gleich  dicht  geordnet  sind**").    Mittelst 

*)  Vgl.  hierzu  Dedekind,  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen,  Braun- 
schweig 1872,  und  6.  Cantor,  Grundlagen  einer  allgemeinen  Mannigfaltig- 
keitslehre, Leipzig  1883  (Matheni.  Annalen,  Bd.  15 — 21). 
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der    irrationalen    Zahlen    kann  jede   in    der    Anschauung   gegebene 
stetige  Grösse  und  jedes  Verhältniss  solcher  Grössen  gemessen  wer- 
den.    Deshalb  ist  aber  doch  logisch  betrachtet  die  obige  Definition 
keineswegs,  wie  Dedekind  und  Gantor  annehmen,  zugleich  die  De- 
finition  einer   stetigen  Grösse.    'Vielmehr  ist  sie  nur  die  Definition 
derjenigen  Zahlart,    die   in  Folge   der  vorausgesetzten  Theilung  der 
ursprünglichen  Einheiten  in  unendlich  viele  Oberall  gleich  dicht  ge- 
ordnete   Elemente    eine    vollkommen    erschöpfende    arithmetische 
Messung  der  stetigen  Grösse  zulässt.     Denn  der  Begriff  der  Zahlen- 
mannigfaltigkeit selbst  enthält   immer  nur   die  Begriffe  der  Einheit 
und   des  Elementes,   und   wie   man   auch   das  Verhältniss  dieser  zu 
einander  willkürlich  fixiren  mag:  jede  solche  Feststellung  kann  sich 
nur  auf  die  Anordnung  und  die  Dichtigkeit  der  Elemente  beziehen, 
sie  kann  niemals  die  begriffliche  Trennung  der  letzteren   aufheben. 
Wird,   um   dies   dennoch  zu  erreichen,   die  obige  arithmetische  De- 
finition  durch    die  Forderung   ergänzt,    dass  die  Elemente  stetig  in 
einander  übergehen  sollen,  oder  dass  sie  eindeutig  und  wechselweise 
den  Punkten  einer  in  der  Anschauung  gegebenen   stetigen  Mannig- 
faltigkeit, z.  B.  einer  geraden  Linie,  zugeordnet  werden  können',  so 
sind   solche  Bestimmungen   immer   nur   aus   der  Anschauung  hinzu- 
gefügt,   durch   irgend   eine  Determination   des  ursprünglichen  Zahl- 
begriffs  aber   können   sie   niemals  gewonnen  werden.     Gebunden  in 
unseren   arithmetischen  Messungen   an   die  ursprüngliche  Gestaltung 
des  Zahlbegriffs,  vermögen  wir  übrigens  selbst  die  irrationalen  Zahlen 
nicht   durch  besondere  Zahlformen  auszudrücken,    sondern  es  bleibt 
nur    die    Aufstellung    von    Näherungswerthen    mittelst    gebrochener 
Zahlen   möglich,    die  aber  wegen  der  unbegrenzten  Fortsetzung  der 
Theilungen,    welche  die  letzteren  gestatten,    bis  zu  jeder  beliebigen 
Grenze  den  wirklichen  Werthen  genähert  werden  können. 

Wie  auf  diese  Weise  aus  der  Variation  der  Bedingungen  für 
die  Elemente  der  Zahlenmannigfaltigkeit  die  Zahlarten,  so  ent- 
springen nun  aus  der  Einführung  verschiedener  Voraussetzungen  für 
die  Einheiten  der  Zahlen  die  Zahlsysteme.  Bezeichnen  wir  die 
ursprüngliche  Einheit  durch  «,  so  hat  der  Werth  a,  den  wir 
irgend  einer  Zahl  beilegen,  die  Bedeutung,  dass  e  a-mal  gedacht 
werden  solle.  Diese  einfache  Position  einer  Verbindung  von  Ein- 
heiten nennen  wir  eine  positive  Zahl,  und  die  unbegrenzte  Mannig- 
faltigkeit solcher  Zahlen  ist  das  System  der  positiven  Zahlen. 
Hiervon  können  nun  die  Zahlen  anderer  Systeme  in  doppelter 
Weise  logisch  abweichen.     Sie  können  erstens  aus  verschieden- 
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artigen  Einheiten  gebildet  sein,  so  dass  irgend  eine  Zahl  durch 
das  Product  n  .  e'  dargestellt  werden  muss,  worin  e'  die  abweichende 
Einheit  bedeutet.  Derartige  Zahlsysteme  stimmen  mit  den  gewöhn- 
lichen darin  überein,  dass  sie  einfache  sind:  zu  jeder  Zahl  a  des 
gewöhnlichen  existirt  eine  gleich  grosse  Zahl  eines  solchen  neuen 
Zahlsystems,  die  von  jener  nur  durch  die  Qualität  der  Einheit 
verschieden  ist.  Zweitens  können  neue  Zahlsysteme  entstehen,  in- 
dem Gruppen  verschiedener  Einheiten  zu  neuen  Zahlen  zu- 
sammentreten. Gruppen,  die  aus  den  nämlichen  Einheiten  bestehen, 
wie  a .  e  und  b .  e,  können  stets  durch  Addition  zu  einfachen  Zahlen 
{a  -\-  b)  e  vereinigt  werden.  Gruppen  aus  verschiedenartigen  Ein- 
heiten ,  wie  a .  e  und  b  .e\  sind  aber  nicht  addirbar ,  weil  die  Ein- 
heiten e  und  ef  nicht  vereinigt  werden  können.  Eine  so  gebildete 
Zahl  wird  also  nur  in  der  Form  eines  durch  Addition  verbundenen 
Aggregates  a  .  e  -\-  b  .  e'  darstellbar  sein.  Ein  System,  das  aus 
solchen  Zahlen  aufgebaut  ist,  heisst  ein  complexes  Zahlsystem,  und 
es  wird  speciell,  wenn  jede  Zahl  zweierlei  Einheiten  enthält,  ein 
zweifach  ausgedehntes  genannt,  wenn  drei  verschiedenartige  Ein- 
heiten vorkommen,  ein  dreifach  ausgedehntes  u.  s.  w.  Es  erhellt 
hieraus,  dass  die  Menge  denkbarer  Zahlsysteme,  und  zwar  sowohl 
der  einfachen  wie  der  complexen,  unbegrenzt  ist. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  nun  die  Anwendungen  der  so  ent- 
standenen Zahlsysteme  auf  die  Objecte  der  Anschauung,  so  liegt 
offenbar  der  wesentlichste  Unterschied  der  ursprünglichen  positiven 
Zahlen  von  den  aus  ihnen  abgeleiteten  darin,  dass  sich  jene  aus- 
schliesslich auf  die  zählbaren  Objecte  selber  beziehen,  während 
durch  diese  zugleich  die  wechselseitigen  Beziehungen  der 
Objecte  bestimmt  werden.  Erst  unter  dem  Einfluss  dieser  neuen 
Begriffe  erhalten  dann  auch  die  positiven  Zahlen  neben  ihrem  un- 
mittelbaren noch  einen  relativen  Werth,  wobei  sie  jedoch  stets  die 
festen  Beziehungspunkte  bilden,  auf  welche  die  anderen  zurück- 
geführt werden  müssen,  sobald  es  sich  um  eine  wirkliche  numerische 
Messung  der  Objecte  und  ihrer  Relationen  handelt.  Dies  geschieht, 
indem  man  die  Einheiten  der  übrigen  Zahlsysteme  durch  positive 
Einheiten  ersetzt  und  diese  mit  Operationssymbolen  versieht,  welche 
die  Entstehungsweise  der  andersartigen  Einheiten  aus  positiven  an- 
geben. Auf  diese  Weise  tritt  an  Stelle  der  zweiten  Einheit  e^  das 
Zeichen  der  Subtraction,  an  Stelle  der  dritten  i  das  aus  der  geome- 
trischen Porportion  +  1  :  i  :^  i  :  —  1  entnommene  Zeichen  y  —  1, 
und   die   vierte   Einheit  /j    endlich   nimmt   das   der  Verbindung   der 
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Subta*action  und  Radicirung  entsprechende  Zeichen  —  [/^  —  1  an. 
Behält  man  für  die  positiven  Einheiten  verschiedener  Art  die  unter- 
scheidenden Zeichen  e  und  i  bei,  so  zerfallen  alle  Einheiten  in  zweier- 
lei Gegensätze :  +  e  und  —  «i  +  i  und  —  f ,  die  sich,  da  i  die  mitt- 
lere geometrische  Porportionale  zwischen  +  e  und  —  e  ist,  durch  zwei 
in  einer  Ebene  zu  einander  senkrechte  Gerade  darstellen  lassen,  die 
sich  im  Nullpunkte  schneiden.   (Fig.  4  f.  S.)    Die  logische  Bedeutung 
der  negativen,   der  imaginären  und   der  aus   den  letzteren  zunächst 
abgeleiteten  gemeinen  complexen  Zahlen  besteht  hiemach  darin,  dass 
dieselben  neben  den  rein  metrischen  Verhältnissen  der  Grössen  auch 
ihre  verschiedenen  Richtungsverhältnisse  bestimmen,  wobei  aber 
wiederum  die  Begriffe  der  Richtung   und  Ausdehnung  in  einem  all- 
gemeineren  logischen  Sinne   zu  verstehen  sind,   in  welchem   sie   die 
räumlichen  Beziehungen  als  einen  Specialfall  unter  sich  begreifen. 
Die  Beschränkung   des   gemeinen   complexen   Zahlsystems   auf 
eine   zweifach   ausgedehnte   Mannigfaltigkeit   legt  jedoch  die  Frage 
nahe,  ob  sich  nicht  mit  Hülfe  weiterer  Einheiten  noch  andere  Zahl- 
systeme   bilden   lassen.     Mindestens  für  den  Raum  scheint  die  geo- 
metrische Anschauung  eine  ähnliche  numerische  Lagebestimmung  zu 
verlangen,  wie  sie  die  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  für  die  Ebene 
gestatten.     Nichts   desto   weniger   erweist   sich   diese  Forderung  als 
undurchführbar.     Vielmehr  führfc   der  Versuch,    irgend   eine  weitere 
Form  imaginärer  Einheiten  zu  verwenden,  immer  wieder  auf  die  ge- 
wöhnlichen imaginären  und  complexen  Zahlen  zurück.    Der  logische 
Grund   dieser   Beschränkung  liegt   in  dem  arithmetischen  Ursprung 
der  verschiedenen  Einheitsformen.     Wie   die  Gerade  mit  ihren  zwei 
Richtungen  der  ersten  Stufe  der  einfachen  arithmetischen  Operationen, 
der  Addition  und  Subtraction,   so  entspricht  die  durch  zwei  Gerade 
bestimmte  Ebene  den  Operationen  zweiter  Stufe,  der  Multiplication  und 
Division.     Weitere  Formen  imaginärer   Einheiten   würden   also   nur 
dann  möglich  sein,  wenn  entweder  noch  andere  arithmetische  Fun- 
damentaloperationen existirten,  oder  wenn  mindestens  die  gegebenen 
in  verschiedener  Weise  ausführbar  wären,  wenn  also  z.  B.  mehrere 
einander  coordinirte  Formen  der  Multiplication  und  Division  von  ver- 
schiedener Bedeutung  aufgestellt  werden  könnten.     Von   dem  ersten 
dieser  Fälle  kann  vermöge  der  Natur  des  Zahlbegriffs  nicht  die  Rede 
sein.    Dagegen  ist  der  zweite  an  und  für  sich  denkbar,  da  bei  jeder 
Operation  je  zwei  Zahlen  in  zwei  verschiedenen  Formen  mit  einander 
verbunden  werden  können,  additiv  in  den  Formen  a  +  i  und  &  +  a, 
multiplicativ  in  den  Formen   a  .  h  und  b  .  a.     Nimmt  man  nun   an, 

Wandt,  Logik.   11,  l.   2.  Aufl.  10 


146 


Ariihme tische  Methoden. 


diese  Formen  seien  einander  nicht  äquivalent,  so  würde  jede  Opera- 
tion in  ebenso  viele  Unterarten  zerfallen,  als  Permutationen  zwischen 
den  Gliedern  einer  Summe  oder  den  Factoren  eines  Productes  mög- 
lich sind.  Vorausgesetzt  also,  die  Multiplication  wäre  eine  viel- 
deutige Operation,  so  würde  man,  da  die  Anzahl  der  Factoren,  die 
man  zu  einem  Producte  vereinigen  kann,  unbegrenzt  ist,  beliebig 
viele  Arten  imaginärer  Einheiten  und  mittelst  ihrer  eine  unbegrenzte 
Anzahl  complexer  Zahlsysteme  höherer  Ordnung  erhalten  können. 

Einen  realen  Werth  können  diese  formalen  Bedingungen  natür- 
lich nur  dann  gewinnen,  wenn  die  wirkliche  Anschauung  zur  An- 
wendung entsprechender  Zahlbegriffe  Veranlassung  bieten  sollte.  Hier 
ist  nun  leicht  ersichtlich,  dass  sofort  ein  von  den  Verhältnissen  des 
gemeinen  complexen  Zahlensystems   verschiedener  Fall  eintritt,   so- 


Fig.  4. 


Fig.  5. 
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bald  man  als  Constructionsfeld  nicht  die  Ebene,  sondern  die  Kugel- 
oberfläche wählt.  Irgend  ein  in  der  Ebene  gelegener  Punkt  x 
(Fig.  4),  dessen  Lage  durch  die  complexe  Zahl  a  -f-  6  i  bestimmt  ist, 
lässt  sich  als  Endpunkt  der  Diagonale  eines  Parallelogramms  denken, 
dessen  Seiten  a  und  b  i  sind.  Ob  man  nun  auf  den  Wegen  2e  -\-b 
oder  2  i  -{-  a  nach  x  gelangt,  ist  für  das  Elesultat  gleichgültig.  Man 
schliesst  daher,  dass  a  -\-  bi  =  bi  -}-  a  ist,  oder  dass  für  das  ebene 
complexe  Zahlensystem  das  commutative  Princip  gilt.  Nun  lässt  sich 
auch  auf  der  Kugeloberfläche  (Fig.  5)  eine  Figur  construiren,  welche 
dem  ebenen  Parallelogramm  in  der  Weise  entspricht,  dass  eine  Seite 
BC  mit  einer  anderen  AD  zur  Deckung  kommt,  wenn  sie  um  den 
Betrag  einer  dritten  Seite  in  der  Richtung  BA  um  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  gedreht  wird.  Doch  ist  klar,  dass  jene  zwei  parallelen 
Seiten  eines  sphärischen  Parallelogramms  zwar  in  ihrer  Grösse,  nicht 
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aber   in   ihrer  Richtung   einander   gleich   sind:   in  diesem  Fall  wird 
daher   auch   einer  Bewegung   auf  der   Seite  BC  eine   gleich  grosse 
auf  der  Seite  AD  nicht  äquivalent  sein.    Denken  wir  uns  die  dia- 
gonalen Hauptkreise  gezogen,  so  entstehen  vier  sphärische  Dreiecke, 
die   an   dem   Pol  E  an   einander   stossen.     Die   dem  Winkel  bei  E 
gegenüberliegende  Seite  eines  jeden  solchen  Dreiecks  lässt  sich  durch 
die  Drehung   eines    von    dem  Mittelpunkte   der   Kugel  ausgehenden 
Vectors  um  die  beiden  Winkel  a=  EC  und  ^  =  BE  hervorgebracht 
denken.    Das  Resultat  einer  combinirten  Drehung  wird  aber  in  diesem 
Fall  gleich  dem  Product  der  beiden  einfachen  Drehungen  sein.    Setzen 
wir  also  den  Vector  =  1  und  bezeichnen  wir  a  und  ß  als  Versoren, 
so  ist  der  Bogen  B  C  gleich  dem  Producte  a .  ß  seiner  beiden  Ver- 
soren.    Es  zeigt  sich  aber  zugleich,  dass  dieses  Product  wegen  der 
vorhin    hervorgehobenen   Eigenschaften    des    sphärischen    Parallelo- 
gramms verschiedene  Bedeutungen  annimmt,  je  nachdem  es  in  der 
Form  a  .  ß  oder  ß .  a  geschrieben,  und  je  nachdem  es  mit  positivem 
oder  negativem  Vorzeichen  eingeführt  wird.  Setzen  wir  die  Drehungen 
in  der  Richtung   der  Pfeile   als   die   positiven   voraus,   so   wird  das 
Product  +  a  .  ß  gleichzeitige  Drehungen  -EC  und  BE  bedeuten,  welche 
aber,  da  ß  Multiplicandus  ist,  so  verlaufen,  dass  ein  von  E  um  den 
Winkel  ß  entfernter  Punkt  in  die  Distanz  a  geführt  wird,  dass  also 
-^  a.^  =  BC  wird.    Ebenso  kann  +  ß  .  a  nur  derjenige  Bogen  sein, 
bei  dessen  Anfangspunkt  a  gegeben  und  ß  =  0  ist,  also  AD.    Aus 
ähnlichen  Erwägungen  ergibt  sich  AB  =  —  a  .  ß  und  D C=  —  ß  .  a. 
Diese  Betrachtungen  lassen  sich  auf  beliebige  im  Raum  ausgedehnte 
Gebilde   übertragen,   indem   man  jede  Strecke  erstens  in  Bezug  auf 
ihre  Grösse   durch   eine  reelle  Zahl  misst  und  dazu  zweitens  in  be- 
sonderen imaginären   Einheiten    den   Bogen  bestimmt,   welcher    die 
Richtung  der  Strecke  angibt.     Bezeichnet  man  die  vom  Mittelpunkt 
der  Kugel   aus   nach   drei   zu  einander   senkrechten  Richtungen  ge- 
legten Einheitsradien  mit  /,  j  und  ft,  so  lassen  sich  diese  als  zu  ein- 
ander und  zu  den  reellen  Einheiten  laterale  Grössen  betrachten,  für 
weiche  die  Bestimmungen  gelten 

und  die  Zahl  a,  welche  eine  geometrische  Strecke  nach  Grösse  und 
Richtung  im  Raum  vollständig  bestimmt,    nimmt  nun  die  Form  an 

a  =  a  -\-  bi-\-  cj  -{-  dk. 

Diese  viergliedrigen ,   eine  reelle  und  drei  imaginäre  Einheiten 
enthaltenden  Zahlen  sind  von  ihrem  Erfinder  W.  R.  Hamilton  als 
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Quatemionen  bezeichnet  worden.  Durch  sie  wird  jene  Ueber- 
tragung  des  Zahlbegriffs  auf  den  Raum,  die  das  gewöhnliche  System 
der  complexen  Zahlen  vermöge  der  Eindeutigkeit  der  arithmetischen 
Fundamentaloperationen  nicht  gestattet,  auf  einem  Umweg  erreicht. 
Der  Umweg  besteht  aber  darin,  dass  man  Grösse  und  Richtung  als 
getrennte  Eigenschaften  einer  Strecke  behandelt  und  dann  die  letz- 
tere auf  die  Drehungen  einer  imaginären  Kugel  zurückgeführt  denkt. 
Diese  Trennung  bringt  es  dann  mit  sich,  dass  die  Quatemionen  nicht 
zwei,  sondern  drei  imaginäre  Einheiten  enthalten.  Auch  hier 
lassen  sich  wieder  die  Begriffe  der  Richtung  und  Strecke  selbstver- 
ständlich in  einem  allgemeineren,  von  den  räumlichen  Beziehungen 
abstrahirenden  Sinne  auffassen.  Immerhin  ist  es  klar,  dass  die  so 
entstandenen  Zahlen  nicht  wie  die  gewöhnlichen  complexen  Zahlen 
aus  einer  mit  innerer  Nothwendigkeit  sich  ergebenden  Erweiterung 
des  Zahlbegriffs  hervorgegangen  sind,  sondern  dass  sie  auf  der  An- 
wendung eines  Kunstgriffs  beruhen,  der  trotz  seiner  praktischen 
Fruchtbarkeit  doch  den  Charakter  des  Zufälligen  besitzt. 

Einen  logisch  strengeren,  aber  freilich  für  die  anschaulichen 
Anwendungen  minder  fruchtbaren  Charakter  gewinnt  die  Entwick- 
lung neuer  complexer  Zahlbegriffe  dann,  wenn  man  von  der  Ent- 
stehung derselben  aus  arithmetischen  Operationen  überhaupt  abstra- 
hirt  und  lediglich  die  formalen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen 
complexen  Zahlen  zum  Ausgangspunkte  nimmt.  Eine  solche  Ent- 
wicklung kann  dann  wieder  nach  zwei  Richtungen  ins  Unbegrenzte 
fortgeführt  werden,  indem  man  1)  die  Anzahl  der  Glieder  einer 
complexen  Zahl  zimehmen  und  2)  au  die  Stelle  des  linearen  Aus- 
drucks, aus  welchem  die  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  bestehen, 
höhere  Potenzen  treten  lässt.  Logisch  betrachtet  bewegen  sich 
demnach  diese  zahleutheoretischen  Speculationen  lediglich  in  fort- 
währenden Anwendungen  des  Permanenzprincips"^). 

Die  verschiedenen  Entwicklungen  des  Zahlbegriffs  haben  nun- 
mehr gezeigt,  dass,  obgleich  dieselben  ursprünglich  in  der  An- 
schauung und  in  den  von  der  Anschauung  ausgehenden  Begriffs- 
operationen ihre  Quellen  haben,  dennoch  überall  diesen  anschaulichen 
Motiven  ein  rein  logisches  Erzeugungsprincip  substituirt  werden 
kann,  welches  den  Vortheil  der  grösseren  Allgemeinheit  voraus  hat. 
Mit  seiner  Annahme    werden   dann  die  anderen  Bildungsformen  der 


*)    Eine    allgemeine    Uebersicht    der    höheren    complexen    Zahlen    g^bt 
H.  H  a  n  k  e  1 ,  Theorie  der  complexen  Zahlensysteme,  8.  99  ß. 
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Zahlen  zu  blossen  Folgerungen  und  Anwendunf^^en  herabgedrückt,  so 
dass    gelegentlich   von   ihnen    auch   ganz    abgesehen   werden   kann. 
Dieses  Verhältniss   ist   aber  nicht   etwa  so  aufzufassen,    als  sei  das 
logische  Erzeugungsprincip  nur  aus  zufälligen  Ursachen  das  spätere, 
oder  als  sei  eine  intellectuelle  Entwicklung  denkbar,  bei  der  sich  die 
Sache  umgekehrt  verhalten  könnte.    Diese  Annahme  wird  durch  die 
Existenz   eines  HOlfsbegriffs  widerlegt,    den  die  logische  Erzeugung 
der   neuen  Zahlbegri£Pe  nicht  entbehren  kann,    während  die  übrigen 
Entwicklungen  seiner  nicht  bedürfen:  des  Hülfsbegriffs  der  Mannig- 
faltigkeit oder,  was  der  Bedeutung  nach  damit  identisch  ist,  des 
arithmetischen   Elementes.     Der   Mannigfaltigkeitsbegriff  ist 
zunächst  durch   eine   Abstraction   aus   den   in   der  Anschauung   ge- 
gebenen Mannigfaltigkeiten,  wie  Zeit,  ßaum,  beliebig  vertheilte  Zeit- 
momente  oder  im  Raum  gegebene  Punktmengen  u.  dergl.,   hervor- 
gegangen, und  er  hat  dann  seine  arithmetische  Allgemeinheit  durch 
die  Anwendung  des  Permanenzprincips  auf  diese  Abstraction  erlangt, 
indem  nach    demselben   nicht  nur   die  Verhältnisse   der  Dichtigkeit 
der  Elemente,   sondern   auch    die  Richtungen   ihrer   Anordnung   als 
dem  Begriff  nach   völlig  unbeschränkte  und   darum   die  realen  Be- 
dingungen der  Anschauung  beliebig  übersteigende  gefordert  werden. 
Darauf  wird  ausserdem  vermittelst  des  Constanzprincips  eine  exacte 
Analogie  der  für  verschiedene  Mannigfaltigkeiten  solcher  Art  gültigen 
Gesetze  vorausgesetzt.    Aber  die  Grundlage  dieser  begrifflichen  Con- 
structionen   bleibt  doch  die  Anschauung,    sie  bleibt  es  auch  in  dem 
Sinne,    dass   hier   wie   überall  fortwährend  Anschauungen  als  Stell- 
vertreter der  Begriffe  functioniren  müssen.    Der  Unterschied  von  den 
beiden  anderen  Erzeugungsformen  besteht  also  im  wesentlichen  nur 
darin,    dass  bei  diesen  im  einen  Falle  das  Permanenz-,   im  anderen 
das    Constanzprincip    erst    nachträglich   auf  den    ursprünglichen 
Begriff  der  positiven  ganzen  Zahlen  angewandt  wird,  während  dort 
beide  Principien  gleichzeitig  vor  der  Ableitung  des  Zahlbegriffs  zur 
Anwendung  kommen,    um   zunächst  den  Begriff  einer  Mannigfaltig- 
keit überhaupt  herzustellen,   der  hinreichend  allgemein  ist,  dass  die 
verschiedensten  denkbaren  Zahlarten  und  Zahlsysteme  aus   ihm   ab- 
geleitet werden   können.     Es  ist  ersichtlich ,   dass  dieses  Verfahren, 
das  die   beiden   ersten    eigentlich    als  Theile    in    sich  begreift,    das 
logisch    vollendetere    ist.     Dies    bewährt    sich    auch  darin,    dass  die 
Zahlbegriffe,   zu   denen   man   auf  solchem   Wege   gelangt,    an   sich 
unerschöpflich  sind,  und  dass  begriffliche  Beziehungen  zwischen  ihnen 
hervortreten,  die  bei  den  specielleren  Erzeugungen  unbeachtet  bleiben. 
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c.   Die  Zahlgrenzen. 

Die  positiven  ganzen  Zahlen  bilden  eine  unerschöpfliche  Reihe, 
vor  deren  Anfang  die  Nichtexistenz  jeder  Zahl,  die  Null,  und  an 
deren  Ende  die  jede  denkbare  Zahl  übersteigende  Grösse,  das  Un- 
endliche, liegt.  Diese  Eigenschaft  geht  auf  alle  anderen  Zahlarten 
und  Zahlsysteme  über.  Die  Symbole  0  und  oo  bezeichnen  daher 
nicht  selbst  Zahlen,  sondern  die  beiden  Grenzen  des  Zahlbegri£Ps. 
^ber  dies  schliesst  nicht  aus,  dass  sie  gewisse  Eigenschaften  mit 
den  Zahlen  gemein  haben  und  daher  unt^r  bestimmten  Bedingungen 
den  Charakter  wirklicher  Zahlen  annehmen  können. 

Zunächst  nämlich  entstehen  0  und  oo,  ebenso  wie  die  eigent- 
lichen Zahlen  mit  Ausnahme  der  Einheit,  durch  die  arithmetischen 
Fundamentaloperationen.  So  wird  oo  durch  die  unbegrenzte  Ad- 
dition von  Einheiten  oder  anderen  positiven  Zahlen,  durch  die  un- 
begrenzte Multiplication  von  ganzen  Zahlen  mit  Ausnahme  der  Ein- 
heit, oder  auch  durch  die  Division  einer  Zahl  mit  0  erzeugt.  Die 
Null  dagegen  entsteht  entweder  durch  die  Subtraction  zweier  gleicher 
Zahlen  von  einander  oder  durch  die  Division  einer  Zahl  mit  oo.  Es 
zeigt  sich  nun  schon  bei  der  Vergleichung  dieser  Entstehungsweisen, 
dass  jedes  der  Symbole  0  und  oo  verschiedene  Bedeutungen  besitzen 
kann.  Am  deutlichsten  ist  dies  bei  der  Null,  wie  aus  den  einfachen 
Beziehungen  hervorgeht : 

-JL  —  IL 
"  0  ~  6' 


a 

• 

b 

oo 

oo 

a 

— 

-a 

Jeder  der  beiden  Grenzbegriffe  kann  hiemach  in  einer  doppelten 
Bedeutung  auftreten.  In  der  ersten  bedeutet  er  die  Grenze 
einer  veränderlichen  Grösse,  einer  unaufhörlich  abnehmen- 
den oder  unaufhörlich  zunehmenden;  in  der  zweiten  dagegen  be- 
deutet er  was  alle  Grenzen  messbarer  Grössen  tiber- 
schreitet, weil  es  entweder  keine  Grösse  besitzt,  oder  weil  seine 
Grösse  durch  die  Reihe  aller  Zahlen,  selbst  wenn  diese  ToUendbar 
wäre,  nicht  erschöpft  würde.  Im  ersten  Fall  handelt  es  sich  um 
eine  aus  der  Betrachtung  der  Grössenänderungen,  im  zweiten 
um  eine  aus  der  Auffassung  des  absoluten  Werthes  der 
Grössen  hervorgegangene  Gestaltung  des  Null-  und  des  Unend- 
lichkeitsbegriffs.    Die   beiden  Formen  der  Null  sind  durch  die  oben 
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erwähnten  Entstehungsweisen  hinreichend  gekennzeichnet.    Während 
die   nach   der  Subtraction  a  —  a  zurückbleibende  Null   das  absolute 

Fehlen  jeder  Orösse  bedeutet,  weist  die  Division darauf  hin,  dass 

a  durch  Theilung  abnehme,  wobei  aber,  da  die  theilende  Grösse  un- 
endlich ist,  auch  diese  Abnahme  eine  unbegrenzte  sein  muss.  Die 
beiden  Formen  des  oberen  Grenzbegriffs  verhalten  sich  in  Bezug 
auf  ihre  Enstehungs weisen  insofern  abweichend,  als  ein  absolutes 
Unendlich  überhaupt  nicht  auf  dem  Wege  irgend  welcher  arith- 
metischer Operationen  entstehen  kann.  Denn  durch  die  der  Sub- 
traction entsprechende  Operation  der  Addition  entsteht  hier  eben- 
falls nur  der  veränderliche  Grenzbegriff,  da  diese  Addition,  um 
eine  unendliche  Summe  zu  geben,  nicht  wie  die  Subtraction  a  —  a 
eine  begrenzte  Zahl  von  Gliedern  verlangt,  sondern  in  der  Form 
einer  unvoUendbaren  Reihe  a  -{-  a  -}-  a  '\-  a  , . .  fortschreitet.  Der 
absolute  Unendlichkeitsbegriff  kann  daher  überhaupt  nur  in  der  Form 
eines  von  den  erzeugenden  Operationen  völlig  abstrahirenden  Postu- 
lates gedacht  werden.  Zu  einem  derartigen  Postulat  kann  aber  die 
mathematische  Untersuchung  endlicher  Grössen  Veranlassung  finden. 
Denn  es  kann  für  die  Fixirung  gewisser  Begriffe,  die  eine  absolute 
Bedeutung  besitzen  und  der  Messung  durch  bestimmte  endliche 
Grössen  unzugänglich  sind,  jener  constante  oder  absolute  Unendlich- 
keitsbegriff erfordert  werden.  Wenn  man  z.  B.  den  Durchschnitts- 
punkt zweier  Parallellinien  in  unendliche  Entfernung  verlegt,  so  ist 
hier  ein  absolutes  Unendlich  gemeint.  Als  Durchschnittspunkt  be- 
zeichnet er  einen  einzigen  fest  bestimmten  Ort  im  Haume,  und  da 
der  Parallelismus  der  Linien  als  gegeben,  nicht  als  erst  entstehend 
vorausgesetzt  ist,  so  kann  man  ihn  nicht  etwa  als  einen  Punkt 
denken,  dem  die  Linien  ohne  Ende  zustreben.  Vielmehr  denken  wir 
uns  die  Linien  über  alle  messbaren  Grenzen  hinaus  immer  noch  als 
parallel.  So  lange  wir  bloss  die  erste  Form  des  Unendlichkeits- 
begriffes, die  Grenze  einer  veränderlichen  Grösse,  im  Auge  haben, 
ist  daher  der  Begriff  eines  Durchschneidungspunktes  überhaupt  un- 
vollziehbar. Aehnliche  Voraussetzungen  wie  hier  für  die  specielle 
Form  der  Raumgrössen  können  nun  aber  auch  für  die  allgemeinsten 
Grössen,  die  Zahlen,  gemacht  werden.  Vermöge  der  unbeschränkten 
Freiheit  mathematischer  Begriffsbildung  auf  Grundlage  des  Per- 
manenzprincips  ist  die  Annahme  möglich,  es  gebe  einen  absoluten 
Werth  0)  =  oo ,  welcher  nicht  bloss  die  Grenze  bezeichne ,  dem  die 
Reihe   der  Zahlen   ohne  Ende   zustrebt,    sondern   in  welchem  diese 
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Grenze  wirklich  erreicht  sei.  In  der  That  hat  man  diese  Fiction  in 
die  arithmetische  Speculation  eingeführt  und  daran  Untersuchungen 
über  die  Eigenschaften  der  jenseits  der  Grenzen  einer  solchen  ab- 
soluten Grösse  a>  =  oo  gelegenen  Zahlen  geknüpft.  Dabei  stellt  sich 
z.  B.  heraus,  dass  diese  «transfiniten"  Zahlen  schon  bei  der  Addition 
dem  Commutationsgesetz  nicht  mehr  folgen,  indem  1  -j'  co  =  a>,  da- 
gegen 0)  +  1  >►  (ü,  also  auch  1  +  (o  nicht  gleich  w  +  1  ist*).  Wenn 
wir  eine  in  ihrer  absoluten  Totalität  gedachte  unendliche  Gerade,  die 
nach  ihrer  einen  Richtung  begrenzt  ist,  vor  ihrem  Anfang  im  Un- 
endlichen um  eine  Strecke  verlängert  denken,  so  wird  dadurch  ihre 
Grösse  verändert;  wenn  wir  aber  die  nämliche  Strecke  an  ihrer 
Grenze  im  Endlichen  ansetzen,  so  bleibt  die  Gerade  eine  unendliche 
Grösse  von  gleichem  Werthe  wie  vorher. 

Vielfach  sind  in  der  Mathematik  und  Philosophie  die  beiden 
hier  besprochenen  Formen  der  GrenzbegriflFe  mit  einander  vermengt 
worden,  und  viele  der  so  genannten  „Paradoxien  des  Unendlichen '^ 
haben  hierin  ihre  Quelle**).  Auch  wenn  man  zu  einem  gewissen 
Bewusstsein  der  Unterschiede  gelangte,  verband  sich  dies  nicht  selten 
mit  einer  ungleichen  Werthschätzung  beider  BegriflFe,  indem  einer 
derselben  als  der  allein  berechtigte,  der  andere  als  ein  unrecht- 
mässiger galt.  Besonders  bezog  sich  dieser  Streit  auf  den  oberen 
Grenzbegriff,  während  der  untere,  bei  dem  die  arithmetische  An- 
wendung beiden  Formen  ihr  Recht  verschaffte,  davon  kaum  berührt 
wurde.  So  wurde  in  der  Mathematik  das  Symbol  oo  fast  nur  in 
der  Bedeutung  einer  ohne  Ende  wachsenden  Grösse  gebraucht, 
während  Hegel  diese  Unendlichkeit  der  Mathematiker  als  die 
schlechte  bezeichnete  und  ihr  die  absolute  Unendlichkeit  als  die 
wahre  gegenüberstellte***).  Die  dieser  Unterscheidung  zu  Grunde 
liegende  Anschauung,  dass  es  sich  bei  der  ersten  Form  in  Wahrheit 
um  endliche,  wenn  auch  unmessbar  grosse  oder  kleine  Grössen 
handle,  kann  aber  nicht  als  zutreffend  anerkannt  werden.  Obgleich 
sie  in  der  Entwicklung  der  Grundbegriffe  des  Infiuitesimalcalcüls 
ihre  Quelle  hat,  so  ist  sie  doch  in  diesem  offenbair  nicht  selbständig 
entstanden,  sondern  aus  den  älteren  Näherungs-  und  Exhaustions- 
methoden  in  ihn  übergegangen.  Das  Unendliche  ist  die  Negation  der 
endlichen  Grösse   und  als   solche  für  die  beiden  Gestaltungen  des 


*)  G.  Cantor,  Grundlagen  einer  allgemeinen  Mannigfaltigkeitslehre,  S.  39. 
**)  Vgl.  B.  Bolzano,  Paradoxien  des  Unendlichen,  Leipzig  1851. 
***)  Hegel,  Logik.  I,  S.  263  f.  In  ähnlichem  Sinne  unterscheidet  G.  Cantor. 
(a.  a.  0.  S.  13)  das  uneigentlich  und  das  eigentlich  Unendliche. 
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oberen. Orenzbegriffs  gültig,  Der  einzige  Unterschied  liegt  in  dem  zu 
Grunde  liegenden  Erzeugungsprincip.  Dieses  besteht  im  ersten  Falle 
darin,  dass  man  das  Unendliche  aus  der  endlichen  Grösse  durch 
unbegrenztes  Wachsthum  hervorgehen  lässt,  während  man  es  im 
zweiten  Falle  als  einen  fertigen  Begriff  denkt,  der  von  Anfang  an 
das  Merkmal  der  Begrenztheit,  welches  den  endlichen  Grössen  zukommt, 
nicht  besitzt.  Eher  werden  daher  [die  Bezeichnungen  des  Endlosen 
und  des  Ueberendlichen  oder  die  zuerst  von  G.  Cantor  gebrauchten 
des  InfinitenunddesTransfiniten  diesen  verschiedenen  Entstehungs- 
bedingungen der  Unendlichkeitsbegriffe  einigermassen  gerecht. 

Noch  einen  andern  Uebelstand  hatte  aber  die  Vermengung 
dieser  verschiedenartigen  Grenzbegriffe.  In  solchen  Fällen,  wo  an 
sich  nur  einer  der  beiden  Unendlichkeitsbegriffe  Berechtigung  be- 
sass,  erzeugte  sie  durch  die  Herbeiziehung  des  andern  einen  falschen 
Zwiespalt  der  Anschauungen.  Wir  werden  auf  diesen  Punkt  bei 
den  Grundbegriffen  der  Infinitesimalmethode  zurückkommen.  Doch 
ist  hier  schon  hervorzuheben,  dass  der  absolute  oder  transfinite 
ünendlichkeitsbegriff  in  der  Mathematik  nur  für  zahlentheoretische 
oder  geometrische  Zwecke  eingeführt  werden  kann,  dass  dagegen 
überall  da,  wo  es  sich  um  die  mathematische  Darstellung  physi- 
kalischer, also  durch  die  Erfahrung  bestimmter  Begriffe  handelt, 
nur  der  infinite  Unendlichkeitsbegriff  möglich  ist. 

Nicht  zu  übersehen  ist  schliesslich,  dass  beide  Unendlichkeits- 
begriffe den  Charakter  logischer  Postulate  besitzen.  Wir  können 
fordern ,  es  solle  die  Reihe  der  positiven  ganzen  Zahlen  in  einer 
einzigen  Zahl  w  =  oo  zusammengefasst  werden,  und  es  solle  eine 
Grösse  ohne  Ende  wachsen  oder  zunehmen,  ja  wir  können  wegen 
der  begrifflichen  Freiheit  des  mathematischen  Denkens  alle  diese 
Postulate  als  erfüllt  annehmen  und  dann  die  daraus  entspringenden 
Folgerungen  entwickeln.  Aber  da  unser  Denken  nicht  die  Macht 
hat,  eine  objective  Realität  zu  erschaffen,  sondern  höchstens  im 
Stande  ist,  dieselbe  in  subjectiven  und  darum  den  Erkenntniss- 
bedingungen des  Bewusstseins  unterworfenen  Begriffen  nachzu- 
erzeugen,  so  sind  auch  jene  Voraussetzungen  an  sich  nichts  als 
logische  Postulate,  und  eine  reale  Bedeutung  gewinnen  sie  erst 
Ton  dem  Punkte  an,  wo  sie  sich  in  der  begrifflichen  Nachbildung 
der  Wirklichkeit  als  brauchbar  bewähren*). 

*)  Vgl.  hierzu  die  Bemerkungen  über  die  transcendenten  Raumspecu- 
laüonen,  Bd.  I,  S.  493  ff.,  und  meine  Abhandlung  über  Kants  kosmologische 
Antinomien  und  das  Problem  der  Unendlichkeit,  Philos.  Stud.  II,  S.  495  ff. 
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2.   Die  algebraischen  Operationen.  _ 

In  den  Zahlarten  und  Zahlsystemen  ist  ein  Zahlbegriff  zur 
Entwicklung  gelangt,  der  von  dem  allgemeinen  Begriff  der  Grösse 
nicht  mehr  verschieden  ist.  Durch  die  Svmbole  des  an  den  ur- 
sprünglichen  Zahlbegriff  sich  anlehnenden  Ziffemsystems  kann  daher 
dieser  Begriff  nicht  in  zureichender  Weise  ausgedrückt  werden, 
sondern  derselbe  fordert  Begriffszeichen  von  allgemeinerer  Bedeutung. 
Solche  Zeichen  sind  die  algebraischen  Buchstabensymbole, 
denen  jene  Bedeutung  willkürlich  beigelegt  worden  ist.  Neben  ihnen 
bedarf  die  allgemeine  Arithmetik  der  Operationssymbole,  welche 
die  mit  den  Zahlen  vorgenommenen  arithmetischen  Operationen  an- 
deuten. Ausser  diesen  beiden  kann  endlich  noch  eine  dritte  Art 
von  Symbolen  vorkommen,  welche  Zahlen  und  die  mit  denselben 
vorzunehmenden  Operationen  gleichzeitig  bezeichnen.  Diese  dritte 
Art  ist  an  sich  nicht  unerlilsslich  wie  die  beiden  ersten,  aber  sie 
ist  als  abkürzendes  Hülfsmittel  des  Denkens  von  grosser  Wichtigkeit 
und  findet  deshalb  eine  mit  der  Verwicklung  der  Aufgaben  zu- 
nehmende Anwendung. 

Die   arithmetischen  Methoden,   welche  diese  dreierlei  Symbole 
benutzen,    können   nun    entweder    die    directe    Lösung    allgemeiner 
Zahlenproblenie  bezwecken,  indem  sie  sich  dazu  der  vier  arithmeti- 
schen  Grundoperationen    und   ihrer  Wiederholungen  bedienen;   oder  -^ 
sie  können  der  Untersuchung  der  Eigenschaften  gewisser  allgemeiner         -^m 
Grössenbeziehungen   gewidmet  sein,   um    erst  in  zweiter  Linie   von        ^^-^ 
diesen    Eigenschaften   für    die  Lösung    der  Probleme  Gebrauch   zu     xltu 
machen.     Auf  diese  Weise   scheiden   sich  von  einander   die  Gebiete    -^^e 
der   eigentlichen   Algebra   und   der  algebraischen   Analysis.  « .^  §. 
Nicht  die  Gegenstände,  mit  denen  sich  beide  beschäftigen,  sondeniMz^^^n 
die  Standpunkte,   die  sie   bei  der  Untersuchung  dieser  (Gegenstands ^£j}e 
einnehmen,   sind   daher  verschieden.     Die  Algebra  betrachtet  eineir^^en 
algebraischen   Ausdruck    bloss   mit   Rücksicht   auf  den   Werth   de^^^ßj^ 
einzelnen  Grössen  und  auf  die  Beschaffenheit  der  Operationen,  df  .^3ie 
mit  ihnen  vorzunehmen  sind ;  die  algebraische  Analysis  sieht  ihn  « — -^ 
die  Darstellung  einer  Beziehung  zwischen  Grössen  an,  und  sie  unte  ^^r- 
sucht  seine  Abhängigkeit  von   den  Veränderungen,   die  einzelne          jq 
ihn   eingehende  Grössen  erfahren    können.     Der  analytische  Staxm^md-' 
punkt  ist  daher  der  allgemeinere,  welcher  den  rein  algebraischen      ^Jg 
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speciellen  Fall  in  sich  schliesst.  Nichts  desto  weniger  wird  es  an- 
gemessen sein,  hier  den  nämlichen  Weg  zu  wählen,  den  die  Aus- 
bildung der  mathematischen  Begriffe  selber  genommen  hat.  Wir 
beschäftigen  uns  darum  zuerst  mit  den  algebraischen  Methoden  im 
engeren  Sinne  und  wenden  uns  erst  in  einem  folgenden  Capitel  der 
logischen  Untersuchung  des  Begriffs  der  Function  zu,  von  welchem 
die  Analysis  beherrscht  ist,  dessen  Entwicklung  aber,  wie  wir  so- 
gleich sehen  werden,  schon  in  den  gewöhnlichen  algebraischen  Opera- 
tionen beginnt. 

• 

a.  DieEntstehung  undBedeutung  algebraischer  Gleichungen. 

Die  algebraischen  Methoden  in  dem  oben  angegebenen  engeren 
Sinne  sind  auf  zwei  logische  Grundlagen  zurückzuführen.     Die  eine 
besteht  in  der  Allgemeinheit  der  Zahlgesetze.     Diese,  die  den 
Gebrauch  der  Symbole  möglich  macht,  beherrscht  auch  fortan  deren 
Anwendungen.     Die  andere  besteht  in  der  unmittelbaren,  aber  ver- 
möge  der   abgeschlossenen  Natur  eines  jeden   Problems    stets  be- 
grenzten   Anwendung    der    vier    arithmetischen   Operationen    und 
ihrer  Wiederholungen.     Die   Art,   wie   diese   Operationen   zur   An- 
wendung kommen  und  auf  einander  folgen  müssen,  richtet  sich  nach 
der  Natur  des  Problems.     Die  nächste  Aufgabe   der   algebraischen 
•Methodik  besteht  daher  darin,   dass   sie  die  Beschaffenheit  des  vor- 
gelegten Problems  in  einem  allgemeinen  symbolischen  Ausdruck  dar- 
stellt.    Dies   geschieht  mittelst   der  Aufstellung  einer  Gleichung, 
Welche   die  Beziehungen   zwischen  den  in  das  Problem   eingehenden 
Orossen  angibt.    Die  Probleme,  die  auf  solche  Weise  eine  algebraische 
^ormulirung  zulassen,    können   sich   auf  alle  möglichen   messbaren 
^bjecte  beziehen,  auf  abstracte  Zahlen,  auf  Zeit-  und  Raumgrössen, 
^nf  Waaren   und  Güterwerthe  u.  s.  w.     Stets   aber   besteht  die  Be- 
engung zur  Aufstellung  einer   algebraischen  Gleichung  darin,    dass 
^ich  die  quantitativen  Relationen  zwischen  den  Grössen  auf  einfache 
arithmetische  Operationen  in  begrenzter  Anzahl  zurückführen  lassen. 
I)a8  bei   der  Lösung  der  gestellten  Aufgaben   einzuschlagende  Ver- 
'fahren    muss    dann    aus   Operationen   bestehen,    welche    denjenigen 
entgegengesetzt    sind,    aus    denen    die    quantitativen    Relationen 
^er   in    der    Gleichung    verbundenen    Grössen    hervorgingen :    eine 
-Addition  wird  also  in  einer  Subtraction,  eine  Multiplication  in  einer 
Division,   eine  Potenzerhebung   in   einer  Radicirung  ihre  Auflösung 
finden. 
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Die  Gleichung  als  mathematisches  Identitätsurtheil  ist  die  einzige 
Form,  in  welcher  der  Ausdruck  fest  bestimmter  Relationen  zwischen 
Grössen  überhaupt  möglich  ist.  Die  Aufstellung  einer  Gleichung 
enthält  aber  nur  dann  zugleich  eine  bestimmt  lösbare  Aufgabe,  wenn 
eine  der  durch  sie  in  Relation  gesetzten  Grössen  unbekannt  ist  und 
aus  der  in  der  Gleichung  vorgelegten  Relation  zu  den  andern  be- 
kannten Grössen  gefunden  werden  soll.  Sind  alle  Grössen  der 
Gleichung  bekannt,  so  enthält  diese  keine  Aufgabe;  ist  mehr  als 
eine  Grösse  unbekannt,  so  genügt  sie  nicht,  um  die  Aufgabe  zu 
lösen,  sondern  es  müssen  ebenso  viele  weitere  Relationen  zwischen 
den  nämlichen  Grössen  in  der  Form  von  Gleichungen  gegeben  sein, 
als  weitere  Unbekannte  vorhanden  sind.  Da  die  Algebra  aus  prak- 
tischen Rechenaufgaben  hervorging,  bei  denen  es  sich  stets  um  die 
wirkliche  Ermittlung  unbekannter  Werthe  aus  unveränderlich  ge- 
gebenen bekannten  handelte,  so  ist  die  Untersuchung  der  Gleichungen 
ursprünglich  nur  von  diesem  Gesichtspunkte  bestimmt  gewesen.  Jede 
Gleichung  galt  als  der  Ausdruck  einer  Beziehung  zwischen  Grössen, 
die  sämmtlich  fest  bestimmte  Werthe  besitzen,  von  denen  aber  ein- 
zelne zufällig  unbekannt  sind.  Traten  mehrere  Gleichungen  mit 
mehreren  Unbekannten  auf,  so  wurden  solche  nur  als  Hülfsmittel 
angesehen,  um  aus  ihnen  die  Normalform  mit  der  einen  Unbekannten 
herzustellen.  Zuerst  kam  dieser  rein  arithmetische  Standpunkt  aus 
Anlass  der  mehrfachen  Werthe,  welche  die  Unbekannte  bei  höheren 
Gleichungen  annahm,  ins  Schwanken.  Denn  eine  anschauliche  Deu- 
tung dieser  mehrfachen  Werthe  lieferte  die  Geometrie,  indem  sie 
zeigte,  dass,  sobald  man  die  in  der  Gleichung  aufgestellte  Relation 
als  eine  solche  zwischen  Raumgrössen  ansieht,  die  mehrfachen  Werthe 
der  Unbekannten  mehreren  Raumgrössen  entsprechen,  die  sämmtlich 
der  gegebenen  Gleichung  Genüge  leisten.  Hier  musste  sich  nun  zu- 
gleich die  Wahrnehmung  aufdrängen,  dass  eine  derartige  Bestimmung 
der  Unbekannten  immer  nur  einen  oder  (bei  den  höheren  Gleichungen) 
einige  Einzel  werthe  herausgreift,  welche  eine  Grösse  dann  annimmt, 
wenn  anderen  mit  ihr  in  gesetzmässiger  Beziehung  stehenden  Grössen 
fest  bestimmte  Werthe  gegeben  werden,  dass  aber,  sobald  man  sich 
diese  oder  einzelne  unter  ihnen  stetig  verändert  denkt,  nun  auch 
jene  Unbekannte  stetige  Veränderungen  erfährt.  So  führte  haupt- 
sächlich die  geometrische  Betrachtung  zu  einer  neuen  Auffassung 
der  algebraischen  Gleichungen.  Die  Unbekannte  wurde  untergeordnet 
dem  allgemeinen  Begriff  der  Veränderlichen.  Die  algebraische 
Gleichung  müsste  nun  allgemein  als  ein  Ausdruck  betrachtet  werden. 
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welcher  die  auf  eine  begrenzte  Zahl  arithmetischer  Elementaropera- 
tionen zurückführbaren  Beziehungen  zwischen  veränderlichen  und 
confltanten  Grössen  angibt.  Werden  alle  Grössen  als  constant  an- 
genommen mit  Ausnahme  von  zweien,  so  drückt  die  Gleichung  eine 
einfache  Reihe  stetig  veränderlicher  Beziehungen  aus,  indem  jedem 
Werth  der  einen  Veränderlichen  x  im  allgemeinen  auch  ein  anderer 
WerÜi  der  zweiten  Veränderlichen  y  entspricht.  Ihre  einfachste  an- 
schauliche Verwirklichung  findet  darum  eine  solche  Gleichung  in 
einer  ebenen  Curve,  deren  Grad  dem  Grad  der  Gleichung  entspricht. 
Wird  in  dieser  Gleichung  der  einen  der  Veränderlichen  ein  con- 
stanter  WerUi  beigelegt,  so  ist  es  klar,  dass  auch  die  zweite  Ver- 
änderliche einen  Constanten  Werth  oder,  wenn  das  Resultat  mehr- 
deutig wird,  eine  begrenzte  Anzahl  constanter  Werthe  annehmen 
muss.  Insofern  diese  constanten  Werthe  nicht  direct  gegeben  sind, 
sondern  erst  aus  ihrem  Verhältniss  zu  den  übrigen  Grössen  gefunden 
werden  sollen,  verwandelt  sich  jetzt  die  Veränderliche  in  die  Un- 
bekannte, und  die  Auflösung  der  Gleichungen  wird  zu  einem  Special- 
fall der  Behandlung  algebraischer  Functionen.  Will  man  sich 
die  Entstehung  dieses  Specialfalls  vergegenwärtigen,  so  muss  man 
also  von  dem  allgemeinen  Gesetz  einer  stetig  veränderlichen  Function 
ausgehen.  Eine  Function  zweiten  Grades  z.  B.  von  der  Form 
y^  =  X  {a  —  x)  wird  in  eine  lösbare  Gleichung  zweiten  Grades  über- 
gehen, wenn  etwa  y  =  b  und  demnach  x^^ — ax-\-b^=0  wird.    Man 

1  ^/~l 

erhält  dann  für  x  die  zwei  Werthe  -T^ai   y    ~r-  ^^  —  ^^.     Fragen 

wir  aber  nach  der  realen  Bedeutung  dieses  Uebergangs,  so  wird, 
wenn  wir  eine  geometrische  Bedeutung  zu  Grunde  legen,  y^  =  x{a  —  x) 
zur  Scheitelgleichung  eines  Kreises  vom  Durchmesser  a.  Setzt  man 
hierin  die  auf  dem  Durchmesser  senkrechte  Ordinate  =  J,  so  ist 
damit  auch  der  zugehörige  Abscissenwerth  x  fixirt.  Aber  da  zu 
der  Ordinate  b  eine  gleich  grosse  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
des  Kreismittelpunktes  existirt,  so  erhält  x  zwei  Werthe,  je  nachdem 
man  die  Wurzelgrösse  positiv  oder  negativ  nimmt. 

Es  ist  das  grosse  Verdienst  Descartes\  dass  er  diese  Ent- 
wicklung der  Gleichung  aus  der  algebraischen  Function  der  Wissen- 
schaft zum  Bewusstsein   brachte'*').     Er  hat  damit   zugleich  auf  den 


*)  Descartes,  G^om^trie,  Oeuvr.  T.  I.  Zwar  waren  schon  die  arabischen 
Mathematiker  durch  die  von  ihnen  geübten  Metboden  der  Lösung  von  Gleichungen 
zu  ähnlichen  Gesichtspunkten  gelangt,    ihre  Leistungen  wurden   aber  erst  in 
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rationellen  Weg  zur  methodischen  Behandlung  der  Gleichungen  hin- 
gewiesen, welcher  darin  besteht,  dass  man  sich  überall  erst  von 
ihren  Entstehungsbedingungen  Rechenschaft  gibt,  hieraus  die  Eenntniss 
ihrer  allgemeinen  Eigenschaften  schöpft  und  auf  diese  endlich  die 
Methoden  zu  ihrer  Lösung  gründet. 

Die  einfachsten  Bedingungen  zur  Aufstellung  einer  Gleichung 
sind  dann  gegeben,  wenn  die  realen  Grössen,  welche  durch  sie  in 
Beziehung  gesetzt  werden,  gleichförmig  mit  einander  venLnderlich 
sind.  In  diesem  Fall  entspricht  der  Constanz  in  dem  Fortschritt 
der  Zahlenreihe  eine  ihr  völlig  gleichende  Constanz  in  den  Verhält- 
nissen der  Objecte,  auf  welche  die  Zahlen  Anwendung  finden.  Ist 
nun  bei  einem  solch  gleichmässigen  Fortschritt  irgend  eine  der  mit 
einander  veränderlichen  Grössen  für  einen  bestimmten  Werth  der 
andern  nicht  direct  gegeben,  so  bestimmt  sie  sich  aus  dem  be- 
kannten Verhältniss,  in  dem  sie  zu  den  andern  Grössen  steht.  Der 
Ausdruck  dieses  Verhältnisses  ist  eine  lineare  Gleichung,  die  durch 
einfache  Isolirung  der  unbekannten  gelöst  wird.  Bei  diesem  Ver- 
fahren kommen  nur  die  vier  arithmetischen  Operationen  selbst  zur 
Anwendung,  nicht  ihre  Wiederholungen.  Zu  den  einfachsten  Auf- 
gaben solcher  Art  gehören  diejenigen  der  Regeldetri,  bei  denen  zu 
drei  gegebenen  Gliedern   einer  Proportion   das   vierte  gesucht  wird. 

Hiervon  unterscheiden  sich  nun  die  verwickeiteren  Fälle  da- 
durch, dass  die  Grössen,  deren  Relation  die  Gleichung  ausdrückt, 
nicht  gleichförmig  zu-  und  abnehmen,  dass  also  die  eine  nicht  ein 
constanter  Bruchtheil  oder  ein  constantes  Vielfaches  der  andern  ist. 
Demgemäss  reicht  nun  auch  die  einfache  Division  oder  Multiplica- 
tion  nicht  mehr  aus,  um  eine  Unbekannte  in  bekannten  Grössen 
auszudrücken.  Der  nächst  einfache  Fall  ist  hier  dann  gegeben,  wenn 
die  Geschwindigkeit  in  der  Zunahme  des  Wachsthums  einer  Grösse 
proportional  der  absoluten  Zunahme  einer  andern  ist,  oder  wenn, 
während  die  eine  Grösse  gleichförmig  zunimmt,  die  andere  mit  einer 
Geschwindigkeit  wächst,  die  fortwährend  ihrem  eigenen  absoluten 
Werthe  proportional  bleibt.  Der  erste  dieser  Fälle  ist  in  der  Natur 
in  vielfältiger  Weise  verwirklicht,  in  der  Zunahme  der  Geschwindig- 
keit fallender  Körper,  in  der  Zunahme  der  Licht-  und  Schallstärke 
mit  der  Annäherung   an  die  Licht-  und  Schallquelle,   u.  s.  w.     Die 

jüngster  Zeit  der  Vergessenheit  entrissen  und  haben  daher  in  dieser  Beziehung 
keinen  merklichen  Einfluss  auf  die  Entwicklung  der  neueren  Algebra  ausgeübt. 
Vgl.  L.  Matthiessen,  Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra,  Leipzig 
1878,  S.  921. 


Entstehung  und  Bedeutung  algebraischer  Gleichungen.  159 

reine  quadratische  Gleichung  ist  der  Ausdruck  dieser  Beziehung. 
Dem  zweiten  Fall  entspricht  das  Wachsthum  eines  Gapitals,  dessen 
Zinsen  wieder  capitalisirt  werden.  Reine  Gleichungen  höherer  Grade 
entstehen  demnach  überhaupt,  wenn  zwei  Zahlen  in  solcher  Beziehung 
stehen,  dass  sie  sich  stetig  mit  einander  verändem,  dass  aber  die 
Veränderung  der  einen  aus  derjenigen  der  andern  nicht  durch  eine 
einfache  Multiplication  oder  Division,  sondern  nur  durch  mehrfache 
Wiederholung  dieser  Operationen  in  Bezug  auf  die  nämliche  Grösse 
gefunden  werden  kann. 

Diese   bis   dahin   noch    einfachen  Aufgaben    werden    nun  von 
steigender  Verwicklung,  wenn  nicht  bloss  das  Wachsthum  der  durch 
die  Gleichung  in  Beziehung  gesetzten  Grössen  ein  verschiedenes  ist, 
sondern    wenn   ausserdem   theils   die    Anzahl    der   Grössen,    die   zu 
einander  in  Relation  gebracht  sind,   theils  die  Anzahl  der  zwischen 
ihnen  existirenden  Relationen  zunimmt.   Geben  wir  z.  B.  der  Gleichung 
mit  zwei  Variabein  x  und  y  eine   geometrische   Deutung,   so   be- 
zeichnen X  und  y  stets  zwei  gerade  Linien,   deren  relatives  Wachs- 
thum den  Weg  einer  Curve  bestimmt,  die  in  ihrem  ganzen  Verlauf 
der  Ausdruck   der   gesetzmässigen   Beziehungen   zwischen   den  Ver- 
änderungen jener  beiden  Geraden  ist.    Denken  wir  uns  zwischen  den 
nämlichen  Geraden   von   denselben  Anfangspunkten  aus  gleichzeitig 
zweierlei  beziehungsweise  Veränderungen   nach   einem  verschiedenen 
Gesetze  oder  mindestens  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  erfolgen, 
so  werden    diese   zwei    neben    einander   hergehenden  Relationen   in 
zwei  Curven  ihren  Ausdruck  finden,  die  sich  in  irgend  einem  Lage- 
verhältniss   zu    einander   befinden.     Legt   man   sich   nun   die   Frage 
vor,  ob  es  einen  oder  mehrere  Punkte  auf  der  Geraden  x  gibt,  die 
für  beide  Gesetze   beziehungsweiser  Veränderungen   coincidiren,   wo 
also  zwei  Werthen  y  von  gleicher  Grösse  auch  zwei  gleiche  Werthe 
Tonx  entsprechen,  so  verwandeln  sich  die  beiden  Gleichungen  zwischen 
X  und  y,    welche   die   Gesetze    des  Verlaufs   der   zwei  Curven   aus- 
drücken,  in  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten.     Die  Werthe 
Ton  27,  die  man  aus  ihnen  gewinnt,  bezeichnen,  auf  der  Geraden  x 
abgemessen,  die  den  beiden  Curven  gemeinsamen  Punkte.   Auf  diese 
Weise  entsprechen  zwei  Kegelschnitten  im  allgemeinen  vier  Schnitt- 
punkte.  Die  zwei  quadratischen  Gleichungen  der  Kegelschnitte  liefern 
daher  als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Werthe  von  x  eine  Gleichung 
vierten  Grades.     Die  Lage  der  beiden  Kegelschnitte  kann  nun  aber 
auch  eine  solche  sein,   dass   sie  in  weniger  als  vier  Punkten,   oder 
dass  sie  gar  nicht  sich  schneiden.     In  diesem  Fall  ergeben  sich  als 
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die  entsprechendeu  Werthe  von  x  imaginäre  oder  complexe  Zahlen. 
Gemäss  der  geometrischen  Bedeutung  der  letzteren  ist  dieses  Resultat 
so  zu  erklären,  dass  sich  der  betreffende  Punkt  nicht  auf  der  Ge- 
raden X  selbst  finden  lässt,  sondern  dass  diese  in  lateraler  Richtung 
bewegt  werden  mUsste,  um  ihn  zu  erreichen.  Denken  wir  uns,  die 
eine  der  sich  schneidenden  Linien  sei  stets  eine  Gerade,  so  ist  an 
und  für  sich  klar,  dass  die  andere  eine  Curve  von  immer  zusammen- 
gesetzterer Beschaffenheit  werden  muss,  wenn  die  Zahl  der  Schnitt- 
punkte wachsen  soll.  Wie  die  Gerade  eine  andere  Gerade  in  einem 
und  einen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  schneidet,  so  eine  Curve 
dritten,  vierten,  fünften  Grades  in  je  drei,  vier,  fünf  Punkten,  von 
denen  wieder  je  nach  der  Lage  der  Geraden  einzelne  hinwegfallen 
können,  wodurch  sich  imaginäre  Werthe  der  Unbekannten  x  ergeben. 
Die  geometrischen  Objecte  bilden  die  anschaulichste  Darstellung 
der  Beziehungen,  die  zur  Aufstellung  von  Gleichungen  führen,  und 
die  Verhältnisse  anderer  Grösisen  können  immer  leicht  in  sie  Über- 
tragen werden.  Versuchen  wir  es  aber,  die  in  dieser  Darstellung 
gegebenen  Bedingungen  in  abstracter  Allgemeinheit  auszudrücken, 
so  bestehen  dieselben  offenbar  darin,  dass  aus  einer  Summe  in 
wechselseitigen  Relationen  stehender  Grössen  zunächst  die  einzelnen 
Grössen  isolirt  werden,  was  in  der  Bezeichnung  jeder  einzelnen  durch 
ein  besonderes  Buchstabensymbol  ausgedrückt  ist.  Jede  solche  isolirte 
Grösse  enthält  in  sich  kein  bestimmtes  Gesetz  des  Wachsthums,  ihre 
Messung  folgt  daher  dem  durch  die  natürliche  Zahlenfolge  gegebenen 
Gesetz  gleich  massiger  Aenderung.  Sobald  nun  aber  die  Grössen  in 
den  zwischen  ihnen  stattfindenden  Relationen  beobachtet  werden,  so 
zeigt  es  sich,  dass  die  einen,  <?,  fe,  c  .  .  .,  constant  bleiben,  während 
sich  die  andern,  o:,  y,  2;  .  .  .,  verändern.  Zum  Ausdruck  des  Gesetzes 
dieser  Veränderung  ist  zunächst  die  Gleichung  bestimmt.  Die  ihr 
entsprechende  Curve  hat,  wie  die  Gleichung  selbst,  die  Bedeutung 
einer  Relation  zwischen  Grössen,  die  für  sich  selbst  betrachtet  sämmt- 
lich  gerade  Linien  von  theils  unveränderlichem,  theils  veränderlichem 
Werthe  sind.  Auch  die  Aufgabe,  zu  welcher  die  Gleichung  Über- 
führt, indem  sie  an  Stelle  der  mehreren  Veränderlichen  die  eine 
Unbekannte  zurücklässt,  besteht  daher  geometrisch  in  der  Ermitt- 
lung der  Länge  einer  Geraden  oder  allgemein  des  isolirten  Werthes 
der  Grösse  x.  Darum  führt  die  Auflösung  einer  Gleichung  immer 
darauf  hinaus,  dass  eine  Gleichung  ?/ten  Grades  für  a?  in  n  Gleichungen 
ersten  Grades  übergeführt  werde,  die  den  n  Wurzeln  für  x  ent- 
sprechen. 
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b.    Die   allgemeinen  Eigenschaften   der   algebraischen 

Gleichungen. 

Der  nahe  Zusammenhang  der  Eigenschaften  der  Gleichungen 
mit  ihren  Entstehungsbedingungen  ergibt  sich  unmittelbar  aus  den 
obigen  Erörterungen.  Während  aber  die  Betrachtung  der  Ent- 
stehungsbedingungen von  den  verwickelten  Erscheinungen,  welche 
Anlässe  zu  bestimmten  Problemen  enthalten,  ausgehen  musste,  ist 
der  Weg  für  die  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Gleichungen 
Dothwendig  der  umgekehrte.  Daraus  ergibt  sich  zugleich  die  Mög- 
lichkeit, dass  hier  die  Untersuchung  sofort  in  abstracter  Form  be- 
gonnen werden  kann,  wogegen  einer  verwickelten  Gleichung  immer 
erst  durch  die  anschaulich  gegebenen  Verhältnisse,  auf  die  sie  be- 
zogen wird,  ein  Verständniss  abzugewinnen  ist.  Hierin  besteht  nun 
das  zweite  grosse  Verdienst  Descartes'  um  die  algebraische  Analysis. 
Während  er  auf  der  einen  Seite  das  geometrische  Bild  als  das  an- 
gemessenste Object  für  die  Erkenntniss  der  Bedeutung  einer  Gleichung 
und  der  sie  constituirenden  Grössen  kennen  lehrte,  zeigte  er  auf  der 
andern,  dass  bei  der  Untersuchung  des  Aufbaues  der  Gleichung  aus 
diesen  Elementen  das  algebraische  Symbol  jeder  anschaulichen  Ver- 
sinnlichung  überlegen  ist,  weil  es  für  die  Ausführung  der  arithmeti- 
schen Elementaroperationen  das  einfachste  Werkzeug  darbietet. 

Das  Ergebniss  der  Auflösung  einer  Gleichung  bestellt  in  der 
Feststellung  linearer  Gleichungen  von  der  Form  a;  =  a ,  a?  =  ß, 
ar  =  Y  •  •  •  1  deren  Anzahl  dem  Grad  der  ursprünglichen  Gleichung 
entspricht,  und  in  denen  a,  ß,  y  .  .  .  successiv  die  einzelnen  Wurzel- 
werthe  bedeuten,  die  x  annehmen  kann.  Diese  Werthe  a,  ß,  y  .  .  . 
sind  in  der  ursprünglichen  Gleichung  nicht  isolirt  enthalten,  sondern 
unter  einander  und  mit  x  zu  einer  einzigen  zusammengesetzten  Rela- 
tion verbunden ,  welche  die  Werthe  x  —  a,  rr  —  ß,  x  —  Y  •  •  .  i  die 
sammtlich  gleich  Null  sind,  als  Factoren  enthält,  und  worin  übrigens 
a,  ß,  Y  •  •  •  sowohl  negative  als  complexe  Werthe  bedeuten  könnten. 
Rückwärts  wird  daher  auch  aus  den  n  linearen  Endgleichungen 
die  ursprüngliche  wieder  hergestellt  werden,  wenn  man  die  genannten 
Factoren  mit  einander  multiplicirt,  wenn  man  also 

{x  —  cf.),{x  —  ß)  ,{x  —  y)  .  •  .  =  0 

setzt.   Es  ergibt  dann  die  wirkliche  Ausführung  dieser  Multiplication 
einen  Ausdruck 

WuDdt,  Logik,  n,  1.   2.  Aufl.  H 
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x"*  -\-  Aaf+Baf''^+  . .  .  +  T  =  0, 

in  welchem  die  Cogfficienten  A^  B,  C . . .  T  bestimmte  Verbindungen 
der  Wurzeln  a,  ß,  7  .  .  .  sind,  nämlich 

A  =  oL  +  ß  +  T... 
5=  aß  +  aY  +  a8... 
C=aßY  +  aßS  +  atS... 


r=aß7S.... 

Diese  von  Descartes  gelehrte  Reconstruction  der  Gleichung 
aus  den  linearen  Endgleichungen  ihrer  Wurzeln  liefert  nun  das  voll- 
ständige Material  zur  Ableitung  der  Eigenschaften  der  Gleichungen. 
Die  oben  entwickelte  Form,  die  sämmtliche  Potenzen  von  x  in  ab- 
steigender Reihenfolge  enthält,    wird  dabei  als  die  Normalform  an- 
gesehen, deren  verschiedene  Gestaltungen  von  der  positiven,  negativen 
oder  imaginären  Form  der  einzelnen  Wurzeln  a,  ß,  7 . . .  abhängen. 
Alle  Methoden  für  die  Untersuchung   der  Gleichungen  gründen  sich 
einzig  und  allein  auf  die  Herstellung  jener  Normalform  nten  Grades 
aus  den  vorläufig  hypothetisch  als  gegeben  vorausgesetzten  n  Wurzeln 
als  ihren  Elementen.    Die  specielle  Verfolgung  dieser  Methoden  ge- 
hört  nicht  zu   unserer  Aufgabe;    nur   der  Ausgangspunkt  und   all- 
gemeine Charakter  derselben  bedarf  einer  kurzen  Erörterung.    Aus- 
gangspunkt ist  der  Satz,   dass  die  Gleichung  nten  Grades  aus  ihren 
n  Wurzelgleichungen  reconstruirt  werden  kann.    Dieser  Satz  gründet 
sich   auf  das   arithmetische  Gesetz,   dass   die  Veränderung,   die   an 
einem  beliebigen  Zahlenausdruck  durch  eine  begrenzte  Anzahl  elemen- 
tarer Operationen   vorgenommen  wurde,   wieder   aufgehoben  werden 
kann,    wenn  man   die   umgekehrten  Operationen  in   der  geeigneten 
Reihenfolge  anwendet.     Dieses  Gesetz  selbst  ist  aber  nur  eine  Ver- 
allgemeinerung  des   Princips    der    inversen   Operationen.     Nachdem 
unter  der  Anleitung   dieses  Princips   die  Normalform  der  Gleichung 
nten  Grades  durch  die  wirkliche  Ausführung  der  Multiplication,  also 
durch  Induction  gefunden  ist,   trägt  nun  die  weitere  Untersuchung 
der  allgemeinen  Eigenschaften  der  so  entstandenen  Gleichungen  durch- 
gehends  einen  gemischten  Charakter  an  sich,  insofern  die  Sätze,  zu 
denen  man   gelangt,   sowohl   eine   inductive  wie  eine  deductive  Be- 
gründung zulassen.     In   der  Regel   sind   sie   zuerst  durch  Induction 
im  Anschlüsse  an  die  erste  Induction,    welche   die  Normalgleichung 
ergibt,   gefunden   worden;   man   hat   dann  aber  ausserdem  gesucht, 
sie  direct  aus   den  Eigenschaften   dieser   abzuleiten.     So  ergibt  sich 
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z.  B.  der  Cartesianische  Satz,  dass  eine  vollständige  Gleichung  lauter 
positive  Wurzeln  hat,  wenn  die  Coöfficienten  von  x  abwechselnde 
Vorzeichen  besitzen,  und  dass  sie  lauter  negative  Wurzeln  hat,  wenn 
die  Coäfficienten  ohne  Ausnahme  positiv  sind,  inductiv  aus  der  Multi- 
piication  der  linearen  Factoren;  derselbe  ergibt  sich  aber  ausserdem 
auch  als  eine  nothwendige  Folge  der  Eigenschaften  der  Normal- 
function  ir*+ ^a?""* -f  jBa;""'^. .  .  .  Denn  sobald  von  je  zwei  auf 
einander  folgenden  Gliedern  vom  ersten  an  die  höhere  Potenz  positiv 
und  die  niedrigere  negativ  ist,  so  muss  x  unter  allen  Umständen 
einen  positiven  Werth  haben,  wenn  die  Summe  gleich  Null  werden 
soll;  umgekehrt  dagegen,  wenn  alle  Vorzeichen  positiv  sind,  so  kann 
die  Summe  nur  dann  gleich  Null  sein,  wenn  x  stets  negativ  ist. 
Aehnlich  folgt  der  Satz,  dass  die  Normalgleichung  durch  jede  der 
Differenzen  x  —  a,  x  —  ß,  x  —  7...  ohne  Rest  theilbar  ist,  inductiv 
aus  der  Bildung  des  Productes  {x  —  a) ,  {x  —  ß) .  (a?  —  y)  •  • .  ^  wo 
jede  der  Differenzen  unmittelbar  als  ein  Factor  jenes  Polynoms  er- 
scheint. Der  nämliche  Satz  lässt  sich  aber  aus  den  allgemeinen 
Eigenschaften  des  Polynoms  und  dem  Begriff  der  Wurzel  erweisen, 
nach  welchem  für  jeden  Werth  a,  ß,  7  . . .  die  nämliche  Gleichung 
wie  für  x  gelten  muss,  also  auch  die  Differenzeugleichung 

(sr  —  a**)  +  A  {x^-'  —  a"-')  +  B  (a;*»--  —  a""')  . . .  =  0 

• 

gebildet  werden  kann,  welche  durch  x  —  a  theilbar  ist. 

Bei  den  Transformationen  der  Gleichungen,  namentlich  bei  der 
Bildung  abgeleiteter  Wurzelgleichungen  und  Co^fficientengleichungen, 
benutzt  man  sodann  die  durch  die  Fundamentalsätze  festgestellten 
Eigenschaften  der  Normalgleichung,  um  aus  ihnen  auf  ausschliess- 
lich deductivem  Wege  weitere  Sätze  zu  gewinnen.  Es  handelt  sich 
hierbei  um  fortgesetzte  Anwendungen  zweier  aligemeiner  Prin- 
cipien.  Nach  dem  ersten  derselben  darf  jede  in  eine  Gleichung 
eingehende  Grösse  eine  beliebige  Veränderung  erfahren,  sobald  nur 
mit  den  zu  ihr  in  Relation  gebrachten  Grössen  entsprechende  Ver- 
änderungen vorgenommen  werden.  Nach  dem  zweiten  Princip 
darf  für  eine  gegebene  Relation  einer  Grösse  irgend  eine  andere  der 
nämlichen  Grösse  substituirt  werden,  sobald  man  nur  an  Stelle  der 
übrigen  ursprünglichen  Grössen  andere  von  geeigneter  Beschaffenheit 
einführt.  Das  erste  dieser  Principien,  welches  wir  als  das  Princip 
dercorrespondirendenVeränderungen  bezeichnen  können, 
beruht  unmittelbar  auf  der  Gonstanz  der  Zahlgesetze  und  der  Exi- 
stenz der  inversen  Operationen,  vermöge  deren  es  jederzeit  möglich 
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ist,  eine  willkürlich  eingeführte  YeriLnderung  wieder  aufzuheben. 
Das  zweite  Princip,  welches  wir  das  der  Variation  der  Be- 
ziehungen nennen  können,  schöpft  seine  Berechtigung  aus  dem 
Wesen  der  Gleichung.  Da  diese  aus  einer  unbegrenzten  Anzahl  denk- 
barer Beziehungen  einer  Grösse  x  eine  einzelne  herausgreift,  so  ist 
es  natürlich  immer  möglich,  der  gewählten  irgend  eine  andere  jener 
denkbaren  Beziehungen  zu  substituiren.  Bei  der  Anwendung  des 
ersten  Princips  bleibt  die  vorliegende  Form  der  Gleichung  unver- 
ändert, bei  der  Anwendung  des  zweiten  wird  sie  in  der  Regel  ver- 
ändert, und  im  allgemeinen  geht  man  bei  dieser  Veränderung  darauf 
aus,  eine  Gleichung  niedrigeren  Grades  aus  einer  solchen  höheren 
Grades  herzustellen. 

Die  zahlreichen  Methoden,  die  zum  Zweck  der  Auflösung  der 
Gleichungen  im  Laufe  der  Zeit  erfunden  worden  sind,  bestehen  nun 
in  der  fortgesetzten  und  meist  combinirten  Anwendung  jener  beiden 
Principien.  Nur  die  Gleichungen  ersten  Grades  erfordern  ausser  der 
einfachen  Hülfe  der  vier  arithmetischen  Operationen  kein  weiteres 
Verfahren;  streng  genommen  handelt  es  sich  aber  bei  ihnen  gar 
nicht  um  Lösungsmethoden,  sondern  nur  um  eine  geeignetere  Ord- 
nung der  Grössen,  da  sie  die  Form  der  linearen  Wurzelgleichung 
bereits  besitzen.  Anders  bei  den  Gleichungen  höherer  Grade,  wo 
nunmehr  das  eigentliche  Lösungsverfahren  in  der  schliesslichen  Re- 
duction  auf  Gleichungen  ersten  Grades  besteht.  Zahlreiche  Methoden 
substituireu;  um  dies  zu  erreichen,  zunächst  der  Unbekannten  x  eine 
lineare  Function  von  rr,  z.  B.  y  =  x  —  z.  Aus  der  ursprünglichen 
Gleichung  f  (x)  =  0  erhält  man  auf  diese  Weise  eine  neue  Gleichung 
/"  (y)  =  0 ,  in  welcher  alle  Grössen  Veränderungen  erfahren  haben, 
die  dem  Uebergang  von  x  in  y  entsprechen.  Wenn  man  die  unbe- 
stimmte Grösse  ^,  die  in  die  CoSfficienten  der  neu  gebildeten 
Gleichung  eingeht,  unter  Rücksichtnahme  auf  die  sonstigen  Factoren 
dieser  Gleichung  in  geeigneter  Weise  bestimmt,  so  genügt  das  so 
zur  Anwendung  gekommene  Princip  der  correspondirenden  Verände- 
rungen vollständig  zur  Lösung.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so 
kann  dann  ausserdem  das  Princip  der  Variation  der  Beziehungen 
herbeigezogen  werden,  indem  man  z.  B.  die  Gleichung  /*  (y)  =  0  in 
zwei  Gleichungen  <p'  (y,  2?)  =  0  und  <p''  (y,  ^)  =  0  zerlegt,  in  welchen 
die  beiden  Grössen  y  und  z  als  Unbekannte  behandelt  werden.  Sind 
diese  Gleichungen  niederen  Grades,  so  können  sie  die  Auffindung 
zunächst  der  Wurzeln  von  y  und  z  und  dadurch,  vermöge  der  an- 
genommenen Beziehung  dieser  Grössen  zu  x,  auch  der  Wurzeln  von  x 


Allgemeine  Eigenschaften  der  algebraischen  Gleichungen.  165 

yennitteln.  Bei  der  von  Descartes  erfundenen,  für  die  algebra- 
ische Analysis  epochemachenden  Methode  der  Lösung  biquadratischer 
Gleichungen  wird  das  Princip  der  Variation  der  Beziehungen  un- 
mittelbar in  der  hier  angedeuteten  Weise  angewandt,  indem  die  vor- 
gelegte Gleichung,  nachdem  sie  auf  d/e  Form  x*'  -{-  a  x^  -}-  b  x  -\- 
c=  0  gebracht  ist,  in  zwei  quadratische  Gleichungen 

x^  -\-  a^  X  -^  b^  =  0  und  x^  —  a^  x  -\-  b^  =  0 

zerlegt  wird.  Der  ursprünglichen  Beziehung  zwischen  x  und  den 
bekannten  Grössen  a,  i,  c  sind  hier  zwei  andere  Beziehungen  zwi- 
schen X  und  andern  Grössen  a^,  6^,  a^,  6^,  die  zunächst  ebenfalls 
nnbekannt  sind,  substituirt.  Diese  unbestimmten  GoSfficienten  können 
nun  aber  gefunden  werden,  da  die  Bedingung  besteht,  dass  die  zwei 
neu  aufgestellten  Relationen  mit  der  ursprünglichen  übereinstimmen 
müssen.  Man  sucht  daher  besondere  Gleichungen  zu  gewinnen, 
durch  welche  die  Beziehungen  der  unbestimmten  Coöfficienten  a^,  b^ 
u.  8.  w.  zu  den  ursprünglichen  a,  Ä,  c  festgestellt  werden.  Dies  ist 
im  vorliegenden  Fall  leicht  möglich,  da  man  durch  Multiplication  der 
beiden  quadratischen  Gleichungen  mit  einander  eine  biquadratische 
von  der  Form  der  ursprünglichen  erhält,  die  nun  mit  dieser  ver- 
ghchen  unmittelbar  die  Bedingungsgleichungen  liefert,  durch  welche 
die  neuen  Co6fficienten  bestimmt  werden.  Die  Methode  der  unbe- 
stimmten Coöfficienten ,  die  Descartes  bei  dieser  Gelegenheit  in 
die  Analysis  einführte,  ist  wie  in  diesem  Beispiel  so  in  zahlreichen 
andern  ein  nothwendiges  Hülfsmittel  für  die  Anwendung  des  Prin- 
cips  der  Variation  der  Beziehungen.  Jene  Methode  selbst  aber  ist 
eine  der  fruchtbarsten  Anwendungen  des  allgemeinen  Princips  der 
analytischen  Methode,  dass  das  Gesuchte  zum  Behuf  seiner  Auf- 
findung als  bereits  gegeben  vorausgesetzt  werde.  (Siehe  oben 
Seite  94.) 
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Drittes  Capitel. 
Die  geometrischen  Methoden. 

1.    Die  geometiisohen  Constraotionsmethoden. 

a.    Die  Entwicklung  der  geometrischen  Constructions- 

methoden. 

Der  abstracte  Raumbegriff,  welcher  den  Gegenstand  der  reinen 
Geometrie  bildet,  ist  durch  eine  einförmigere  Entwicklung  aus  der 
Anschauung  hervorgegangen  als  der  Zahlbegriff.  In  diesem  Sinne 
liegt  er  der  Anschauung  näher  als  der  letztere,  so  dass  Kant  sogar 
ihn  selbst  für  eine  Anschauung  halten  konnte.  (Vgl.  Bd.  I,  S.  491  f.) 
Auch  die  anschaulichen  Objectivirungen  der  einzelnen  geometrischen 
Begriffe  sind  aus  diesem  Grunde  eindeutiger  als  die  arithmeti- 
schen Begriffsformen,  und  sie  fordern  dadurch  unmittelbarer  eine 
Untersuchung  mittelst  der  Analyse  und  Synthese  einfacher  räumlicher 
Objecte  heraus.  Auf  solche  Weise  erklärt  es  sich,  dass  unter  allen 
mathematischen  Methoden  die  geometrischen  am  frühesten  eine 
wissenschaftliche  Ausbildung  erreicht  haben.  Im  Dienste  der  In- 
duction  und  der  Deduction  gleichzeitig  verwendbar  vollzieht  sich  in 
ihnen  am  deutlichsten  der  üebergang  aus  der  inductiven  in  die  de- 
ductive  Periode  der  Mathematik.  Versuchsweise  zog  man  Hülfs- 
linien,  um  Sätze  zu  finden,  oder  um  zu  erproben,  ob  Sätze,  die  in 
speciellen  Fällen  bereits  gefunden  waren,  eine  weitere  Ausdehnung 
zuliessen.  Ein  derartiges  Verfahren  beginnt  einen  deductiven  Cha- 
rakter anzunehmen,  sobald  die  ausgeführten  Versuche  die  Kenntniss 
des  nachzuweisenden  Satzes  bereits  voraussetzen,  wenn  auch  diese 
nur  in  der  Form  einer  Vermuthung  vorhanden  sein  sollte.  Die  Con- 
struction  wird  dann  eben  zu  dem  Zwecke  ausgeführt,  den  deductiven 
Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Vermuthung  zu  liefern.  Die  Mathe- 
matik steht  in  dieser  Beziehung  auf  dem  nämlichen  Boden  wie  die 
Erfahrungswissenschaften.  Wo  es  sich  nicht  gerade  um  den  Beweis 
von  Wahrheiten  handelt,  die  durch  Induction  oder  durch  eine  andere 
Form  der  Beweisführung  bereits  vollkommen  sicher  stehen,  da  hat 
die  Deduction  überall  die  Aufgabe,  zunächst  Hypothesen  zu  Grunde 
zu  legen,  um  diesen,  wenn  die  Beweisführung  gelingt.  Gewissheit 
zu  geben.    Hypothesen,  auf  Grund  deren  geometrische  Constructionen 
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«tisgefOhrt  werden,  entstehen  aber  am  häufigsten  dadurch,  dasB  die 
unmittelbare  Anschauung  der  Figuren  dieselben  an  die  Hand  gibt. 
Schon  durch  die  griechischen  Geometer  wurden  die  Construc- 
tionsmethoden  mit  reicher  Erfindungskraft  gehandhabt.  Sie  be- 
dienten sieb  ihrer  zugleich  zum  Beweis  arithmetischer  Satze,  indem 
sie  die  Zahlgrössen  durch  Raumgrössen  v ersinnlichten.  Theils  die 
Anschaulichkeit  solcher  Beweise ,  theils  die  unToUkommene  Aus- 
bildung der  arithmetiscben  Symbolik  machten  so  die  geometrische 
Construction  Fast  zur  allgemeinen  mathematischen  Methode.  Die 
mstrumentelleu  Hülfsmittel,  welche  die  alte  Qeometrie  bei  diesem 
Verfahren  gebrauchte,  waren  das  Lineal  und  der  Cirkel,  wobei  dieser 
nicht  bloss  zur  Herstellung  des  Kreises,  sondern  namentlich  auch 
zur  Abmessung  gleicher  Strecken  auf  den  mit  dem  Lineal  gezogenen 
Geraden  diente.  Lineal  und  Cirkel  ersetzten  also  den  Massstab. 
Jene  Verwendung  geometrischer  GonstrnctioneQ  im  Dienste  der  Arith- 
metik scheint  aber  keineswegs  in  der  Weise  entstanden  zu  sein, 
dass  man  von  Anfang  an  fUr  Zahlbegriffe  nach  räumlichen  Versinn- 
lichungen  suchte.  Vielmehr  waren  wohl  umgekehrt  die  Sätze  ur- 
sprünglich geometrische  und  wurden  erst  durch 
Messung  und  Zählung  in  arithmetische  umgewandelt.  ^-  ^■ 

Am  frühesten  scheint  die  Ausmessung  des  Quadrates 
zu  diesem  Uebeigang  den  Anlaas  geboten  zu  haben. 
bdem  man  den  Flächeninhalt  desselben  durch  Zer- 
legung in  kleine  Quadrate  bestimmte,  ergab  sich  von 
selbst  die  umgekehrte  Aufgabe,  einem  elementaren 
Quadrate  a  successiv  Theile  anzuftlgen,  welche  es  mit 
Erhaltung  seiner  Gestalt  vergrösserten.  So  erhielt 
man  aus  a  durch  HinzufUgung  eines  so  genannten  Gnomon  (bd  c) 
äaa  nächstgrössere  Quadrat  a  b  d  c,  aus  diesem  auf  ähnliche  Weise 
das  noch  grössere  a  ei  f,  u.  s.  w.  Mass  man  aber  das  zuletzt  er- 
haltene durch  Zählung  der  successiv  hinzugenommenen  elementaren 
Quadrate,  so  erhielt  man  die  Reihe  der  so  genannten  Quadratzahlen 
1  -!-3  +  5  +  7  +  ...-j-(2n— 1)  =  M«,  d.  h.  man  gewann  durch 
die  geometrische  Betrachtung  den  arithmetischen  Satz,  dass  die 
Snmme  der  ungeraden  Zahlen  von  1  bis  zu  einer  beliebigen  Zahl 
gleich  dem  Quadrat  der  Hälfte  der  nächst  höheren  geraden  Zahl  sei. 
Die  nämliche  Zerlegung  hat  wahrscheinlich  Veranlassung  gegeben, 
die  elementaren  Quadrate  zu  summiren,  welche  die  Hälfte  des  ganzen 
Quadrates  oder  das  gleichschenkelige  rechtwinkelige  Dreieck  a  k  l 
aosmessen:    man   erhielt  so   successiv  a,  b  c,  e  d  f,  kg  hl  oder   die 
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daher  den  Naim«D  der  Dreieckermhlen  fthrte.  hdg  4era  SLniyw'rmig 
abermals  eioen  antbmcftäficbeD  Satz  ergab*  .  Ete  BifiiiK«C3»lr^  Isser- 
esse dier»er  arithmetiMrben  AnweDdung  gecmieirificba'  C-^mffnKSacneii 
beifiebt  vor  allein  darin,  da86  uns  diese  bier  noA  Tolktiz^üig  als 
HOlfüinittel  der  Indnctir/n  entgegentreten.  Dem  entsprkiit  ia  eigen- 
ibQmlicbe  Cbarakter  dieser  Constractionen.  bei  denen  eme  F'^ear  aas 
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gleichartigen  Elementen  aufgebaut  and  dann  die  V<xbi£pfimg  der 
Elemente  mittelst  einer  einfachen  Addition  aosirefilhn  vird. 

Diesem  ffvntfaetij»chen  Verfahren  einCachster  Art  trat  frühe 
schon  die  Methode  der  Zerlegung  geometrischer  Figuren 
zum  Zweck  der  FestHtellung  der  wechselseitigen  Beziehung  ihrer 
Theile  gegenüber.  Man  sieht  sich  zu  einer  solchen  Zerlegung  ge- 
zwungen, sobald  die  geometrischen  Figuren  allzu  rerwickelt  sind, 
so  dass  sie  eine  unmittelbare  Erkenntniss  ihrer  Form-  und  Mass- 
rerbältnisse  in  der  Anschauung  nicht  zulassen.  Der  Zweck  der  Zer- 
legung besteht  daher  zunächst  darin,  einfachere  Theile  zu  gewinnen^ 
deren  Massbeziehungen  unmittelbar  übersehen  werden  können.  Das 
älteste  Ojnstructionsverfahren  begnügt  sich  mit  der  Erreichung  dieses 
Zwecke«:  der  Geometer  gibt  die  Anleitung  zur  Ziehung  der  Hülfs- 
linien  und  verweist  dann  auf  die  Anschauung.  Erst  durch  die  Pla- 
tonische Philosophie  wurde  der  Mathematik  allmählich  das  BedQrfhiss 
zum  Bewussisein  gebracht,  sich  bei  dieser  Berufung  nicht  zu  be- 
ruhigen, sondern  über  die  Gründe  Rechenschaft  zu  geben,  aus  denen 
gewisse  Form  Verhältnisse  für  uns  evident  sind**).  Nun  erst  ent- 
stand die  Forderung,  mit  Hülfe  der  Construction  alle  Sätze  auf  ein 
System  von  Definitionen  und  Axiomen  zurückzuführen,  eine  Forde- 
rung, deren  getreuen  Ileflex  die  Euklidische  Geometrie  enthält,  welche 
die  Theilung  der  Figuren  mit  Vorliebe  als  Constructionsmethode 
verwendet.  Hiermit  hat  zugleich  diese  Methode  ihren  deductiven 
Charakter  gewonnen,  und  sie  ist  analytisch  in  einem  doppelten  Sinne, 
in  einem  anschaulichen  und  in  einem  begrifflichen:  in  jenem,  weil 
das  in  der  Anschauung  Gegebene  selbst  zerlegt  wird,  in  diesem, 
weil  die  Zerlegung  auf  die  logischen  Voraussetzungen  zurückgeht, 
aus  denen  der  Beweis  zu  führen  ist. 

An  die  Zerlegung  der  Figuren  schliesst  sich  aber  ein  anderes 

*)  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik,  S.  104.  Cantor,  Vorlesungen^ 
I,  8.  185  f. 

♦♦)  Cantor,  Vorlesungen,  I,  S.  188  f.' 
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Verfahren  nahe  an,  zu  dem  man  in  solchen  Fällen  zu  greifen  pflegt, 
wo  die   Zerlegung  nicht   vollständig  genügt,   um   Formverhältnisse 
herzustellen,  die  eine  unmittelbare  Anschaulichkeit  vermitteln.    Hier 
zieht  man  ergänzende  Constructionen  zu  Hülfe,  die,  ausser- 
halb der  untersuchten  Figuren   angebracht,    die  Theile  derselben  in 
neue  Relationen   bringen,   welche   die   zuvor  nicht  hinreichend  vor- 
handene Anschaulichkeit  vermitteln  und  dadurch  zugleich  die  Zurück- 
föhrung  auf  bestimmte  Axiome  gestatten.    Es  stellt  also  dieses  Ver- 
fahren   eine  Zwischenform   zwischen   analytischer  und  synthetischer 
Methode  dar:  die  Zerlegung  verbindet  sich  mit  der  Erzeugung  neuer 
Raumgebilde,   die   durch   ihre   Verbindung   mit   den   gegebenen   die 
Losung   einer  Aufgabe   gestatten.     Hierdurch   führt   diese   Methode 
unmittelbar  über  zu  einem   letzten  Verfahren,   welches  insofern  das 
vollkommenste  ist,  als  es  das  zu  untersuchende  Raumgebilde  aus  be- 
stimmten Entstehungsbedingungen  hervorgehen  lässt,  mit  denen  die 
wesentlichsten   Eigenschaften   desselben   theils   unmittelbar   gegeben 
sind,  theils  in  einem  leicht  durchschaubaren  Zusammenhange  stehen : 
zur  Methode  der  genetischen  Construction.    Sie  ist  im  all- 
gemeinen  wieder  synthetisch,   wird   aber,   im   wesentlichen    Unter- 
schiede   von   jenem    synthetischen    Aufbau    einfacher    Figuren    aus 
gleichartigen  Theilen,  mit  dem  die  geometrische  Construction  anfing, 
ausschliesslich  im  deductiven  Interesse  geübt.    Denn    eine  gene- 
tische Construction  lässt  sich  nicht  ausführen,  ohne  dass  das  leitende 
Princip,  von  dem  alle  Eigenschaften  der  erzeugten  Gebilde  abhängen, 
zuvor  gegeben  ist.     Auf  diese  Weise   hat  sich  die  Entwicklung  der 
geometrischen  Constructionsmethoden   in   einer  bestimmten  Ordnung 
vollzogen:   mit   sjrnthetischen   Verfahrungsweisen   nehmen    dieselben 
ihren  Anfang,  und  in  ebensolchen  finden  sie  wieder  ihren  Abschluss, 
der    üebergang   aber   wird   durch    Methoden   von   analytischem   und 
von   gemischtem  Charakter  vermittelt.     Anderseits   bewegt  sich   die 
nämUche  Entwicklung  von  inductiven  Anfangen  aus  durch  grossen- 
theils   inductiv   gefundene   aber   deductiv    verwerthete   Methoden   zu 
solchen,  die  in  Auffindung  und  Anwendung  vollständig  deductiv  ge- 
worden  sind.     Doch   ist   auch   hier   das   Nacheinander   zugleich   ein 
Nebeneinander,    da   die   neu   gewonnenen  Methoden  keineswegs   die 
früher  vorhandenen    verdrängten.      Nur    die    ältesten    synthetischen 
Constructionen  haben,  da  sie  bloss  räumliche  Versinnlichungen  ein- 
facher arithmetischer  Operationen  sind,  der  abstracten  Ausübung  der 
letzteren  Platz  gemacht. 
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b.  Die  Theilung  der  Figuren. 

In  den  einfachsten  Fällen,  in  welchen  die  Euklidische  Oeometrie 
die  Theilung  der  Figuren  anwendet,  ist  diese  durch  den  Inhalt  des 
zu  erweisenden  Satzes  selbst  bestimmt,  so  dass  die  constructive  Er- 
findungskraft nicht  weiter  in  Anspruch  genommen  wird.  So  ergibt 
sich  z.  B.  der  Satz,  dass  Parallelogramme  auf  derselben  Grundlinie 
und  zwischen  denselben  Parallellinien  einander  gleich  sind  (Euklid 
I,  35),  aus  der  Construction  der  Figur  selbst  ohne  Ziehung  von 
Hülfslinien.  Für  die  Anschauung  ist  der  Satz  unmittelbar  ein- 
leuchtend, der  Beweis  greift  auf  die  Definition  des  Parallelogramms, 
den  Satz  von  der  Gleichheit  der  Wechselwinkel  und  die  Congruenz 
der  Dreiecke  zurück.  Die  Erfindung  zweckmässiger  Hülfslinien  wird 
hier  dadurch  erspart,  dass  die  Construction  der  Figur  schon  eine 
hinreichende  Zahl  von  Linien  und  Durchschnittspunkten  liefert,  um 
eine  geeignete  Zerlegung  in  Theile  möglich  zu  machen  (Fig.  7). 


Fig.  7. 


Fig.  8. 
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Diesen  Fällen  reihen  sich  zunächst  solche  an,  in  denen  zwar 
der  Inhalt  eines  Satzes  unmittelbar  durch  die  Construction  anschau- 
lich wird,  aber  die  logische  Führung  des  Beweises  eine  hinzutretende 
Theilung  durch  Ziehung  einer  oder  mehrerer  Hülfslinien  erforder- 
lich macht.  So  bedarf  die  geometrische  Versinnlichung  des  Satzes 
(^  +  jB)»  =  ^2  4- 2^  jB  +  52  (Euklid  II,  4),  um  sofort  an- 
schaulich zu  sein,  nur  der  Ziehung  der  durch  den  Satz  selbst  ge- 
forderten Linien  e  f  und  g  h.  Die  Reduction  auf  bereits  bewiesene 
Sätze  fordert  aber  ausserdem  die  Ziehung  der  Diagonale  a  c,  welche 
es  möglich  macht,  auf  die  Sätze  von  der  Gleichheit  der  Wechsel- 
winkel und  der  Winkel  an  der  Basis  des  gleichschenkeligen  Dreiecks 
zurückzugreifen  (Fig.  8). 
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Fig.  9. 


In  einer   dritten  Glasse  von  Fällen   ist   die  Art   der  vorzu- 
nehmenden Theilung  weder  mit  dem  Inhalt  des  Satzes  unzweideutig 
gegeben,   noch   fCihrt  sie  zu  einer  unmittelbaren  Yeranschaulichung 
desselben,    sondern   sie   wird   zunächst  nur  durch   das  Streben  nach 
logischer  Zurückführung  der  Theoreme   auf  bereits   bekannte  Sätze 
bestimmt.     Hier  erreicht  zwar  ebenfalls  die  zerlegende  Construction 
eine  grössere  Anschaulichkeit,   aber  es  geschieht   dies  doch  nur  für 
ein  durch  mannigfache   geometrische  Betrachtungen   bereits  geübtes 
Anschauungsvermögen  oder  unter  Zuhülfenahme  weiterer,  noch  mehr 
ins  einzelne  gehender  Zerlegungen.    Als  Beispiel  kann  der  Euklidische 
Beweis   des   Pythagoreischen   Lehrsatzes   gelten   (I,  47).     Auch   bei 
ihm  können  wir  eine  durch  den  Inhalt  des 
Satzes  selbst    geforderte   Construction   von 
denjenigen  Constructionen  unterscheiden,  die 
erst  durch  die  Zurückführung  auf  bekannte 
Satze  nothwendig  werden.    Der  Inhalt  des 
Satzes  macht  die  Ziehung  der  Linie  a/  {|  ce 
erforderlich,  durch  welche  das  Quadrat  be 
in  zwei  Rechtecke  cl  =  ak  und  bl  =  hg 
getheilt  wird.    Die  weitere  Construction,  die 
in  der  Ziehung  der  Hülfslinien  a  e,  ad,  bk 
und  c/^  besteht,  dient  dann  dem  Nachweis, 
dass    wirklich  cl  =  ak  und   bl  =  bg   ist. 
Der  grosse  Unterschied  von  den  vorangegan- 
genen Fällen  liegt  aber  darin,  dass  diese  dem 

Beweis  dienende  Hülfsconstruction  zugleich  die  Richtigkeit  des  Satzes 
erst  einigermassen  anschaulich  macht.  Dies  geschieht  dadurch,  dass 
die  drei  genannten  Hülfslinien  zunächst  die  Herstellung  von  zwei 
Paaren  congruenter  Dreiecke,  cbf  und  abd^  ckb  und  ace^  ver- 
mitteln. Da  nun  leicht  zu  sehen  ist,  dass  ^^a  6  rf  die  Hälfte  des  Recht- 
ecks bl  und  Z^cbf  die  Hälfte  des  Quadrates  a/*,  so  folgt,  dass 
b  l  =  af,  und  dass  in  analoger  Weise  cl  =  ch  ist.  Prägen  sich 
aber  auch  diese  Verhältnisse  einer  geometrisch  geübten  Anschauung 
unmittelbar  ein,  so  lässt  sich  doch  nicht  verkennen,  dass  solches 
nur  vermöge  der  vorangegangenen  Beschäftigung  mit  den  Sätzen 
über  die  zwischen  Parallellinien  construirten  Figuren  möglich  wird, 
welche  von  der  unmittelbar  anschaulichen  Identität  des  Flächeninhalts 
von  Dreiecken  oder  von  Parallelogrammen  von  gleicher  Höhe  und 
Grundlinie  xmd  von  der  nicht  minder  anschaulichen  Halbirung  des 
Parallelogramms  durch  die  Diagonale  consequent  zu  dem  Satze  über- 
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geführt  haben,  dass  ein  Dreieck,  welches  mit  einem  Parallelograinm 
einerlei  Grundlinie  hat  und  zwischen  denselben  Parallelen  construirt 
ist,   die   Hälfte   vom   Flächeninhalt  des   Parallelogramms   einnimmt, 

daher   abd  =  -^  bl  und  ace=^  -^  cl  sein  muss.    Anschaulicher 

noch  wird  dieses  Verhältniss,  wenn  man,  die  in  jenen  grundlegenden 
Sätzen  stattfindende  Entwicklung  reconstruirend,  etwB  die  Diagonale  b  l 
zieht,    wo  sofort  die  Flächengleichheit   der  Dreiecke  abd  und  bl  d 

=  —-  bl  einleuchtet.    Selbst  in  solchen  Fällen,  wo  das  Constructions- 

verfahren  vorwiegend  durch  logische  Motive  bestimmt  wird,  führt 
demnach  die  Theilung  der  Figuren  auch  immer  zugleich  eine  an- 
schauliche Vergegenwärtigung  des  Inhalts  der  Sätze  mindestens  als 
Nebenerfolg  herbei.  Es  hat  dies  seinen  natürlichen  Grund  darin, 
dass  die  durch  die  Ziehung  gerader  Linien  gewonnenen  Theile  im 
allgemeinen  von  einfacherer  Beschaffenheit  sind  als  die  ganze  Figur 
und  sich  darum  in  ihren  Form  Verhältnissen  leichter  übersehen  lassen. 


c.   Die  ergänzenden  Hülfsconstructionen. 

Während  für  Lehrsätze,  die  sich  auf  bestimmte  Figuren  be- 
ziehen, die  Theilung  dieser  in  der  Regel  als  das  nächstliegende 
Hülfsmittel  einer  anschaulichen  Demonstration  erscheint,  führt  die 
Lösung  irgend  welcher  geometrischer  Aufgaben  häufiger  zur  Her- 
beiziehung von  Hülfsconstructionen,  die  darauf  abzielen  das  Raum- 
gebilde, dessen  Erzeugung  die  Aufgabe  fordert,  als  einen  Theil  eines 
Ganzen  erscheinen  zu  lassen;  die  Relationen  der  verschiedenen  Theile 
dieses  Ganzen  verbürgen  dann  die  Richtigkeit  der  gegebenen  Lösung. 
Sehr  deutlich  ist  dieses  Verhältniss  in  Euklids  Elementen  zu  er- 
kennen, in  denen  Lehrsätze  und  Aufgaben  weit  mehr  von  einander 
geschieden  sind,  als  es  bei  der  neueren  Behandlungsweise  der  Geo- 
metrie zu  geschehen  pflegt.  So  löst  Euklid  die  Aufgabe,  auf  einer 
geraden  Linie  a  b  ein  gleichseitiges  Dreieck  zu  errichten,  indem  er 
an  den  Endpunkten  a  und  b  mit  a  b  als  Halbmesser  zwei  sich 
schneidende  congruente  Kreise  zieht,  worauf  die  nach  einem  der 
Schnittpunkte  c  gezogenen  Radien  a  c  und  b  c  die  geforderte  Con- 
struction  ergeben:  diese  beruht  also  auf  dem  Kunstgriff,  dass  die 
gegebene  Linie  a  b  zum  Radius  zweier  sich  in  ihren  Mittelpunkten 
schneidender  gleicher  Kreise  gemacht  wird,  wodurch  dann  auch  die 
Linien  a  c  und  b  c  zu  Radien,  also  mit  einander  und  mit  a  b  gleich 


Ergänzende  Hülfsconstructionen.  173 

werden  (Elemente  I,  1).  Die  Aufgabe  einen  Winkel  zu  halbiren 
löst  Euklid,  indem  er  auf  den  Winkelschenkeln  gleiche  Strecken 
abta^gt  und  an  den  Endpunkten  dieser  gleiche  Radien  zieht;  die 
gewonnenen  Punkte  mit  einander  verbunden  ergeben  dann  zwei 
congruente  Dreiecke,  deren  gemeinsame  Grundlinie  die  Halbirungs- 
linie  ist:  hier  besteht  der  Kunstgriff  darin,  dass  die  geforderten 
Winkel  als  gleich  liegende  Winkel  congruenter  Dreiecke  construirt 
werden  (I,  9). 

Dieses  Verhältniss   zwischen  Aufgaben  und  Lehrsätzen  beruht 
darauf,  dass  im  allgemeinen  die  Lösung  von  Aufgaben  ein  synthe- 
tisches Verfahren  darstellt,  welches  für  die  Hülfsconstructionen  der 
Lehrsätze,  die  den  analytischen  Gang  einzuhalten  pflegen,  die  Hülfs- 
mittel  herbeischafft.   Die  ergänzenden  Hülfsconstructionen  sind  daher 
ebenfalls  vorwiegend   synthetischer  Art:   sie  benützen  das  gegebene 
Object,  um  weitere  Raumgebilde  zu  construiren,    die  mit  jenem  in 
einem    bestimmten  Zusammenhange    stehen,    worauf  dann   zuweilen 
allerdings  als  Nebenerfolg  zugleich  eine  Theilung  des  ursprünglichen 
Objectes  auftreten  kann,  namentlich  wenn  diese,  wie  in  dem  zweiten 
der  obigen  Beispiele,   durch   die  Aufgabe   selber   gefordert  ist.     Es 
steht    also    diese   Verwendung   ergänzender    Hülfsconstructionen    in 
naher  Beziehung   zu   der   allgemeinen  wissenschaftlichen  Bedeutung 
der  Aufgaben,  und  es  ist  daher  charakteristisch,  das  Euklids  Ele- 
mente nicht  nur  sogleich  mit  Aufgaben  beginnen,  sondern  dass  auch 
später  neue  Lehren  wiederum  durch  solche  eingeleitet  werden.   Von 
den  fundamentalen  Aufgaben,  wie  wir  oben  in  unserem  ersten  Bei- 
spiel eine  derartige    kennen   lernten,    scheiden  sich  dann   aber  die- 
jenigen, die  bestimmten  Lehrsätzen  folgen,  als  deren  Anwendungen, 
die   meistens   zugleich   auf  neue  Lehrsätze   vorbereiten.     So  ist  das 
zweite  der  obigen  Beispiele  eine  Anwendung  der  Congruenzsätze  und 
bereitet  anderseits  die  Sätze   über  das  Verhältniss   der  Neben-  und 
Aussenwinkel  vor,  in  denen  von  der  Theilung  der  Winkel  Gebrauch 
gemacht  wird.    Nichts  desto  weniger  hat  auch  Euklid  Aufgaben  und 
Theoreme  nicht  vollständig  von  einander  getrennt,  sondern,  nament- 
lich  in  solchen  Fällen,    in   denen   die  Lösung    einer  Aufgabe    dem 
Beweis  eines  einzelnen  Lehrsatzes  dient,  die  erstere  mit  dem  letzteren 
verschmolzen,    oder  er  hat  Sätze   in  die  Form  von  Theoremen  ge- 
bracht,   die  ebenso   gut   als  Aufgaben    behandelt    werden   könnten, 
unter  diesen  Umständen   ist  es  begreiflich,    dass   auch   in  der  Be- 
gründung  einer    grossen    Zahl    von    Lehrsätzen    ergänzende   Hülfs- 
constructionen theils  für  sich,  theils  neben  der  Theilung  der  Figuren 
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auftreten.  So  beweist  Euklid  den  Satz,  dass  Dreiecke  auf  gleichen 
Grundlinien  und  zwischen  denselben  ParaUellinien  gleich  sind,  indem 
er  die  Dreiecke  durch  Verlängerung  der  Parallelen,  zwischen  denen 
sie  construirt  sind,  und  durch  Ziehung  von  Parallelen  zu  je  einer 
der  Seiten  eines  jeden  Dreiecks  zu  Parallelogrammen  ergänzt,  wo- 
durch der  Satz  auf  den  andern  von  der  Gleichheit  der  Parallelo- 
gramme von  gleicher  Höhe  und  Grundlinie 
Fig.  10.  zurückgeführt  ist  (I,  40).     Der  Satz,    dass  in 

gleichwinkeligen  Dreiecken  die  Seiten,  die  um 
gleiche  Winkel  liegen,  proportionirt  sind,  wird 
bewiesen,  indem  die  Dreiecke  auf  derselben 
Grundlinie  construirt  und  durch  Verlängerung 
gleich  liegender  Seiten  zu  einem  grösseren 
Dreieck,  dessen  Theile  sie  sind,  ergänzt  wer- 
den (VI,  4).  Es  ist  dann  leicht  ersichtlich, 
dass  die  Ergänzung  afcd  (Fig.  10)  ein  Parallelogramm,  daher 
f  b\\c  d  und  <t  c\\f  e  ist.  Mit  Hülfe  des  Satzes,  wonach  die  Parallele 
zur  einen  Seite  eines  Dreiecks  die  andern  Seiten  proportional  theilt, 
folgt  aber  hieraus  b  a  :  a  f  =  b  c  :  c  e  oder  6a:crf  =  6c:ce; 
ebenso  fd:de  =  bc:ce  oder  a  c  :  d  e  =  b  c  :  c  e  =  b  a  :  c  if. 
Offenbar  Hesse  sich  dieser  Satz  ebenso  gut  in  der  Form  einer  Auf- 
gabe behandeln.  Um  auf  derselben  Grundlinie  zwei  Dreiecke  zu 
construiren,  deren  Seiten  proportionirt  sind,  hat  man  die  beiden 
andern  Seiten  paarweise  einander  parallel  zu  ziehen  und  zu  ver- 
längern ,  wodurch  das  Dreieck  b  f  e  entsteht  und  alles  weitere  wie 
oben  folgt. 

In  einer  noch  innigeren  Verbindung  stehen  in  der  neueren 
Geometrie  die  Lösung  der  Aufgaben  und  die  Aufstellung  der  Lehr- 
sätze, wie  dies  häufig  schon  die  durchgängig  gewählte  Form  der 
äusseren  Darstellung  mit  sich  bringt,  in  der  an  die  Stelle  der 
Zerlegung  in  eine  Reihe  scheinbar  völlig  getrennter  Sätze  die  zu- 
sammenhängende Untersuchung  getreten  ist.  Indem  aber  diese  Unter- 
suchung regelmässig  von  der  Lösung  bestimmter  Aufgaben  mittelst 
der  Construction  zu  der  Formulirung  der  Gesetze  fortschreitet,  die 
sich  aus  jener  ergeben,  wird  die  Constructionsmethode  eine  vor- 
wiegend synthetische.  Die  Theilung  der  Figuren  kommt  daher 
nur  noch  in  sehr  geringem  Masse  zur  Anwendung;  an  ihre  Stelle 
tritt  überall  da,  wo  sich  die  Untersuchung  auf  ein  bereits  gegebenes 
Raumgebilde  bezieht,  wo  also  das  Untersuchungsobject  selbst  nicht 
erst  durch  Construction  erzeugt  werden  soll,  die  ergänzende  Hülfs- 
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construction.     Aber  sie  unterscheidet  sich  zugleich  in  der  Art  ihrer 
Durchführung  von  den  Methoden  der  alten  Geometrie.   Diese  tragen 
häufig    noch   den  Charakter   des  Zufälligen   an  sich.     Dem  Stadium 
inducÜTer  Ermittelungen  näher  stehend,  oft  sichtlich  aus  einer  Er- 
probung Terschiedener  Mittel  hervorgegangen ,   erscheinen  sie  leicht 
als    willkürlich   bevorzugte  Verfahren,    für    die    ebenso   gut   andere 
hatten  gewählt  werden  können.    Diesen  Charakter  trägt  die  Methode 
der    Theilung   der  Figuren   am   allermeisten    an  sich;   er  fehlt  aber 
auch  bei  den  ergänzenden  Hülfsconstructionen  der  Alten  nicht  ganz. 
Im  Gegensatze  hierzu  sucht  nun  die  neuere  synthetische  Geometrie 
aberall  diejenigen  Constructionsmethoden  anzuwenden,  die  durch  die 
Natur  des  Problems  unmittelbar  gefordert  sind,  so  dass  sie  den  künst- 
lichen Verfahrungsweiseu  Euklids   gegenüber  als  natürliche  Me- 
thoden erscheinen,   die  sich  für  Jeden,    der  das   allgemeine  Princip 
der  Methoden  erfasst  hat,  von  selbst  ergeben.    Es  handle  sich  z.  B. 
um  die  Untersuchung  des  Vierecks  oder  des- 
jenigen Raumgebildes,  das  durch  vier  Punkte  p.     .. 
in   der  Ebene ,  c  d  c'  d',  bestimmt  wird.     Für 
Euklid  war  die  Untersuchung   eines  solchen 
Gebildes  erschöpft  durch  die  Ermittelung  seines 
Flächeninhaltes,     welche    mittelst    der    Con- 
struction eines  Parallelogramms  von  gleichem 
Flächeninhalte  geschah,  und  wobei  der  Winkel, 
den    die    Höhenseite    dieses    Parallelogramms 
mit   der  Grundlinie   bildet,    willkürlich    blieb 
(Elemente  I,  45).    Die  neuere  Geometrie  sucht 
die    gesetzmässigen  Beziehungen  festzustellen, 
in  denen  die  aus  dem  gegebenen  Raumgebilde 
und  seinen  Elementen  von  selbst  sich  ergeben- 
den   Raumtheilungen   zu   einander   stehen.     Als   nächste   ergänzende 
Construction  wird   so   die  Verbindung   eines  jeden  der    vier  Punkte 
mit  jedem  der   drei  andern   gefordert:  auf  diese  Weise  entsteht  das 
auB  6  Linien   bestehende   vollständige  Viereck  (Fig.  11).     So- 
dann  kann   eine  jede  dieser  6  Geraden  beliebig  verlängert   werden: 
diese    Verlängerungen    sammt    den    so    entstandenen    Durchschnitts- 
punkten bilden  das   vollständige  Vierseit.    In  ihm  erscheinen  die 
Punkte  c'  d'  als  Projectionen  der  Punkte  c  rf,  6  und  V  als  Projectionen 
von  h'  oder  J5.     Daraus  aber  folgt  die  fundamentale  Beziehung 

a  c      ad  a  c*       ad* 

T7''Td~'V7''  IFdF' 
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eine  Beziehung,  aus  der  eine  Reihe  der  wichtigsten  Folgerungen 
abgeleitet  wird,  die  in  das  Gebiet  der  später  zu  betrachtenden  geo- 
metrischen Analyse  gehören*). 

Zuweilen  gehen  solche  Constructionen  Yon  speciellen  Fällen 
aus,  in  denen  Hülfslinien  von  fundamentaler  Bedeutung  für  die  Auf- 
fassung der  Mass-  oder  Lageverhältnisse  der  Figuren  durch  die  Be- 
schaffenheit dieser  an  die  Hand  gegeben  sind,  worauf  sie  dann  durch 
Verallgemeinerung  auf  alle  andern  Fälle  ähnlicher  Art  übertragen 
werden,  um  die  anschauliche  Darstellung  eines  allgemeinen  Gesetzes 
zu  Termitteln.  So  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die  gemeinsame 
Sehne  zweier  sich  schneidender  Kreise  von  jedem  Punkte  ihrer  Ver- 
längerungen aus  die  Ziehung  von  Tangenten,  die  einander  gleich 
sind,  an  die  beiden  Kreise  gestattet.  Dies  vorausgesetzt  ist  leicht 
nachzuweisen,  dass  jenes  Verhalten  der  gemeinsamen  Sehne  eine 
Eigenschaft  ist,  die  allgemein  einer  bestimmten  Geraden  zukommt, 
die  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  zweier  beliebig  in 
einer  Ebene  gelegener  Kreise  senkrecht  ist,  und  die  als  die  Polare 
der  beiden  Kreise  bezeichnet  wird.  Es  kann  dann  die  nämliche 
Linie  auch  für  die  Lagebeziehung  dreier  Kreise  benützt  werden, 
da  offenbar  die  drei  Polaren  dieser  Kreise  in  einem  Punkte  sich 
schneiden  müssen**).  Im  weiteren  Sinne  können  diesen  ergänzenden 
Hülfsconstructionen  auch  die  Projectionsmethoden  der  descriptiven 
Geometrie,  durch  die  sie  wichtige  Eigenschaften  körperlicher  Ge- 
bilde mittelst  ihrer  Projectionen  auf  einer  Ebene  nachweist,  sowie 
die  mannigfaltigen  Verfahrungsweisen  der  Transformation  der  Figuren 
beigezählt  werden.  Sie  alle  haben  die  gemeinsame  Eigenschaft  zu 
gegebenen  Figuren  andere  zu  construiren,  die,  zu  jenen  in  bestimmten 
gesetzm'ässigen  Beziehungen  stehend,  deren  räumliche  Verhältnisse 
erkennen  lassen. 

Der  unterscheidende  Charakter  der  ergänzenden  Hülfsconstruc- 
tionen in  den  zuletzt  betrachteten  Anwendungen  gegenüber  der 
Euklidischen  Geometrie  besteht  zunächst  darin,  dass  man  nicht  bloss 
die  Grösse-,  sondern  auch  die  Lagebeziehungen  der  untersuchten 
Raumgebilde  mittelst  der  Construction  erschöpfend  zu  bestimmen 
sucht.  Sodann  aber  ergeben  sich  die  geforderten  Hülfslinien  un- 
mittelbar aus  den  Relationen   der  gegebenen  Elemente   selbst,    und 

*)  Jacob  Steiners  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie.  II,  2.  Aufl. 
Bearb.  von  H.  Schröter,  S.  17  flf. 

**j  H.  Hankel,  Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie,  Leipzig  1875, 

S.  7  u.  65  ff. 
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sie  führen  daher  ohne  weiteres  zu  einem  angemessenen  Ausdruck 
dieser  Relationen.  So  zeigt  z.  B.  die  Hülfsconstruction  des  voll- 
standigen  Vierseits  (Fig.  11)  sofort,  dass  die  Lagebeziehung  der  vier 
Punkte  auf  den  allgemeineren  Fall  der  projecti vischen  Beziehung  zweier 
geradliniger  Punktreihen  ab  cd  und  a*Vc*d!  zu  einem  von  einem 
gegebenen  Mittelpunkt  B  ausgehenden  ebenen  Strahlenbüschel  zurück- 
f&hrbar  ist.  Indem  die  Construction  von  dem  gewöhnlichen  zunächst 
zu  dem  vollständigen  Viereck  und  dann  von  diesem  zu  dem  voll- 
standigen  Vierseit  überführt;  ist  sie  aber  zugleich  eine  Erzeugung 
dieser  Raumgebilde.  Die  ergänzenden  Hülfsconstructionen  bilden 
daher  den  üebergang  zu  den  genetischen:  sie  können,  namentlich 
in  der  Anwendungsweise,  die  ihnen  die  projectivische  Geometrie  gibt, 
selbst  als  genetische  Constructionen  betrachtet  werden,  die  in  ihrer 
Ausführung   durch  bereits   vorhandene  Raumgebilde   bestimmt  sind. 

d.   Die  genetischen  Constructionen. 

Die  genetische  Construction   ist   nothwendiger  Weise   zu  jeder 
Zeit    der   Ausgangspunkt    geometrischer    Untersuchungen    gewesen. 
Die  Raumgebilde    müssen    erzeugt  sein,    ehe   die  Betrachtung   ihrer 
Mass-  und  Lageverhältnisse  beginnen  kann.     Aber  nicht  immer  hat 
die    genetische    Construction    zugleich    die    Grundlage    der    Unter- 
suchungen  gebildet.     Die   Geometrie   der  Alten   betrachtet   die    mit 
Lineal  und  Cirkel  hervorgebrachten  Figuren  als  fertige  Objecte,  die 
sie   für  sich   und    in   ihrem    gegenseitigen  Verhältnisse    der  Unter- 
suchung   unterwirft.     Dadurch    wird    von    selbst    die   Theilung    der 
Figuren,    mit    gelegentlicher  Herbeiziehung    ergänzender   Hülfscon- 
structionen, zur  herrschenden  Methode,  und  diese  Methode  führt  un- 
vermeidlich   zur    isolirten  Untersuchung    der   einzelnen  Classen   von 
Figuren,  wobei  verbindende  Beziehungen  nur  zwischen  solchen  Raura- 
gebilden  sich  einstellen,  bei  denen  schon  die  unmittelbare  Anschau- 
ung dieselben  erkennen  lässt.     Indem  hier  die  genetische  Construc- 
tion nur  den  Zweck  hat,  das  Material  für  die  nachfolgende  Unter- 
suchung zu  gewinnen,  nicht  dieser  selbst  als  vornehmstes  Hülfsmittel 
zu  dienen,  erscheint  die  Art,  wie  die  verschiedenen  Figuren  erzeugt 
werden,  verhältnissmässig  gleichgültig.     Der  gleichzeitige  Gebrauch 
von  Cirkel  und  Lineal  liess  überdies  von  vornherein  die  einfachsten 
regelmässigen  Figuren  bevorzugen,  eine  Neigung,  die  durch  ästhe- 
tische Interessen,    durch   die  Leichtigkeit   der  Aufgaben   und   durch 
die  einseitig  metrische  Richtung  der  Untersuchung  begünstigt  wurde. 

Wandt,  Logik.  H,  1.   2.  Auü.  12 
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So  begreiflich   und   nothwendig   aber   auch  diese  Bevorzugung  war, 
so  hinderte  doch  gerade  sie  eine  allgemeinere  Behandlung  der  Pro- 
bleme, die  ^zugleich  zu  einer  planmässigeren  und  übereinstimmenderen 
Anwendung  genetischer  Gonstructionsmethoden  hätte  ftihren  können. 
Es  ist  charakteristisch   für  dieses  Zurücktreten  des  genetischen  Ge- 
sichtspunktes, dass  Euklid  die  Definitionen  der  Raumgebilde  mög- 
lichst unabhängig  macht  Yon  ihrer  Erzeugungsweise,  und  daher  erst 
bei  den  Körpern  mit  krummen  Oberflächen,  Kugel,  Cjlinder,  Kegel^ 
wo  offenbar   eine  blosse  Beschreibung   allzu   weitläufig   würde,    die 
descriptive  durch  eine  genetische  Definition  ersetzt'*').   Obgleich  aber 
die  in  diesen  Fällen  naheliegende  Entstehungsweise  der  Raumgebilde 
durch    Rotation    einer    ebenen    Figur    (Halbkreis,    Parallelogramm, 
Dreieck)  um  ihre  Axe  darauf  hinweisen  musste,  dass  die  Bewegung 
eine    überall    anwendbare    genetische  Gonstructionsmethode   sei,    so 
wurde   diese  doch  bei   den   Kegelschnittlinien    aus   bloss   zufälligen 
Anlässen    wieder    verlassen,    um    das    Princip   der    Erzeugung    von 
Figuren  mittelst  der  gegenseitigen  Durchschneidung  anderer,  die 
bereits  gegeben  sind,  zu  benützen.   Nur  bei  gewissen  verwickeiteren 
Curven,  wie  bei  der  Quadratrix,  der  Conchoide  des  Nikomedes,  der 
Archimedischen  Spirale  u.  s.  w. ,   kehrte  man,   veranlasst  durch  die 
in  der  Natur  zu  beobachtende  Entstehung  solcher  Curven,  abermals 
zu  der  Bewegung  zurück.     Auf  diese  Weise  pflegt  die  antike  Geo- 
metrie   von    derjenigen    Erzeugungsweise    der    Formen    auszugehen, 
durch  die  sie  zufällig  gefunden  wurden,  ohne  sich  darum  zu  kümmern^ 
dass  im   einen  Fall   körperliche  Gebilde  zur  Erzeugung  von  Curven 
in  der  Ebene   und   in   einem  andern   umgekehrt   ebene  Figuren  zur 
Erzeugung  von  Körpern  und  krummen  Oberflächen  verwendet  werden. 
Dagegen  ist  die   neuere  Geometrie,    in  dem  Masse   als  sie  die 
genetische   Construction  zur   herrschenden  Methode  erhob,   zugleich 
bestrebt  gewesen,  die  einzelnen  Constructionen  in  einen  systematischen 
Zusammenhang  zu  bringen,  der  durch  die  gleichförmigen  Bedingungen 
der  Erzeugung  und  die  regelmässige  Ableitung  neuer  Constructionen 
aus  den  bereits  gegebenen  bedingt  wird.     Indem  dieser  Zusammen- 
hang die  Forderung  mit  sich  bringt,  dass  alle  Raumgebilde  auf  die 
einfachsten   Elemente   zurückzuführen    sind,    aus   denen   sie   erzeugt 
werden  können,  werden  die  äusseren  Hülfsmittel,  deren  sich  die  Con- 
struction bedient,  nicht  vermehrt,  sondern  vereinfacht.     Das  einzige 
unerlässliche  Werkzeug  bleibt  das  Lineal.   Nicht  der  Kreis  und  die 


*)  Euklids  Elemente,  Buch  XI. 
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Gerade,  sondern  der  Punkt  und  die  Gerade  sind  die  einfachsten 
Gebilde ;  sie  dienen  zunächst  zur  Erzeugung  der  Ebene,  worauf  dann 
mittelst  dieser  drei  Elemente  alle  andern  Raumformen  entstehen 
können.  Hatte  die  alte  Geometrie,  durch  zufällige  Anlässe  bestimmt, 
bald  die  Bewegung  der  Elemente,  bald  die  Durchschneidung  ge- 
gebener Raumgebilde  benützt,  ohne  dass  zwischen  beiden  Methoden 
eine  innere  Beziehung  ersichtlich  geworden  wäre,  so  ist  jetzt  die 
wechselseitige  Durchdringung  beider  zur  Herrschaft  gelangt.  Indem 
alle  Raumgebilde  auf  gesetzmässig  erfolgende  Bewegungen  von 
Punkten  und  Geraden  zurückgeführt  werden,  pflegt  nämlich  eine 
solche  Bewegung  die  Entstehung  von  Durchschnittsfiguren  als 
eine  weitere  Folge  mit  sich  zu  führen.  Der  Vorgang,  der  diese 
Verbindung  beider  Constructionen  unmittelbar  verwirklicht,  ist  die 
Projection.  Hiemach  scheiden  sich  die  genetischen  Constructions- 
methoden  im  ganzen  in  drei  Classen:  die  Erzeugung  von  Raum- 
gebilden durch  Bewegung,  die  Bildung  von  Durch- 
schneidungsfiguren  und  die  projectivische  Construction. 
Ausserdem  sind  zuweilen  noch  Transformationen  der  Figuren  durch 
Biegung,  Dehnung  und  Zerschneidung  als  specielle  Hülfsmittel, 
namentlich  im  Interesse  der  geometrischen  Versinnlichung  analy- 
tischer Sätze,  angewandt  worden.  Die  Bewegung  und  die  wechsel- 
seitige Durchschneidung  von  Raumgebilden  hat  schon  die  alte  Geo- 
metrie benützt;  die  projectivische  Methode  ist  erst  in  der  neueren 
synthetischen  Geometrie  zur  Entwicklung  gelangt. 

Die  Erzeugung  der  Raumgebilde  durch  Bewegung  hat 
gegenüber  andern  Methoden  hauptsächlich  zwei  grosse  Vorzüge.    Der 
eine  besteht  in  ihrer  unbeschränkten  Anwendbarkeit:  jedes  beliebige 
Raumgebilde   lässt   sich    auf   irgend    eine  Bewegung    oder   auf    ein 
System  von  Bewegungen  zurückführen,  und  diese  Entstehungsweise 
gibt  regelmässig  zugleich  über  gewisse  fundamentale  Eigenschaften 
der  Figur  unmittelbar  Rechenschaft.    Der  zweite  Vorzug  besteht  in 
der  Möglichkeit,  jede,  auch  die  verwickeltste  Form  aus  sehr  einfachen 
Bedingungen    abzuleiten.     In   doppelter  Weise    findet    bei    der   Er- 
zeugung der  Formen    durch  Bewegung    eine   solche  Zurückführung 
auf  elementare  Bedingungen  statt:  jede  Bewegung  zusammengesetzter 
Raamgebilde   lässt   sich   in  Bewegungen   einfacherer,  und  jede  ver- 
wickeitere Bewegung  lässt  sich  in  eine  Anzahl  einfacher  Bewegungen 
zerlegen.   Als  letztes  Element  des  Raumes,  aus  dessen  wiederholten 
Bewegungen  jede   noch   so  complicirte  Figur   schliesslich   abgeleitet 
werden  kann,  bleibt  so  der  Punkt;    als  einfachste  Bewegung,   auf 
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deren  Wiederholung  und  Zusammensetzung  jede  beliebige  Bewegung 
zurückzuführen  ist,  bleibt  die  einfache  geradlinige  Bewegung. 
Die  Verwicklung  der  aus  diesen  Elementen  erzeugbaren  Formen 
kennt  aber  keine  Grenzen,  da  sich  beliebig  viele  einfache  Bewe- 
gungen combiniren  und  die  durch  vorausgegangene  Bewegungen  er- 
zeugten Formen  als  Grundgebilde  für  eine  neue  Erzeugungsreihe 
verwenden  lassen.  Die  systematische  Erzeugung  zusammengesetzter 
Formen  aus  einfachen  kann  daher  den  üebergang  von  den  Formen 
niederer  zu  solchen  höherer  Stufe  in  zweifacher  Weise  gewinnen: 
1)  durch  gleichzeitige  Combination  mehrerer  Bewegungen  von  gleicher 
Einfachheit,  und  2)  durch  successive  Anwendung  bestimmter  Be- 
wegungsgesetze auf  die  durch  vorangegangene  Bewegungen  erzeugten 
Raumgebilde.  Beide  Formen  des  systematischen  Fortschritts  er- 
füllen verschiedene  Zwecke,  nach  denen  die  Wahl  der  Methode  sich 
richten  muss. 

Die  gleichzeitige  Combination  mehrerer  einfacher  Be- 
wegungen ist  das  wirksamste  Mittel,  um  Raumgestalten  derselben 
Art,  aber  von  wachsender  Verwicklung  entstehen  zu  lassen.  Die 
Zusammensetzung  der  Bewegungen  gibt  hier  unmittelbar  ein  an- 
schauliches Mass  ab  für  den  Grad  der  Verwicklung  der  Form,  wie 
er  analytisch  durch  den  Grad  der  Gleichung  gemessen  werden  kann, 
die  der  arithmetische  Ausdruck  des  betreffenden  Raumgebildes  ist. 
So  entstehen  alle  Curven  zweiten  Grades  durch  die  Bewegung  eines 
Punktes,  die  im  allgemeinen  durch  eine  Gerade  und  zwei  feste 
Punkte,  die  Brennpunkte,  bestimmt  ist:  diese  Bewegung  erzeugt 
eine  Ellipse,  wenn  die  Entfernungssumme,  eine  Hyperbel,  wenn  der 
Entfernungsunterschied  von  den  zwei  festen  Punkten  -gleich  der  ge- 
gebenen Geraden  ist;  Kreis  und  Parabel  sind  Grenzfalle,  von  denen 
der  erste  entsteht,  wenn  die  zwei  Brennpunkte  in  einen  zusammen- 
fallen, der  zweite,  wenn  der  eine  der  Brennpunkte  in  unendliche 
Entfernung  rückt.  Wie  sich  auf  diese  Weise  die  Kegelschnitte  auf 
Punkte  und  gerade  Linien  als  die  bestimmenden  Elemente  zurück- 
führen lassen,  so  ist  eine  ähnliche  Reduction  bei  jeder  noch  so  ver- 
wickelten Curve  immer  ausführbar.  Man  pflegt  dabei  unter  den 
bestimmenden  Elementen  zunächst  einfachere  Curven  zu  erhalten; 
da  sich  aber  diese  durch  Punkte  und  Gerade  bestimmen  lassen,  so 
bleibt  jene  Reduction  auch  bei  den  höheren  Curven  immer  möglich, 
und  es  nimmt  dadurch  theils  die  Zahl  der  einfachen  Elemente,  von 
denen  die  Bewegung  abhängt,  theils  die  Zahl  der  Bewegungen,  die 
zur  Erzeugung  der  Curve  erforderlich  sind,  fortwährend  zu.    So  er- 
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fordert  z.  B.  die  Archimedische  Spirale  an  sich  nicht  mehr  Elemente 
als  der  Kreis,  nur  tritt  bei  ihr  an  die  Stelle  des  festen  Punktes  und  der 
Geraden  ein  fester  Kreis  und  eine  Gerade,  und  die  Bewegung  selbst 
wird  eine  doppelte:  während  die  Gerade  als  Halbmesser  des  Kreises 
bestimmte  Bogenlängen  beschreibt,  legt  zugleich  auf  ihr  der  erzeugende 
Punkt  Strecken  zurück,  die  jenen  Bogenlängen  proportional  sind. 

Auf   diese   Weise    verwendet    die    synthetische   Geometrie    die 
Bewegung  stets  in  solcher  Weise,  dass  das  bewegte  Element  durch 
seine  Relationen  zu  gewissen  andern  Elementen  vollständig  bestimmt 
wird,    und  dass  daher  von   der  relativen  Geschwindigkeit  der  statt- 
findenden Bewegungen   abstrahirt  werden   kann.     Diese  Abstraction 
findet  ihren  Ausdruck  in  dem  Begriff  des   geometrischen   Ortes. 
Indem  dieser  einen  Punkt  oder  eine  Summe  von  Punkten  bezeichnet, 
welche  von  andern  Raumelementen  bestimmt  sind,  ermöglicht  er  die 
vollständige  Elimination  des  Begriffs  der  Bewegung,  während  doch 
alle   sonstigen  Vortheile   der    genetischen    Construction    beibehalten 
werden.     Definirt    man  z.  B.    die  Hyperbel    als    den   geometrischen 
Ort   eines  Punktes,    für   den   die  Differenz   der  Abstände   von   zwei 
festen  Punkten  einer  constanten  Geraden  gleich  kommt,  so  ist  hier 
nur  noch   die   gesetzmässige   Abhängigkeit   von    den   bestimmenden 
Elementen   der  Curve   zum  Ausdruck   gelangt.     Da  der  Begriff  der 
Bewegung  zur  Auffassung  eines  Raumgebildes  nicht  erforderlich  ist, 
so  ist  die  Substitution   des  geometrischen  Ortes   an   ihrer  Stelle  die 
vorzüglichere  Form   der  Definition,    wenn    auch    anerkannt    werden 
muss,  dass  dieser  Begriff  erst  durch  die  Verwerthung  der  Bewegung 
zur  Erzeugung  der  Raumgebilde   nahegelegt   wurde.     Die  Möglich- 
keit den  Begriff  der  Bewegung   durch  den  des  geometrischen  Ortes 
zu  ersetzen  unterscheidet  aber  insbesondere  auch  die  Constructionen 
der   synthetischen    von    denjenigen    der    Coordinatengeometrie. 
Diese  wird  durch  die  analytischen  Zwecke,  die  sie  verfolgt,  zur  An- 
wendung möglichst  gleichförmiger  Constructionsmethoden  gezwungen. 
Hierdurch   ist   sie  aber  zugleich   genöthigt,   sich  auf  die  Benützung 
Ton  bestimmten   Elementen   einfachster  Art   zu   beschränken.     Eine 
ebene  Curve  z.  B.    denkt   man    sich    erzeugt    durch    die   Bewegung 
eines  in  der  Ebene    gelegenen  Punktes,    die   in   zwei  Bewegungen 
nach  den  Coordinatenaxen   zerlegt   wird:    es  ist  dann   die  Form  der 
Curve   von    der  relativen  Geschwindigkeit    abhängig,    welche    diese 
beiden   Bewegungen    in   jedem   Momente    besitzen.      Hier    ist    eine 
Elimination  des  Begriffs  der  Bewegung  zu  Gunsten  des  geometrischen 
Ortes  durchaus  unmöglich,    da   die  gleichförmige  Art,    in  der  jene 
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U^duction  auf  die  Coordinatenaxen  bei  Curven  der  yerschiedensten 
Ordnung  vorgenommen  wird,  dazu  zwingt,  alle  Formeigenthümlich- 
keiten  der  Raumgebilde  auf  Relationen  der  Geschwindigkeit  zurück- 
zuführen. Wo  sich  die  erzeugenden  Elemente  nach  der  besonderen 
Natur  der  Gebilde  nicht  richten,  da  muss  selbstverständlich  alles  in 
die  Modalitäten  der  erzeugenden  Bewegungen,  ihre  relativen  Ge- 
schwindigkeiten und  Geschwindigkeitsänderungen,  verlegt  werden. 
Der  Yortheil,  der  aus  dieser  Gleichförmigkeit  für  die  analytische 
Behandlung  entspringt,  ist  aber  ein  ebenso  grosser  Nachtheil  für 
die  rein  geometrische  Betrachtung. 

Die  Forderung,  jede  Construction  durch  Bewegung  auf  mög- 
lichst einfache  bestimmende  Elemente  zurückzuführen,  geräth  nun 
unvermeidlich  bei  Aufgaben  von  verwickelter  Natur  mit  der  andern 
Forderung,  dass  die  Zahl  der  bestimmenden  Elemente  eine  möglichst 
kleine  sei,  so  sehr  in  Conflict,  dass  man  in  der  Regel  der  letzteren 
nachgeben  wird,  sofern  nicht,  wie  bei  der  Coordinatengeometrie  oder 
bei  den  unten  zu  besprechenden  projectivischen  Methoden,  specielle 
Motive  die  ausschliessliche  Wahl  gerader  Linien  fordern.  Hiervon 
abgesehen  erscheint  es  als  ein  wohlbegründetes  Recht,  dass  man 
durch  die  successive  Anwendung  bestimmter  Bewegungs- 
gesetze auf  bereits  vorhandene  Raumgebilde  eine  Reihe  neuer 
Constructionen  gewinnt.  Nicht  selten  wird  dieses  Verfahren  zu  einer 
tieferen  Einsicht  in  die  Verwandtschaftsbeziehungen  geometrischer 
Formen  führen,  als  wenn  man  für  jede  einzelne  Form  die  einfachste 
Erzeugungsweise  wählt,  die  für  sie  möglich  ist.  So  lassen  die  oben 
angeführten  einfachsten  genetischen  Constructionen  der  Kegelschnitte 
durchaus  eine  Erkenntniss  ihrer  Beziehungen  vermissen.  Diese  wird 
dagegen  sofort  hergestellt,  wenn  man  jeden  Kegelschnitt  aus  der 
Bewegung  eines  Punktes  ableitet,  der  von  einem  festen  Punkte  und 
von  einem  Kreise  gleich  weit  absteht,  wenn  man  also  statt  zweier 
Punkte  und  einer  Geraden  einen  Punkt,  einen  Kreis  und  eine  Ge- 
rade als  bestimmende  Elemente  wählt*).  Weist  man  nun  dem  er- 
zeugenden Punkte  die  verschiedenen  für  ihn  möglichen  geometrischen 
Orte  an,  so  erhält  man  successiv  die  verschiedenen  Formen  des 
Kegelschnitts;  dieser  ist  eine  Ellipse,  wenn  der  Punkt  innerhalb 
des  bestimmenden  Kreises  liegt,  er  wird  selbst  zu  einem  Kreis,  wenn 
er  in  den  Mittelpunkt  desselben  fällt,  zu  einer  Geraden,  wenn  er  in 


*)  Steiner,  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung. 
Bearbeitet  von  C.  F.  Geiser,  2.  Aufl.,  S.  40  ff. 
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seinen  umfang  föllt,  zu  einer  Hyperbel,  wenn  er  ausserhalb  des 
Kreises  liegt,  und  speciell  zu  einer  Parabel,  wenn  der  Mittelpunkt 
des  bestimmenden  Kreises  in  unendliche  Feme  rückt,  wodurch 
sich  der  umfang  desselben  in  die  Leitlinie  der  Parabel  umwandelt. 
Diese  Construction  erschöpft  also  nicht  nur  vollständig  den  Begriff 
des  Kegelschnitts,  sondern  sie  zeigt  auch,  wie  die  verschiedenen 
Formen  durch  stetige  Veränderung  der  Bedingungen  in  einander 
übergehen. 

Die  Bildung  von  Durchschneidungsfiguren  ist  eine  Con- 
structionsmethode,   welche  zur  Erzeugung  durch  Bewegung  insofern 
im   vollen  Gegensatze   steht,   als   sie  nicht   aus    dem  Einfachen  das 
Zusammengesetzte,   sondern  aus   dem  Zusammengesetzten   das  Ein- 
fache ableitet.    An  sich  ist  diese  Methode  ebenso  consequent  durch- 
führbar wie  die  entgegengesetzte.     Wie   man   durch  Bewegung   des 
Punktes  die  Linie,  durch  Bewegung  der  Linie  die  Fläche  und  durch 
Bewegung  der  Fläche  den  Körper  erhält,  so  Hesse  sich,  von  diesem 
ausgehend,  als  sein  Durchschneidungsgebilde  die  Fläche,  aus  ihr  die 
Linie  und  aus  der  Linie  der  Punkt  gewinnen.     Auch   hat  man   zu- 
weilen, mit  Rücksicht  darauf,  dass  uns  in  der  Erfahrung  nur  Körper 
gegeben  sind,   diese  Entwicklung  für   den  naturgemässen  Weg  zur 
Erlangung   der  geometrischen  Grundbegriffe   gehalten.     Dabei   wird 
jedoch  übersehen,  dass  wir  durch  Abstraction  und  nicht  durch  Con- 
struction  zu   den   geometrischen   Begriffen   von   Fläche,    Linie   und 
Punkt  gelangen,   und   zwar  durch   eine  Abstraction,    die   schon  bei 
dem  Begriff  des  Körpers  wirksam  ist,  da  dem  geometrischen  Körper 
zahlreiche  Merkmale  nicht   zukommen,    welche   bei   den   physischen 
Körpern   nicht   fehlen   können.     In   der  That   hat   daher  auch  vor- 
zugsweise in  einem  Fall  die  Bildung  von  Durchschneidungsgebilden 
wichtigere  Anwendungen  gefunden :  bei  der  Erzeugung  von  krummen 
Linien  durch  Flächen.    Gerade  hier  aber  pflegt  sich  trotz  des  üeber- 
gangs  von  drei  Dimensionen  auf  zwei  das  erzeugende  Gebilde  durch 
einfachere  Eigenschaften  auszuzeichnen.     Den   augenfälligsten  Beleg 
hierzu  liefert  diejenige  Classe  von  Curven,  die  lange  Zeit  ausschliess- 
lich  auf  diesem   Wege   abgeleitet   wurde,    die   Kegelschnitte.     Der 
Kegel ,   namentlich  der  gerade  Kreiskegel ,  den  die  Alten  allein  be- 
nützten, wird  durch  eine  viel  einfachere  Bewegungsconstruction  ge- 
wonnen als  die  Kegelschnitte   selbst,    den  Kreis   ausgenommen.     So 
leicht  es  war,  durch  Drehung  eines  Dreiecks  auf  seiner  Basis  einen 
Kegel  herzustellen,  so  wenig  nahe  lag  es,  durch  die  Bewegung  eines 
Punktes  in  der  Ebene  die  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  zu  finden. 
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Auch  mu8ste  die  Verschiedenheit  der  Durchschnittsfläche  des  abge- 
stumpften Kegels  je  nach  der  Lage  der  schneidenden  Ebene  frühe 
schon  die  Aufmerksamkeit  fesseln.  Ausserdem  bietet  diese  Con- 
struction  vor  der  Erzeugung  durch  Bewegung  eines  Punkts  in  der 
Ebene  den  Vortheil,  den  Zusammenhang  der  verschiedenen  Kegel- 
schnitte unter  einander  anschaulich  zu  machen.  Dagegen  steht  sie 
mit  den  fundamentalen  Eigenschafben  der  Curven  nicht  in  so  un- 
mittelbarer Beziehung,  und  es  muss  immerhin  als  eine  Unvollkommen- 
heit  anerkannt  werden,  wenn  man  genöthigt  ist,  zur  Erzeugung 
einer  ebenen  Figur  den  Raum  von  drei  Dimensionen  zu  Hülfe  zu 
nehmen. 

Diese  Unvollkommenheit  ist  es  nun,  die  hauptsächlich  zur  Aus- 
bildung der  dritten  Form  genetischer  Methoden,  zu  denen  der  pro- 
jectivischen  Construction,  beigetragen  hat.  Indem  diese  aus  einer 
Verbindung  der  beiden  vorigen  hervorging,  hat  sie  freilich  zur  üeber- 
windung  gerade  jener  Unvollkommenheit  nur  allmählich  geführt 
Die  nächste  Umgestaltung  nämlich,  welche  die  Erzeugung  von  Durch- 
schnittsgebilden im  Sinne  einfacherer  genetischer  Methoden  zuliess, 
bestand  in  der  Ausbildung  der  perspectivischen  Projections- 
methode.  Wie  die  sämmtlichen  Curven  zweiten  Grades  als  Durch- 
schneidungsgebilde  der  allgemeinsten  Oberfläche  zweiten  Grades,  der 
Kegelfläche,  dargestellt  werden  können,  so  lassen  sie  sich  auch  als 
perspectivische  Projectionen  der  einfachsten  dieser  Curven  selber,  des 
Ej'eises ,  gewinnen.  Denkt  man  sich  den  Schatten ,  den  ein  Kreis 
entwirft,  wenn  sich  hinter  ihm  ein  leuchtender  Punkt  befindet,  durch 
eine  Ebene  von  veränderlicher  Lage  aufgefangen,  so  erhält  man 
durch  Drehung  der  Ebene  die  verschiedenen  Kegelschnitte  als 
Schattenprojectionen.  Aehnlich  lassen  sich,  wie  Newton  gezeigt 
hat,  die  verschiedenen  Formen  der  Curven  dritten  Grades  durch  die 
Schattenprojection  von  fünf  divergirenden  Parabeln  gewinnen*). 
Denkt  man  sich  nun  aber  den  Punkt,  von  dem  die  Projections- 
strahlen  ausgehen,  in  unendliche  Entfernung  gerückt,  so  verwandelt 
sich  die  centrale  Projection  in  die  seit  Monge  von  der  descriptiven 
Geometrie  vorzugsweise  benützte  Parallelprojection.  Da  bei  dieser 
parallele  Linien  auch  nach  der  Projection  parallel  bleiben,  so  werden 
zwar  die  Dimensionsverhältnisse,  nicht  aber  die  Lageverhältnisse  der 
Figuren  verändert.  Aus  räumlichen  Gebilden  gehen  also  Figuren 
in  der  Ebene  hervor,    die  jenen   in   allen   ihren  Eigenschaften  ent- 


*)  Neutoni  Genesis  curvarum  per  umbras,  Lond.  1746. 
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sprechen.  So  eröffiiet  sich  hier  eine  Reihe  theoretisch  wie  praktisch 
gleich  wichtiger  Wechselbeziehungen,  indem  sich  bald  die  Eigen- 
schaften der  ebenen  Figuren  aus  denjenigen  der  ihnen  entsprechenden 
körperlichen  Formen,  bald  umgekehrt  diese  aus  jenen  genetisch 
entwickeln  lassen*). 

Diese  beiden  Anwendungen  der  Projectionsmethode,  die  Schatten- 
coDstruction    und   die  Parallelprojection   der   descriptiven  Geometrie, 
setzen  jedoch  gegebene  Raumgebilde   voraus,    die   nach   bestimmten 
Regeln  in  andere  transformirt  werden.     Sie  stehen  auf  diese  Weise 
in  gewissem  Sinne  immer  noch  zwischen  der  ergänzenden  Hülfscon- 
struction  und  der  genetischen  Construction  in  der  Mitte.    Nur  inso- 
fern, als   das   durch  die  Transformation   erzeugte  Gebilde   entweder 
den  gleichen  Werth  beansprucht  wie  das   ursprüngliche   oder  sogar 
den  eigentlichen  Zweck   der  Methode   ausmacht,   überwiegt   bereits 
der  genetische    Gesichtspunkt.     Zur    vollen   Geltung    gelangt    aber 
dieser  bei  den  projectivischen  Constructionen  erst  dann,  wenn  nicht 
bestimmte  Raumgebilde,   sondern   nur   die   zur  Ausführung   der 
Projection   unerlässlichen  Elemente   selbst   als  gegeben  vor- 
ausgesetzt  werden.     Diese  Elemente   sind   der   Punkt,    als   der  Ort 
von  dem  ein  Projectionsstrahl  ausgeht,  die  Gerade,  welche  die  Rich- 
tung desselben  angibt,  und  die  Ebene,  welche  das  zu  einem  Punkt 
gehörige  Strahlenbüschel  enthält,    das   durch  je  zwei  in   dem  Punkt 
sich  schneidende  Strahlen  bestimmt  wird.    Insofern  sich  hierbei  der 
Punkt   stets   als   Durchschnittsgebilde   von  Strahlen   ergibt,   können 
diese  Elemente  auch   auf  zwei,    auf   die    Gerade    und    die   Ebene, 
zurückgeführt  werden.     Es  übernimmt  dann  die  Gerade  jene  Rolle 
des  erzeugenden  Gebildes,  die  bei  der  Construction  durch  Bewegung 
dem  Punkte  zukommt.    Wie  bei  dieser  der  in  einer  Ebene  bewegte 
Punkt  alle  ebenen  Figuren  hervorbringt,   so   erzeugen   bei  der  pro- 
jectivischen  Construction    gerade   Linien   in    der   Ebene,    indem   sie 
sich  kreuzen  oder  als  Tangenten  einen  Raum  umhüllen,  alle  in  der 
Ebene  möglichen   Raumformen.     Den   Namen   der   synthetischen 
Geometrie  trägt  gerade    diese  Darstellungsweise   deshalb   mit  Recht, 
^eil  sie  wirklich  durch  eine  Synthese  von  ausgedehnten  Gebilden  der 
einfachsten  Art,  von  Geraden,  alle  Formen  hervorbringt.     Die  Be- 
^egungsconstruction   dagegen   verfährt   nicht  im  eigentlichen  Sinne 
synthetisch,    da   der  Punkt   selbst   kein    ausgedehntes  Gebilde,    also 


*)  Vgl.  hierzu  Chasles,  Geschichte  der  Geometrie,  Cap.  V.    Deutsche 
Mstbevon  Sohncke,  Halle  1839,  S.  185  ff. 
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auch  die  Erzeugung  einer  Curre  durch  seine  Bew^ong  nur  die 
successive  Darstellung  der  geometrischen  Orte  ist,  aus  denen  die 
Curve  wirklich  besteht,  nicht  aber  eine  synthetische  Erzeugung  aus 
anderen  elementaren  Raumgebilden. 

Die  in  diesem  Sinne  angewandte  projectirische  Construction 
ist  demgemäss  auch  vom  genetischen  Gesichtspunkte  ans  die  voll- 
endetste Methode.  Nichts  weiter  voraussetzend  als  jene  einfachsten 
zur  Construction  erforderlichen  Elemente,  wird  es  ihr  möglich,  die 
verschiedenen  Formen  in  der  naturgemässen  Reihenfolge  hervorzu- 
bringen und  unmittelbar  aus  ihrer  Erzeugungsweise  ihre  wesentlichen 
Eigenschaften  und  inperen  Beziehungen  erkennen  zu  lassen.  Um 
den  Charakter  dieser  Methode  zu  kennzeichnen,  sei  hier  nur  auf 
einige  einfache  Beispiele  hingewiesen,  die  sich  an  frühere  Constnic- 
tionen  anschliessen.  Wir  haben  S.  177  bemerkt,  dass,  wenn  durch 
ein  ebenes  Strahlenbüschel  zwei  transversale  gerade  Linien  gelegt 
werden,  auf  diesen  zwei  Reihen  von  Durchschuittspunkten  a,  b,  c,  d 
und  a\  V j  &,  df  entstehen,  die  zu  einander  perspectivisch  sind,  indem 
die  eine  Reihe  als  die  perspectivische  Abbildung  der  andern  an- 
gesehen werden  kann.  Denkt  man  sich  nun  den  Träger  der  einen 
Punktreihe,  z.  B.  yl'  (Fig.  12),  durch  Drehung  um  den  Punkt  o' 
aus  seiner  ursprünglichen  Lage  gebracht,  während  die  Punkte  auf 
ihm  unverändert  bleiben ,  so  können  diese  nicht  mehr  mittelst  des 
Strahlenbüscliels  S,  wohl  aber  mittelst  eines  zweiten  Strahlen- 
büschels S*  erhalten  werden,  welches  auf  der  andern  Seite  von  Ä' 
so  gelegen  ist,  dass  die  Strahlen  Sa  und  S' a'  zusammenfallen. 
Verlängert  man  nun  aber  die  von  S  und  S'  ausgehenden  Strahlen 
über  die  zugehörigen  Punkte  hinaus,  so  schneiden  sie  sich  in  einer 
Punktreihe  a  ß  y  5 ,  deren  Träger  wiederum  eine  gerade  Linie  ist. 
Da  nämlich  (S.  175  u.  177) 

ac      ad         a' c*      a*  d' 


bc  '   bd         Vc'  '    b'd' 

und  jedes  dieser  Doppelverhältnisse  nach  der  Construction  =  ^ —  :  -^ 

ist,  so  muss  auch  der  Träger  G  der  Punktreihe  aßYÖ  wiederum 
eine  Gerade  sein.  Umgekehrt  lässt  es  sich  daher  als  die  Bedingung 
für  die  Erzeugung  einer  Geraden  ansehen,  dass  die  einander  zuge- 
ordneten oder  homologen  Strahlen  von  perspectivisch  gelegenen 
Mittelpunkten  S  und  S'  ausgehen  müssen,  wobei  die  perspectivische 
Lage  dieser  Mittelpunkte   dadurch  charakterisirt  ist,   dass  ein  Paar 
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homologer  Strahlen  zusammeDfällt.  Wir  kSnuen  uns  nun  aber  auch 
den  Träger  A'  so  aus  seiner  ursprunglichen  Lage  gebracht  denken, 
dass  diese  Bedingung  nicht  mehr  erfüllt  ist.  Ist  dies  der  Fall,  be- 
finden sieb  also  die  beiden  ursprünglich  perspectivischen  Punktreihen 
in  ii^end  einer  nicht  perspectivischen  oder  schiefen  Lc^^e,  so  wird 
auch  nicht  mehr  zu  erwarten  sein,  dass  die  Durchschnittspuokte 
homologer  Strahlen  auf  einer  Geraden  liegen.  lu  der  Tbat  zeigt 
die  nähere  Untersuchung,  dass  hier  die  Verbindung  der  Durch- 
schnittspnnkte  eine  regelmässig  gekrDmmte  Linie  ergibt,  welche  all- 
gemein die  Form  eines  Kegelschnitts  besitzt.     Die  specielle  Form 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


demselben  ist  dann  wieder  von  den  LageYerhältnissen  der  zu  einander 
gehörigen  Strahlen  abhängig.  So  erhält  man  einen  Kreis,  wenn  die 
Strahlen  Übereinstimmend  liegen  und  Überdies  die  Bedingung  er- 
RUlen,  dass  die  Winkel,  welche  je  zwei  Strahlen  bei  S  bilden,  den 
Winkeln  der  ihnen  homologen  Strahlen  bei  S'  gleich  sind.  In  Folge 
dessen  müssen  dann  auch  die  Winkel,  welche  die  von  jedem  Curven- 
punkt  nach  >S  und  S  gezogenen  Geraden  bilden,  sämmtlich  einander 
gleich  sein  (Fig.  13).  Ist  die  zweite  der  obigen  Bedingungen  nicht 
er^t,  so  entsteht  je  nach  der  Lage,  die  man  den  Strahlbüacheln 
(bez.  den  ihnen  entsprechenden  perspectivischen  Punktreihen)  zu 
einander  gibt,  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  wobei  sich  als 
specielle  Fälle  ein  Punkt,  eine  Gerade  oder  zwei  Gerade  ergeben 
känoen.  So  lange  die  Strahlen  nicht  nur  übereinstimmend  laufen, 
sondern  auch  alle  homologen  Strahlen  sich  durchschneiden,  entsteht 
eine  Ellipse,   da  diese   ausser   dem   Kreis   der   einzige  Kegelschnitt 
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ist,  der  keinen  unendlich  entfernten  Punkt  hat.  Ist  nur  ein  einziges 
homologes  Strahlenpaar  parallel,  so  entsteht  die  Parabel,  der  ein 
unendlich  entfernter  Punkt  zukommt.  Sind  endlich  zwei  Strahlen- 
paare parallel,  so  entsteht  die  Hyperbel  mit  ihren  beiden,  zwei 
unendlich  entfernten  Punkten  entsprechenden  Zweigen.  Dieser  Fall 
kann  sich  auch  dann  ereignen,  wenn  die  homologen  Strahlen  der 
beiden  Strahlenbtlschel  nicht  Obereinstimmende  Lage  haben  (nicht 
gleichlaufend  sind).  Hier  gehören  dann  deren  Mittelpunkte  ver- 
Bcbiedenen  Zweigen  der  Hyperbel  an.  Der  Durchschnitt  nicht 
gleichlaufender  Strahlen  erzeugt  darum  unter  allen  Umständen  eine 
Hyperbel.  Theilt  diese  mit  dem  Kreise  die  Eigenschaft,  dasa  die 
Winkel  homologer  Strahlen  gleich  sind,  so  entsteht  der  specielle 
Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Abgesehen  von  der  unmittelbaren  Beziehung,  in  der  diese  Er- 
zei^ngsweisen  durch  projectivische  Constniction  zo  den  geo- 
metrischen Eigenschaften  der  erzeugten  Gebilde  stehen,  bietet  die 
Methode  den  Vorzug  dar,  dass  sie  wegen  der  Einfachheit  der  Ele- 
mente, mit  denen  sie  operirt,  leicht  Modificationen  zulässt,  welche 
geeignet  sind,  die  Eigenschaften  der  erzeugten  Gebilde  von  ver* 
schiedenen  Seiten  her  zu  be- 
*■  leuchten.     So  lässt  sich  eine 

Curve  nicht  bloss  als  Durch- 
schnittsgebilde von  Strahlen- 
büscheln in  projecti  vi  scher 
Lage,  sondern  auch  als  Tan- 
gentengebiide  construiren. 
Die  Parabel  z.  B.  hat  die 
Eigenschaft,  da.ssdie  zwischen 
äquidistanten  Punkten  irgend 
zweier  Tangenten  gezogenen 
Strahlen  ebenfalls  Tangenten 
sind.  Demnach  kann  man  sie 
als  Umhttllnngsge bilde  zweier 
Strahle nbOscbel  betrachten ,  die  von  zwei  projectivisch-ähnlichen 
Punktreihen  in  nicbt-perspectivischer  Lage  erzeugt  werden  {Fig.  14). 
Aehnlich  umhoUt  aber  Oberhaupt  die  Gesammtheit  der  Projections- 
strahlen  zweier  projecti vischer  Punktreihen  eine  Curve,  die  mit  jedem 
Projectionsstrabl  nur  einen  Punkt,  den  Berflhrungspunkt,  gemein 
hat.  Diese  Curve  ist  ein  Kegelschnitt,  und  die  specielle  Form  des- 
selben   hängt    von    dem   Lageverhältniss    der    beiden    erzeugenden 
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Punktreihen  ab*).  In  dem  Verhältniss  dieser  Erzeugungsweise  zu 
der  Yorhin  besprochenen  tritt  zugleich  ein  ergänzendes  Verhältniss 
der  constructiven  Elemente  zu  einander  hervor.  Die  nämliche  Curve 
kann  entweder  als  eine  continuirliche  Reihe  von  Punkten  oder  als 
eine  continuirliche  Reihe  berührender  Strahlen  (Tangenten)  betrachtet 
werden.  Dort  entsteht  sie  als  Durchschnittsgebilde,  hier  als  Um- 
hüllungsgebilde. Im  ersten  Fall  aber  ist  das  ursprünglich  erzeugende 
Gebilde  das  projectivische  Strahlenbüschel,  im  zweiten  die  projectivische 
Punktreifae.  Diese  ergänzende  Beziehung,  die  man  auch  als  das 
Princip  der  Dualität  der  Gebilde  bezeichnet,  tritt  in  verschiedenen 
Gestaltungen  auf.  Wie  sich  in  der  Ebene  die  Punktreihe  und  das 
Strahlenbüschel  ergänzen,  so  treten  im  Raum  Punkt  und  Ebene  als 
reciproke  Gebilde  einander  gegenüber.  Die  Lage  einer  Geraden 
kann  ebensowohl  durch  zwei  Punkte  wie  durch  zwei  sich  schnei- 
dende Ebenen  bestimmt  werden;  im  ersten  Fall  entsteht  aber  die 
Gerade  als  Bewegungsgebilde,  im  zweiten  als  Durchschneidungs- 
gebilde.  Ferner  kann  sowohl  die  Ebene  wie  der  Punkt  durch  zwei 
Gerade  oder  die  erstere  durch  eine  Gerade  und  einen  ausserhalb 
hegenden  Punkt,  der  letztere  durch  eine  Gerade  und  eine  sie  kreu- 
zende Ebene,  oder  endlich  jene  durch  drei  Punkte,  dieser  durch  drei 
Ebenen  bestimmt  werden.  Diese  Constructionen  zeigen  zugleich  die 
nahe  Beziehung  zwischen  der  Erzeugung  der  Raumgebilde  durch 
Bewegung  und  ihrer  Erzeugung  durch  Durchschneidung.  Einer  Er- 
zeugungsweise der  ersten  Art  steht  immer  eine  solche  der  zweiten 
dual  gegenüber,  und  die  eine  wandelt  sich  in  die  andere  um,  wenn 
an  die  Stelle  der  erzeugenden  Elemente  andere  treten,  die  zu  ihnen 
in  einem  reciproken  Verhältnisse  stehen:  bei  Constructionen  in  der 
Ebene  an  die  Stelle  des  Punktes  die  Gerade,  bei  Constructionen  im 
Raum  an  die  Stelle  des  Punktes  die  Ebene. 

Insoweit  die  projectivischen  Constructionen  für  sich  selbst  zur 
Entwicklung  der  Eigenschaften  der  betreffenden  Raumgebilde  nicht 
zureichen,  pflegen  sie  unmittelbar  auf  gewisse  Hülfsconstructionen 
hinzuweisen,  die  auch  hier  ihre  ergänzenden  Dienste  leisten.  So 
lässt  z.  B.  die  Construction  der  Kegelschnitte  als  Durchschnitts- 
gebilde projectivischer  Strahlenbüschel  unmittelbar  ersehen ,  dass 
jeder  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  seines  Uinfangs  vollständig 
bestimmt  ist.   Es  gehören  nämlich  die  Mittelpunkte  der  erzeugenden 


*)  Steiner,  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestützt  auf  projectivische 
Eigenschaften,  8.  91  ff. 
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Strahlenbüschel  stets  der  Curve  an,  und  ausserdem  sind  alle  Strahlen 
durch  das  Doppelverh'altniss  bestimmt,  sobald  zu  drei  Strahlen  abc 
die  ihnen  homologen  a^b^c^  gegeben  sind.  Sucht  man  zu  irgend 
welchen  fünf  Punkten  eines  Kegelschnitts  durch  Construction  einen 
sechsten  auf,  so  erhält  man  durch  Verbindung  dieser  Punkte  ein 
Sechseck,  von  dem  schon  Pascal  die  charakteristische  Eigenschaft 
entdeckt  hat,  dass  sich  die  gegenüberliegenden  Seiten  desselben  in 
drei  Punkten  schneiden,  die  in  einer  Geraden  liegen.  Es  ist  nun  aber 
durch  jene  sechs  Punkte  zunächst  nur  die  Form  des  vollständigen 
Sechsecks  bestimmt,  welches  man  (nach  der  Analogie  des  vollständigen 
Vierecks  S.  175)  erhält,  wenn  jeder  Punkt  mit  jedem  andern  ver- 
bunden wird,  und  welches,  da  irgend  ein  Punkt  a  mit  jedem  der 
fünf  andern  Punkte  verbunden  werden  kann,   mit  jeder  Verbindung 

6   5 
aber  die  entgegengesetzt  gerichtete  zusammenfällt,  — ^  =  15  Seiten 

hat.     Aus  diesem  vollständigen  Sechseck  lässt  sich  wieder  aus  ähn- 

12  3  4  5 
liehen  Gründen  auf  — '• — —^ — ^ —  =  60  verschiedene  Arten  ein  ge- 
wöhnliches Sechseck  herstellen.  Jedem  dieser  60  Sechsecke  entspricht 
aber  eine  Pascal'sche  Gerade,  und  je  drei  solcher  Geraden  schneiden 
sich,  wie  Steiner  gezeigt  hat,  in  einem  Punkt.  So  führt  diese 
Uülfsconstruction,  die  selbst  durch  die  Erzeugung  der  Curve  an  die 
Hand  gegeben  ist,  in  völlig  naturgemässer  Weise,  ohne  irgendwie 
zufällig  entdeckte  Kunstgriffe  in  Anspruch  zu  nehmen,  zu  einer 
Fülle  charakteristischer  Linien  und  Punkte,  durch  die  zusammen- 
genommen mit  den  verschiedenen  Erzeugungsformen  die  Eigen- 
schaften der  Curve  erschöpfend  bestimmt  werden. 


2.   Die  Anwendungen  algebraischer  Methoden  auf  die 

geometrische  Untersuchung. 

a.    Die  algebraische  und  die  analytische  Geometrie. 

Der  Mangel  einer  algebraischen  Symbolik  hatte  die  antike 
Geometrie  über  ihr  eigentliches  Gebiet  hinaus  zu  einer  Vertreterin 
der  allgemeinen  Arithmetik  erhoben.  Die  ausschliesslich  metrische 
Richtung  jener  Geometrie,  die  hierin  zum  Theil  ihre  Quelle  hatte, 
war  ihrerseits  wieder  geeignet,  diese  Verbindung  aufrecht  zu  er- 
halten  und   die  Aufmerksamkeit   von   den   besonderen   Bedingungen 
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abzulenken,   welche   die   geometrischen   Objecte   den   arithmetischen 
Yerfahmngsweisen   entgegenbringen.     Hierdurch   geschah    es,    dass 
bestimmte  Zahlverknüpfungen  stets  auf  fest  bestimmte  Raumverhält- 
nisse   bezogen   wurden,    indem   man   bei   demjenigen   geometrischen 
Bilde  stehen  blieb,  das  die  ursprünglichste  Darstellung  einer  arithme- 
tischen Operation   gewesen   war.     Demgemäss   betrachtete   man  all- 
gemein die  einfache  Zahl  als  Mass  einer  linearen  Strecke,  das  Product 
und  die  Quadratzahl  repräsentirten  eine  ebene  Fläche,  das  dreifache 
Product  und  die  Cubikzahl  einen  Körper.     Mehrfache  Producte  und 
höhere  Potenzen  als  die  dritte  verloren  überhaupt  jede  geometrische 
Bedeutung.    Erst  durch  die  freiere  Bewegung,  welche  die  Arithmetik 
in  Folge  der  Erfindung  der  algebraischen  Symbolik  gewann,  wurde 
diese  Beschränkung  beseitigt.     Die  entscheidende  Leistung  war  hier 
Descartes'   Geometrie.      Der    Titel    bezeichnet    nur    unzureichend 
ihren  Inhalt.    Denn  indem  sich  dieser  gleichzeitig  auf  die  allgemeine 
Untersuchung  der  algebraischen  Gleichungen  erstreckt,  ist  es  einer- 
seits die  freiere  geometrische  Verwendung  der  arithmetischen  Opera- 
tionen, anderseits  die  synthetische  Ableitung  und  analjrtische  Unter- 
suchung der  algebraischen  Formen,  die  sich  der  Verfasser  zum  Ziel 
setzt.    So  wurde  dieses  Werk  gleichzeitig  die  Grundlage  der  neueren 
Geometrie  und  der  Analysis.     Den  Weg  zu  seiner  Behandlung  der 
Geometrie  bahnt  sich  aber  Descartes,  indem  er  den  arithmetischen 
Fundamentaloperationen  eine  solche  geometrische  Deutung  gibt,  dass 
nicht  bloss  die  ursprünglichen  Grössen  gerade  Linien  sind,   sondern 
dass  auch  die  Ergebnisse  der  mit  ihnen  vorgenommenen  Operationen 
wiederum  als  gerade  Linien  erscheinen.     So  verwendet  er  zur  Dar- 
stellung  der  Multiplication   und  Division   die  Construction  ähnlicher 
Dreiecke.    In  diesen  lässt  sich,  sobald  man  eine  der  Seiten  der  Ein- 
heit gleich  setzt,  eine  Proportion  bilden  von  der  Form  a:  b  r=  c:l^ 

welche  algebraisch  den  Gleichungen  a=^b.c  und  b  =  — ,  also  einer 

Multiplication  und  Division  entspricht.  Construirt  man  mit  Zuhülfe- 
nahme  des  Kreises  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  Einheit 
und  einer  anderen  Geraden,  welche  die  Einheit  zum  Durchmesser 
ergänzt,  so  erhält  die  mittlere  Proportionale  die  Bedeutung  der 
Quadratwurzel  aus  der  zweiten  Geraden,  oder  diese  ist  gleich  dem 
Quadrate  der  ersteren.  Da  nun  dies  Verfahren  von  den  so  ge- 
fundenen Linien  ausgehend  beliebig  oft  wiederholt  werden  kann,  so 
steht  nichts  im  Wege,  eine  dritte,  vierte  oder  höhere  Potenz  in  der 
Form  einer  Geraden  zu  construiren.     Hatten    die  Alten  alle  Curven 
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höherer  Grade  als  « mechanische  Linien'^  (weil  sie  durch  gewisse 
mechanische  Vorrichtungen  und  Bewegungen  erzeugt  werden  konnten) 
von  den  geometrischen  unterschieden,  so  gewinnt  nun  der  Begriff 
der  geometrischen  Curven  bei  Descartes  einen  grösseren  Um- 
fang und  zugleich  eine  analytische  Bedeutung.  Eine  geometrische 
Curve  ist  ihm  jede,  die  sich  schliesslich  auf  bestimmte  Relationen 
einer  begrenzten  Anzahl  gerader  Linien  zurückführen  lässt.  Wo 
dies  nicht  mehr  der  Fall  ist,  wo  also  die  Relationen  der  Geraden, 
die  als  die  Erzeuger  der  Curven  angesehen  werden  können,  irgendwie 
veränderlich  sind,  da  ist  auch  für  Descartes  die  Linie  keine  geo- 
metrische mehr.  Der  Begriff  der  geometrischen  Curve  geht  also 
nun  vollständig  parallel  dem  der  algebraischen  Gleichung,  und  in 
dem  Gebiet  der  „mechanischen  Curven**  verbleiben  alle  Gebilde,  deren 
Untersuchung  nicht  durch  die  einfachen  arithmetischen  Operationen 
und  ihre  Wiederholungen  erledigt  werden  kann,  sondern  auf  eine 
unbegrenzte  Zahl  solcher  Operationen,  d.  h.  auf  transcendente  Func- 
tionen zurückführt.  Auf  diese  Weise  tritt  hier  zum  ersten  Mal  die 
Unterscheidung  der  algebraischen  und  der  transcendenten  Curven  in 
die  Entwicklung  der  Geometrie  ein,  freilich  in  noch  unvollkommener 
Gestalt  und  nur  mit  sicherer  Abgrenzung  der  ersteren.  Jene  noch 
heute  gebrauchte  Bezeichnung  rührt  erst  von  Leibniz  her,  der 
damit  zugleich  die  Beschränkung  der  Cartesianischen  Geometrie  end- 
gültig beseitigte.  Ihrem  Ausgangspunkte  gemäss  war  diese  noch 
durchaus  eine  algebraische  Geometrie  gewesen.  Als  solche 
benützte  sie  die  Algebra  für  die  Geometrie  und  behandelte  die  letztere 
nur  insoweit,  als  die  elementaren  algebraischen  Methoden  verwendbar 
sind ;  anderseits  machte  sie  nicht  minder  die  Geometrie  der  Algebra 
dienstbar,  indem  einer  ihrer  wesentlichsten  Zwecke  darin  bestand, 
die  anschauliche  Bedeutung  algebraischer  Gleichungen  nachzuweisen 
und  so  über  deren  Entstehungsbedingungen  Rechenschaft  zu  geben. 
Diesem  algebraischen  Charakter  entspricht  es,  dass  die  Constructionen 
überall  dem  einzelnen  Fall  angepasst  sind.  Bei  der  Untersuchung 
einer  Curve  werden  diejenigen  Hülfslinien  gezogen,  welche  am  ein- 
fachsten zu  einem  algebraischen  Ausdruck  führen.  Solche  Hülfs- 
linien sind  aber  naturgemäss  wechselnder  Art,  und  es  existiren  daher, 
abgesehen  von  den  Fällen,  in  denen  sich  ein  einzelnes  Problem  selbst 
schon  auf  mehrere  Curven  bezieht,  keine  zwingenden  Gründe  zu 
einer  gleichförmigen  Rückbeziehung  der  untersuchten  Gebilde  auf 
ein  System  gerader  Linien  von  unveränderlicher  Lage. 

Der    Uebergang   von    der    algebraischen    zur   analytischen 


Algebraische  und  analytische  Geometrie.  X93 

Geometrie  vollzog  sich  theils  in  Folge  der  Ausdehnung  der  ana- 
lytischen Behandlung  auf  transcendente  Curven  und  auf  den  Raum 
Ton  drei  Dimensionen,   theils  unter  dem  Einfiuss  der  Anwendungen 
der  Geometrie    auf  die  Mechanik.     Die   hier   sich  ergehenden  Auf- 
gaben machten   einen   festen  Ausgangspunkt  für  die  bestimmenden 
Geraden  wünschenswerth.     Die   analytische  Geometrie   wurde   daher 
zur  Coordinatengeometrie.     Indem   diese  die  Geraden,    durch 
deren    Relationen    die    Eigenschaften    der    Raumgebilde    gemessen 
werden,    mit    bestimmten    Richtungen    des  Raumes   zusammenfallen 
lasst,  legt  sie  ihren  Entwicklungen  den  mathematischen  Raumbegriff 
in  seiner  abstractesten  Form  zu  Grunde.     Die  Gleichungen,   die  als 
analytische  Ausdrücke   bestimmter   Raumgebilde   auftreten,   besitzen 
darum   den   logischen  Charakter   von  Definitionen,   welche   die   ein- 
zelnen geometrischen  Begriffe  mit  dem  allgemeinen  Raumbegriff  in 
unmittelbare  Beziehung  bringen.    Durch  die  Gleichung  einer  Raum- 
curTe   wird   diese   nach   drei   von    einem   festen   Anfangspunkt   aus- 
gehenden   Richtungen,    die    meist    senkrecht    zu    einander   gewählt 
werden,    zerlegt,   indem   man   feststellt,    wie   gross   der   einem   be- 
stimmten Fortschritt  in   der   Richtung  X  entsprechende  Fortschritt 
in   den   zwei   andern  Richtungen   Y  und  Z  ist.     Das  Verfahren   ist 
also  auch  im  logischen  Sinne  ein  analytisches,    und   zugleich   ist  in 
demselben   die  Vorstellung   der  Erzeugung   der  Raumgebilde   durch 
Bewegung   enthalten.     Gerade   deshalb   liegt  hier  der  üebergang 
von  der  Geometrie  zur  Mechanik  so  nahe.     In  der  That  kommt  es 
häufig  nur  auf  die  Interpretation    der  Symbole  einer  Gleichung  an, 
ob  man  ihr  eine  geometrische  oder  eine  mechanische  Deutung  geben 
will.     Die  Mechanik   erscheint   dabei   als    ein  der  Geometrie  unter- 
geordnetes Gebiet,   insofern  unter  den  zahllosen  Raumgebilden,   die 
Oberhaupt  möglich  sind,  einzelne  durch  die  in  der  Natur  wirksamen 
Bewegungsgesetze  erzeugt  werden.     Von  den  Methoden  der  antiken 
Geometrie  entfernt  sich  aber  die  analytische  Behandlung  weit  mehr 
als  die  algebraische  Geometrie  Descartes',    da   die  Beziehung  auf 
ein  festes  Coordinatensystem    die  Anwendung  besonderer,   nach   der 
Natur  der   untersuchten  Gebilde   wechselnder   Constructionen   völlig 
entbehrlich  macht.     Darum    kann    nun    auch  hier  die  Untersuchung 
in  vöUig  abstracter  Weise  geführt  werden.   Weil  die  Hülfsconstruc- 
tionen  bei  der  Untersuchung  entbehrlich  sind,  so  werden  schliesslich 
die  geometrischen  Objecte  selber  entbehrlich.    An  ihre  Stelle  treten 
die  Gleichungen,  an  die  Stelle  der  Hülfsconstructionen  die  passenden 
Transformationen   der   Gleichungen.     Den  Vortheilen,    welche   diese 
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Verwerthung  der  analytischen  Hülfsmittel  bietet,  stehen  die  geringe 
Anschaulichkeit  der  Resultate  und  nicht  selten,  wegen  des  Verzichts 
auf  Constructionen  die  den  besonderen  Erfordernissen  des  Falles 
entsprechen,  die  Schwerfälligkeit  der  Rechnung  als  Nachtheile  gegen- 
über. Diese  sind  es  denn  auch,  die  in  der  neueren  Zeit  eine  zur 
weiteren  Form  der  Verwerthung  algebraischer  Methoden  geführt 
haben,  die  wir  als  die  Methode  der  geometrischen  Analysis 
bezeichnen  wollen. 


b.    Die  geometrische  Analysis. 

Die  geometrische  Analysis,  die  einen  wesentlichen  Bestandtheil 
der  synthetischen  Geometrie  bildet,  sucht,  wie  ihr  Name  andeutet, 
die  Stellung  umzukehren,  die  Analysis  und  Geometrie  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  zu  einander  einnehmen.  Während  in  dieser  das 
analytische  Verfahren  vollständig  die  geometrische  Anschauung  be- 
herrscht, sucht  jene  die  Ausübung  der  algebraischen  Methoden  den 
specifischen  Verhältnissen  räumlicher  Objecte  anzupassen,  ebenso  wie 
in  ihr  die  geometrischen  Constructionsmethoden  den  concreten  Ob- 
jecten  angepasst  sind.  Auf  der  innigen  Verwebung  naturgemässer 
Constructionen  und  algebraischer  Betrachtungen  beruht  daher  der 
eigenthüm liehe  Charakter  dieser  Geometrie.  Auch  sie  will  der  Ver- 
werthung algebraischer  Methoden  keineswegs  verlustig  gehen;  aber 
sie  sucht  diese  Verwerthung  fruchtbarer  zu  machen,  indem  sie  an 
der  algebraischen  Symbolik  diejenigen  Veränderungen  vornimmt,  die 
den  Eigenthümlichkeiten  der  Raumanschauung  entsprechen.  Die  Be- 
rechtigung eines  solchen  Verfahrens  ergibt  sich  daraus,  dass  die 
algebraische  Symbolik  in  ihrer  allgemein  gebrauchten  Form  auf  rein 
arithmetischem  Boden  ruht.  Sowohl  die  algebraische  wie  die  ana- 
lytische Geometrie  haben  dieses  Verhältniss  unverändert  gelassen, 
da  bei  beiden  Formen  noch  immer  der  metrische  Gesichtspunkt  vor- 
waltet. Dies  muss  von  selbst  anders  werden,  wenn  die  Lage- 
beziehungen der  geometrischen  Objecte  in  den  Vordergrund 
treten.  Denn  hier  muss  sogleich  die  Frage  entstehen,  ob  nicht  die 
arithmetischen  Fundamentaloperationen,  angewandt  auf  eine  mehr- 
fach ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  noth wendig  Aenderungen  er- 
fahren, sobald  man  nicht  bloss  auf  die  Grösse,  sondern  auch  auf 
die  Lage  und  Richtung  des  Ausgedehnten  Rücksicht  nimmt. 

Da  bei  jeder  Art  geometrischer  Untersuchung  ausgedehnte  Ge- 
bilde von  verschiedener  Form  auf  die  Gerade  zurückgeführt  werden 
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können,   so  bietet  sie  sich  auch  bei  der  geometrischen  Analyse  als 
nächstes   Object  dar.     Rein   metrisch    betrachtet    sind    zwei  Gerade 
einander   gleich,   wenn   sie   gleich   lang   sind.     Auf   dieser  Voraus- 
setzung ruht  daher  sowohl  die  antike  wie  die  analytische  Oeometrie, 
und  so  betrachtet  unterscheidet  sich  die  Gerade  nicht  von  beliebigen 
andern  durch  Zahlen  messbaren  Objecten.   Nehmen  wir  dagegen  bei 
der  Definition  der  Gleichheit  auf  die  specifischen  Eigenthümlichkeiten 
des  Raumes   Rücksicht,   so   werden   wir   gleich  zwei   Gerade   nur 
dann    nennen,   wenn    sie    nicht  nur   gleiche   Länge,    sondern    auch 
gleiche  Lage  und  Richtung  haben.    Von  gleicher  Lage  sind  sie  aber, 
wenn  sie  einander  parallel  sind  (worin  zugleich  der  Specialfall,  dass 
die  eine  in  der  Verlängerung  der  andern  liegt,    eingeschlossen   ist). 
Gleiche  Richtung  haben   sie,   wenn    alle  Punkte   der  einen  von  den 
entsprechenden  Punkten  der  andern  gleich  weit  entfernt  sind,  wenn 
also   z.  B.   zwischen   den   Anfangspunkten   A   und   A^   der  Geraden 
AB  und  A' B'  die  Distanz  die  gleiche  ist  wie  zwischen  den  um  eine 
je  gleiche  Strecke  von  ihnen  entfernten  Punkten  B  und  B\     Diese 
Definition  der  Gleichheit  vorausgesetzt  ergeben  sich  nun  die  Modi- 
ficationen,    welche     die    vier    arithmetischen    Elementaroperationen 
in   ihrer   Anwendung    auf   gerade  Strecken    erfahren    müssen,    mit 
logischer   Nothwendigkeit.     Bezeichnen   wir    nämlich   in    gewohnter 
Weise  die  Geraden  durch  ihre  Anfangs-  und  Endpunkte,  also  durch 
AB^  BC  die  Strecken   zwischen   den  Pimkten  A  und  jB,  B  und  C, 
so  gelten   für   die   Addition   von   Strecken   gleicher   Lage    folgende 
Gesetze : 

AB  =  --  BA,     AB-{-  BA  =  0, 
AB  -{-  BC  =  AC,     AB  +  BC+  CA  =  (). 

Haben  zwei  Strecken  AB  und  B' C  irgend  eine  andere  Lage,  so 
lasst  sich  die  zweite  B'  C  ohne  Aenderung  der  Gleichheit  sich  selbst 
parallel  verschieben,    bis  B^  mit  B  zusammenfällt,  und  es  ist  dann 

AB-\-  BC=AC  und  AB-  BC=  CA  =  -AC, 

d.  h.  sowohl  die  Summe  wie  die  Differenz  zweier  Geraden,  die  einen 
Winkel  mit  einander  bilden,  wird  durch  eine  dritte  Gerade  dar- 
gestellt, welche  beide  zu  einem  Dreieck  ergänzt;  diese  dritte  Gerade 
erhalt  aber  im  zweiten  Fall  eine  entgegengesetzte  Richtung. 

Eine  Multiplication  und  Division  von  Geraden  werden  nun  dann 
entstehen,  wenn  Strecken  in  ihrem  Verhältnisse  zu  einander  be- 
brachtet werden,  wobei  unter  diesem  Verhältniss  wiederum  nicht 
bloss  das  der  Länge,   sondern  auch  das  der  Lage  und  Richtung  zu 
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verstehen  ist.  Sind  z.  B.  vier  Strecken  a,  6,  e,  (2  so  zu  einander 
gelagert  und  gerichtet,  dass  die  Proportion  besteht 

a:b  =  cid, 

so  wird,  wenn  man  d  zur  Einheit  nimmt,  a  =  i  .  e,  oder,  wenn  man 

c=  l  setzt,  a  ==  -Z-.     Dort   wird   also  die  Strecke  a   gleich   dem 

Product,  hier  gleich  dem  Quotienten  zweier  anderen.  Diese  Mul- 
tiplication  und  Division  ist  der  von  Descartes  angewandten  durch- 
aus ähnlich:  hier  wie  dort  wird  auf  eine  Proportion  zwischen 
Strecken  zurückgegangen,  von  denen  eine  der  Einheit  gleich  gesetzt 
ist.  In  beiden  Fällen  lässt  sich  daher  durch  zwei  ähnliche  Dreiecke 
der  Gleichung  Genüge  leisten.  Aber  während  es  bei  Descartes 
nur  auf  die  Länge  der  Strecken  ankam,  bezieht  sich  hier  die  Pro- 
portion zugleich  auf  die  Richtung  und  Lage  derselben,  und  es  ver- 
mehren sich  auf  diese  Weise,  entsprechend  der  mit  dem  Begriff  der 
Gleichheit  vorgenommenen  Veränderung,  die  Elemente,  die  den  Be- 
griff der  Aehnlichkeit  zusammensetzen. 

Der  Gesichtspunkt  der  geometrischen  Analyse,  der  diesen  Be- 
trachtungen zu  Grunde  liegt,  gestattet  es  jedoch  nicht,  bei  der 
Geraden  stehen  zu  bleiben,  sondern  er  fordert  die  Anwendung  auf 
das  letzte  Element  aller  Raumconstructionen,  auf  den  Punkt.  Lässt 
dieser  für  eine  rein  metrische  Betrachtung  keine  weitere  Bestimmung 
zu,  so  ist  dagegen  eine  Bestimmung  der  Lage  desselben  immer 
möglich.  Da  sich  auf  Lagebeziehungen  von  Punkten  schliesslich 
alle  andern  geometrischen  Verhältnisse  zurückfuhren  lassen,  so  muss 
dann  von  den  in  Bezug  auf  Punkte  ausführbaren  Operationen  auch 
ein  Uebergang  zur  Geraden,  zur  Ebene  und  zum  dreifach  aus- 
gedehnten Raumgebilde  zu  gewinnen  sein.  Denken  wir  uns  dem- 
gemäss,  die  für  irgend  zwei  von  einander  entfernte  Punkte  gewählten 
Symbole  a  und  ß  bezeichneten  gleichzeitig  die  Lage  dieser  Punkte, 
so  wird  ein  genau  in  der  Mitte  zwischen  a  und  ß  gelegener  Punkt  y 
hinsichtlich  seiner  Lage  in  Bezug  auf  die  ersteren  bestimmt  sein 
durch  die  Gleichung 

T  =      ^  ^   oder  a  -(-  ß  =  2^. 

Als  die  Summe  zweier  Punkte  erscheint  also  deren  doppelt  ge- 
nommener Mittelpunkt.  Diese  Relation  wird  auch  für  Verbände 
von  Punkten,  z.  B.  für  m  Punkte  a  und  fttr  n  Punkte  ß  gelten, 
indem 
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ma  -f-  ^^ß  =\in  +  w)  7 

ist,  eine  Beziehung,  in  welcher  der  Mittelpunkt  zweier  Punktsysteme 
einem  Schwerpunkt  analog  erscheint*).  Von  dem  der  Addition  zu 
Grande  liegenden  Princip  aus  lässt  sich  nun  offenbar  auch  die 
Addition  eines  Punktes  und  einer  geradlinigen  Strecke  vollziehen. 
Denken  wir  uns  den  Punkt  ß  von  a  um  die  Strecke  a  entfernt,  so 
wird  sich  ß  als  hervorgegangen  aus  einer  Addition  von  a  zu  a  be- 
trachten lassen: 

a  -|-  <*  =  ß  oder  a  —  ß  =  a  und  ß  —  a  =  —  a. 

Als  Differenz  zweier  Punkte  erscheint  demnach  in  Bezug  auf  Grösse, 
Lage  und  Richtung  die  zwischen  beiden  gelegene  geradlinige  Strecke'*'*). 
Die  nämliche  Strecke  entspricht  aber  dem  Product  der  beiden  End- 
punkte.    Es  ist  also 

a.ß  =  -ß.a=:ß-a. 

Man  übersieht  leicht,  dass  in  Verfolgung  dieses  Satzes  das 
Product  dreier  Punkte  zu  einem  ebenen  Gebilde  wird,  das  nach 
Grösse  und  Lage  dem  doppelten  Flächeninhalt  des  durch  die  drei 
Pankte  gebildeten  Dreiecks  gleichkommt.  In  ähnlicher  Weise  wird 
das  Product  von  vier  Punkten  ein  dreifach  ausgedehntes  Raum- 
gebilde, nämlich  das  durch  die  drei  Punkte  als  Eckpunkte  bestimmte 
Parallelepiped. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  diese  Betrachtungen  noch 
erweitert  werden  können,  wenn  man  an  Stelle  des  Raumes  den  all- 
gemeinen Begriff  der  Ausdehnung  setzt,  wie  solches  von  Grass- 
mann geschehen  ist.  Anderseits  lassen  sich  die  hier  festgestellten 
Gesetze  der  Elementaroperationen  ohne  Rücksicht  auf  ihren  geo- 
metrischen Ursprung  als  abstracte  Zahlgesetze  behandeln,  wobei  man 
dann  den  Begriff  der  betreffenden  Zahlsysteme  durch  diese  Gesetze 
selbst  erst  bestimmt  sein  lässt.  So  ersieht  man  unmittelbar,  dass 
die  oben  besprochene  geometrische  Addition  von  Strecken  voll- 
kommen der  Addition  complexer  Zahlen  entspricht,  und  ähnlich 
Uwen  sich  die  übrigen  Elementaroperationen  aus  der  geometrischen 
Analyse  auf  das  System  der  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  über- 
tragen.  Wenn  aber  die  Multiplication  incommutativ  wird,  so  nehmen 


*)  Die  erste  fruchtbare  Verwerthung  dieses  Gedankens  hat  Moebius 
gegeben  in  seinem  Werke:  Der  barycentrische  Calcül,  ein  neues  Hülfsmittel  zur 
»MlytiBchen  Behandlung  der  Geometrie,  Leipzig  1827.  (A.  F.  Moebius'  Ges. 
Werke,  I,  8.  1—389.) 

*)  H.  Grassmann,  Die  Ausdehnungslehre  von  1844,   2.  Aufl.,  S.  131  ff. 
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die  Zahlen  die  Eigenschaften  der  Quaternionen  an,  die  ebenfalls» 
unabhängig  von  ihrer  geometrischen  Bedeutung,  als  reine  Zahln«* 
begriffe,  definirt  durch  die  Beziehungen  der  drei  imaginären  Ein- 
heiten, betrachtet  werden  können  (S.  147).  Es  wiederholt  sich  darin 
nur  eine  Entwicklung,  die  schon  dem  gewöhnlichen  Zahlbegriff  zu 
Grunde  liegt.  Die  Zahl  in  ihrer  allgemeinen  Bedeutung  ist  die 
letzte,  abstracteste  Form  der  mathematischen  Auffassung.  Wir  ab- 
strahiren  bei  ihr  völlig  von  den  realen  Objecten  und  ihren  Ver- 
hältnissen. Gerade  der  Fall  der  geometrischen  Analyse  zeigt  aber 
deutlich,  dass  neue  fruchtbringende  Umgestaltungen  des  Zahlbegriffs 
stets  gebunden  sind  an  die  wirkliche  Anschauung.  In  dieser  Be- 
ziehung treffen  darum  auch  die  complexen  Zahlsysteme  und  die 
Methoden  der  geometrischen  Analyse  von  entgegengesetzten  Seiten 
her  beim  nämlichen  Ziel  zusammen.  Dort  findet  es  sich,  dass  Er- 
gebnisse, zu  denen  man  in  der  consequenten  Verfolgung  der  ariih- 
metischen  Operationen  gelangt,  eine  Bedeutung  nur  gewinnen  können, 
wenn  man  den  Begriff  der  Zahl  in  dem  Sinne  erweitert,  dass  sie 
nicht  bloss  die  Grösse,  sondern  auch  die  Richtung  und  Lage  der 
Objecte  zu  messen  im  Stande  ist.  Hier  zeigt  es  sich,  dass  für  die 
arithmetischen  Operationen  in  ihrer  Anwendung  auf  ausgedehnte 
Gebilde,  d.  h.  auf  Objecte  von  verschiedener  Grösse,  Richtung  und 
Lage,  Modificationen  erforderlich  werden,  die  sie  selbst  und  damit 
auch  die  zu  Grunde  liegenden  Zahlbegriffe  verändern.  Auf  solche 
Weise  begegnen  sich  beide  Begriffserweiterungen,  und  dieses  Zu- 
sammentreffen zeigt,  dass  es  sich  hier  nicht  um  willkürliche  Er- 
findungen, sondern  um  eine  naturgemässe  Entwicklung  handelt,  die 
sich  aus  den  dem  Zahlbegriff  wie  der  geometrischen  Anschauung 
immanenten  Eigenschafben  heraus  vollzogen  hat. 
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Viertes  Capitel. 
Der  FunctionsbegrifF  und  die  InHnitesimalmethode. 

1.    Die  analytischen  Functionen. 

a.    Die  Entwicklung   des  Begriffs  der  Function. 

Der  BegrifiF  der  Function  ist  der  älteren  Mathematik  unbekannt; 
in  der  neueren  aber  hat  er  eine  immer  umfassendere  Bedeutung  ge- 
wonnen:  er  ist  der  herrschende  Begriff  der  Analysis  und  durch  sie 
der  ganzen  Mathematik  geworden.    Aus  der  Erfindung  der  algebra- 
ischen Symbolik  in  naturgemässer  Entwicklung  hervorgegangen,  hat 
er  in  der  Anwendung  der  algebraischen  Methoden  auf  die  Oeometrie 
seine  nächste   Quelle.     Indem   Descartes'    Geometrie   die    Unter- 
suchung der  geometrischen  Objecte  auf  die  Massbeziehungen  gerader 
Linien  zurückführte,  deren  Zahl  für  die  Ebene  gleich  zwei  und  für 
den  Raum  gleich  drei  ist,  operirt  sie  mit  dem  Begriff  der  Function, 
wenn  ihr  auch  dieser  Name  noch  mangelt.     In  die  Gleichung  einer 
ebenen  Curve   gehen   neben   constanten  Grössen   die  beiden   bestim- 
menden Geraden  x  und   y  als   veränderliche   ein.     Da   aber  jedem 
Werthe  der  einen  Veränderlichen  x  ein  bestimmter  Werth  oder  eine 
Anzahl  bestimmter  Werthe  der  andern  Veränderlichen  //  entspricht, 
80  erscheint  hier  y  als  Function  von  x.    Der  Begriff  der  Function 
hat  also  in  dieser  seiner  nächsten  Anwendung  die  Bedeutung,   dass 
er  die  Abhängigkeit  einer  Grösse  von   einer   andern  oder  von  einer 
Mehrheit   anderer   Grössen    bezeichnet,    deren   Veränderungen    nach 
einem  vorgezeichneten  Gesetze  erfolgen.     Dieses  Gesetz  findet  geo- 
metrisch  in   einer  Curve,   analytisch   in   der  zugehörigen  Gleichung 
seinen   Ausdruck.     Stets   wird   dabei  die   abhängig  Veränderliche  y 
selbst  als  Function   aufgefasst,   und  die  unabhängig  Veränderlichen 
J*    ^,   bei    deren  Variation  y   alle   für   dasselbe   möglichen  Werthe 
durchläuft,   sind   die   Argumente   dieser  Function.     Vermöge   des 
heschränkten   Gesichtskreises  der   Cartesianischen   Geometrie   kamen 
^W  in  ihr  zunächst  nur  solche  Gleichungen   in  Frage,   in  welchen 
^e  (Jrössenverbindungen  aus  einer  begrenzten  Zahl  und  Reihenfolge 
der  vier  arithmetischen  Fundamentaloperationen  hervorgehen,  und  es 
^ar  überdies  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  zwar  jede  beliebige 
^dere  Grösse,  niemals  aber  ein  Divisor  gleich  Null  werden  könne. 
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Auf  diese  Weise  verengte  sich  der  Begri£f  der  Function  zu  dem- 
jenigen der  algebraischen  Function. 

Erst  L  e  i  b  n  i  z  führte  in  die  analytische  Geometrie  den  Namen 
transcendente  Curven  ausdrücklich  deshalb  ein,  weil  die  Pro- 
bleme, die  sich  auf  solche  Curven  beziehen,  die  Hülfsmittel  der 
Algebra  übersteigen,  oder  weil  mit  andern  Worten  die  in  den 
Gleichungen  derselben  darzustellenden  Grössenbeziehungen  nicht  durch 
eine  beschränkte  Anzahl  von  Additionen,  Multiplicationen,  Subtrac- 
tionen  und  Divisionen  sich  erledigen  lassen  *).  Hat  z.  B.  die  Function 
die  Form  y  =  a',  so  gestattet  dieser  Ausdruck  nur  dann  eine  ge- 
naue Berechnung  von  y  durch  eine  beschränkte  Zahl  von  Anwen- 
dungen der  arithmetischen  Elementaroperationen,  wenn  für  x  ein 
bestimmter  ganzer  Zahlenwerth  angenommen  wird.  Da  dies  aber 
bei  der  allgemeinen  Form  der  Function  nicht  der  Fall  ist,  sondern 
hier  für  x  jede  beliebige  gebrochene  oder  irrationale  Zahl  eintreten 
kann,  so  ist  es  klar,  dass  eine  allgemeingültige  Beziehung  der 
beiden  Veränderlichen  x  und  y  auf  algebraischem  Wege  nicht  her- 
zustellen ist.     Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Functionen 

y  =  sin  a?,  y  =  cos  x,  y  =  tang  a?,  y  =  cotang  x. 

Bei   der  Function  y  =  sin  x  nimmt  x  von  Null  an  stetig  zu,  indem 

es   die  Werthe  -^,  tc,  -^■^,  Stc  u.  s.  w.  durchläuft,  während   dessen 

wechselt  aber  y  periodisch  und  stetig  zwischen  0,  -f-  1»  ^7  —  1»  ^^ 
Bei  der  Function  y  =  tang  x  wechselt  bei  stetig  wachsendem  x  der 
Werth  von  y  zwischen  0,  +  ^»,  0,  —  oo,  0.  Auch  hier  lässt  sich 
die  Beziehung  zwischen  x  und  y  nicht  in  allgemeingültiger  Weise 
durch  eine  begrenzte  Zahl  arithmetischer  Operationen  zum  Ausdruck 
bringen.  Nichts  desto  weniger  entsprechen  nicht  nur  allen  diesen 
Gleichungen  geometrische  Gebilde  von  ebenso  strenger  Gesetzmässig- 
keit wie  die  algebraischen  Curven,  sondern  es  verändern  sich  auch 
die  in  Beziehung  gesetzten  Grössen,  abgesehen  von  den  speciellen 
Fällen ,  wo  die  Function  unendlich  wird ,  in  gleicher  Weise  mit 
einander. 

Es  können  nun  aber  ausserdem  bei  jeder  derartigen  Beziehung 
Eigenschaften  der  veränderlichen  Grössen  vorausgesetzt  werden,  ver- 
möge deren  eine  Stetigkeit  der  Veränderung  nicht  mehr  möglich  ist, 
und  also  auch  die  geometrische  Darstellbarkeit  der  Function  mittelst 


*)  Leibniz,  Mathematische  Werke,  herausg.  von  Gerhardt,  V,  S.  228. 
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einer  zusammenhängenden  Curve  hinwegfällt.    Dies  geschieht,  sobald 
man  annimmt,    dass   die   ursprünglich   veränderlichen   Ghrössen,   die 
in  irgend   einem   algebraischen    oder   transcendenten  Ausdruck  vor- 
kommen,  die  Bedeutung  ganzer  Zahlen   besitzen.     Es  werden   sich 
dann  offenbar   die   einzelnen  Werthe  von  y,    die   in   dem  Ausdruck 
y  =  f  (x)   den   einzelnen  Zahlwerthen    von  x  correspondiren ,  nicht 
mehr  continuirlich ,   sondern   sprungweise   ändern.     Der  Begriff  der 
Function  gewinnt  hier  die  Bedeutung  eines  Zahlengesetzes,    und  es 
kann  daher  der  so  verengte  Begriff  speciell  als  der  zahlentheo- 
retische Functionsbegriff  bezeichnet  werden.     Hat  dagegen 
die  ünstetigkeit  nicht  in  der  Voraussetzung  eines  unstetigen  Wachs- 
ihums  der  Veränderlichen,  sondern  in  der  Natur  der  Function  selbst 
ihren  Orund,  indem  plötzliche  Sprünge  für  beliebig  kleine  Verände- 
rungen des  Arguments  vorkommen,  so  ist  an  denjenigen  Stellen,  an 
welchen  der  Verlauf  der  Function  durch  solche  Unstetigkeiten  unter- 
brochen ist,  eine  nähere  Untersuchung   derselben  unmöglich.     Denn 
diese  Untersuchung  kann  sich  immer  nur  darauf  beziehen,  dass  man 
zu  einer    gegebenen  Veränderung    des  Argumentes   die    zugehörige 
Veränderung   der   Function  nachweist;    in    demjenigen  Intervall,   in 
welchem  der  Verlauf  der  Function  ein  unstetiger,  ist  aber  ein  solcher 
Nachweis  offenbar  nicht  möglich.    Aus  diesem  Grunde  ist  die  Stetig- 
keit  der  Veränderung    ein    nothwendiges    Kriterium    der   ana- 
Kiischen  Function.   Zugleich  ist  es  klar,  dass  der  allgemeine  Begriff 
der  letzteren  auch  den  zahlentheoretischen  Begriff  der  Function,  in 
welchem   die  Stetigkeit   nicht   vorausgesetzt   wird,   insofern   in   sich 
ächliesst,   als  die  Annahme,    dass   die  Veränderlichen   ganze  Zahlen 
bedeuten  sollen,  eine  willkürlich  eingeführte  Beschränkung  ist.    Die 
zahlentheoretische  Function  geht  im  allgemeinen  in  eine  analytische 
Function    über,    welche    statt    des    Zahlengesetzes    eine    Beziehung 
zwischen   stetig  veränderlichen  Grössen   darstellt,    sobald   man  jene 
beschränkende  Voraussetzung  aufgibt  und  an  die  Stelle  des  engeren 
den  allgemeineren  Zahlbegriff  treten  lässt,  welcher  mit  dem  Begriff 
der  stetigen  Grösse  zusammenfällt. 

In  logischer  Beziehung  lässt  sich  demnach  der  Begriff  der 
Function  als  diejenige  Umgestaltung  betrachten,  welche  der 
Begriff  der  logischen  Abhängigkeit  in  der  Anwendung  auf 
den  allgemeinen  Grössenbegriff  erfahren  muss.  Bei  dem  all- 
gemeinen Verhältniss  von  Bedingung  und  Folge  bleibt  es  dahin- 
gestellt, ob  die  Glieder  desselben  überhaupt  sich  begleitenden  Ver- 
änderungen  unterworfen   sind,    und   ob   solche,    wenn   sie   erfolgen. 
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einen  stetigen  Charakter  besitzen.  Wo  die  logische  Symbolik  das 
Functionszeichen  anwendet,  da  gibt  sie  daher  ihrerseits  demselben 
eine  erweiterte  Bedeutung.  Die  algebraische  Symbolik  dagegen, 
welche  unter  ihren  Zahlsymbolen  gerade  dann,  wenn  sie  ihnen  die 
allgemeinste  Bedeutung  gibt,  continuirliche  Grössen  denkt,  muss  in 
die  Abhängigkeitsbeziehung  einerseits  den  Begriff  der  Veränderung 
und  anderseits  den  der  Stetigkeit  aufnehmen.  Denn  die  Abhängig- 
keit zweier  Zahlen  kann  überhaupt  nur  darin  bestehen,  dass  die 
Veränderungen  der  einen  von  den  Veränderungen  der  andern  be- 
dingt sind,  und  eine  feste  Beziehung  zwischen  diesen  Veränderungen 
lässt  sich  nur  dann  erkennen,  wenn  im  aUgemeinen  (von  einzelnen 
Unstetigkeiten  abgesehen)  der  stetigen  Veränderung  der  ursprünglich 
veränderlichen  Grösse  eine  stetige  Veränderung  der  abhängig  yer- 
änderlichen  entspricht.  Wenn  daher  Johann  BernouUi,  der  Ur- 
heber des  Ausdrucks  „Function^ ,  dieselbe  allgemein  als  eine  Ab- 
hängigkeit zwischen  Grössen  definirte,  so  war  dieser  Begriff  zu  weit 
und  unbestimmt '*').  Denn  es  fehlte  darin  jenes  Merkmal  der  Stetig- 
keit, durch  welches  der  mathematische  Begriff  der  Function  sich 
scheidet  von  dem  allgemeineren  der  logischen  Folge.  Wir  nennen 
aber  eine  Grösse  x  stetig  veränderlich,  wenn  sie  bei  der  Zu- 
nahme um  einen  Werth  +  8  sowie  bei  der  Abnahme  um  einen 
Werth  —  8  stets  Werthe  durchläuft,  die  zwischen  x  imd  o*  +  8  und 
zwischen  x  und  x  —  8  in  der  Mitte  liegen ,  auch  wenn  man  8  so 
klein  wählt  als  man  will.  (Vgl.  oben  S.  142  f.)  Demgemäss  werden 
wir  eine  Function  y^=f(x)  dann  eine  stetige  nennen,  wenn  nicht 
nur  für  jede  der  Grössen  x  und  y  an  und  für  sich  die  obige 
Bedingung  zutrifft,  sondern  wenn  sich  ausserdem  die  abhängige 
Variable  y  nur  dann  um  ein  messbares  Intervall  verändert,  wenn 
sich  auch  x  um  ein  messbares  Intervall  verändert,  während  für  jede 
Veränderung  von  x,  die  kleiner  ist  als  irgend  eine  messbare  Zahl  8, 
die  beliebig  klein  gewählt  werden  mag^  auch  y  keine  Veränderung 
erfährt,  die  irgend  einer  messbaren  Zahl  gleichkommt.  Diese  De- 
finition der  Stetigkeit  einer  Function  führt  unmittelbar  zu  den  Grund- 
begriffen der  Differentialrechnung,  bei  deren  Erörterung  wir  daher 
den  Begriff  der  stetig  veränderlichen  Grösse  nach  seinen  verschie- 
denen Richtungen  weiter  verfolgen  werden**). 

*j  Joh.  Bernoulli,  Opera  omnia,  t.  II,  p.  241. 

**)  Alfl  äusseres  Kriterium  der  Stetigkeit  einer  Function  betrachtet  man 
in  der  That  im  allgemeinen  ihre  DifFerenzirbarkeit.  Doch  hat  W  ei  erstras  s 
gezeigt,    dass  gewisse    zusammengesetzte   Sinus-   und   Gosinusfunctionen    zwar 
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Während  so  der  Begriff  der  Functiou  durch  die  Bedingung  der 
Stetigkeit  enger  begrenzt  wird,  erföhrt  er  dagegen  in  Folge  der  An- 
wendungen auf  complexe  Grössen  und  die  damit  verbundene 
Unterscheidung  ein-  und  vieldeutiger  Functionen  eine  be- 
merkenswerthe  Erweiterung.  In  der  Gleichung  y  =  f{x)  kann 
jedem  einzehien  Werthe  des  Argumentes  x  ein  einzelner  oder  eine 
fest  bestimmte  Anzahl  einzelner  Werthe  von  y  entsprechen:  dann 
nennt  man  die  Function  eine  eindeutige.  In  dieser  Weise  ein- 
deutig sind  stets  die  Functionen  reeller  Grössen.  Eine  algebraische 
Oleichung  «ten  Grades  liefert  zwar  zu  jedem  Werthe  von  x  n  Werthe 
Ton  y,  aber  diese  bezeichnen  hier  n  von  einander  isolirte  Punkte, 
welche  zusammengehörigen  Werthen  von  x  und  y  entsprechen,  und 
die  Function  selbst  bleibt  immer  durch  eine  einzige  Curve  darstellbar. 
Mehrdeutig  dagegen  kann  eine  Function  nur  dann  genannt  werden, 
wenn  dem  Ausdruck  y  =  f  (x)  innerhalb  gewisser  Grenzen  ein  ganz 
verschiedener  Verlauf  der  zu  einer  continuirlichen  Aenderung  von  x 
gehörigen  Werthe  von  y  entspricht,  wenn  also  jene  Gleichung  durch 
zwei  oder  mehr  aus  einander  fallende  Curven  dargestellt  werden  kann. 
Dieser  Fall  tritt  nun  im  allgemeinen  dann  ein,  wenn  die  Argumente 
der  Function  complexe  Zahlen  sind.  Eine  reelle  Variable  x  findet, 
wie  wir  sahen,  ihre  Darstellung  in  einer  geraden  Linie.  Zwischen 
zwei  von  einander  entfernten  Punkten  a  und  h  einer  Geraden  liegt 
aber  immer  nur  eine  Reihe  stetig  auf  einander  folgender  Punkte. 
Wenn  a  und  h  gegeben  sind,  so  ist  darum  auch  der  ganze  Verlauf 
der  Linie  x  gegeben,  und  in  der  Gleichung  y  =  f  (x)  sind  die  Werthe 
von  y  den  correspondirenden  Werthen  von  w  eindeutig  zugeordnet. 
Hat  dagegen  die  Function  die  Form 

z  =  f{x  +  i  y), 

so  entspricht  zwar  hier  ebenfalls  jeder  einzelne  Werth  des  complexen 
Argumentes  einem  Punkt  in  der  Ebene :  die  Gesammtheit  der  stetig 
auf  einander  folgenden  Punkte,  welche  das  Wachsthum  des  Argu- 
mentes versinnlichen,  braucht  aber  nicht  in  einer  Geraden  zu  liegen, 
sondern  da  jeder  Punkt  durch  die  zwei  zu  einander  senkrechten  Ge- 
raden X  und  y  als  Coordinaten  bestimmt  ist,  so  kann  das  Wachs- 
thum des  Argumentes  einer  beliebig  veränderlichen  Curve  oder  einer 
aus  geraden  und  gekrümmten  Theilen  zusammengesetzten  Linie  ent- 
sprechen.    Zwischen  zwei  bestimmten  Werthen  a  und  b  eines  coni- 


Ög,  aber  nicht  differenzirbar  sind.     Vgl.  P.  du   Bois  Reymond.   Grelles 
Joum.  f.  Math.,  Bd.  29,  S.  21. 
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plexen  Argumentes  sind  demnach  auch  unendlich  viele  Uebergänge 
möglich  y  und  jedem  dieser  Uebergänge  wird  im  allgemeinen  ein 
anderer  Verlauf  der  Function  z  zugehören.  Sind  a  und  b  als  An- 
fangs- und  Endpunkt  der  Function  gegeben,  so  werden  dieselben 
Verzweigungspunkte  darstellen,  zwischen  denen  der  XJebergang  durch 
eine  unendliche  Schaar  stetiger  oder  gebrochener  Linien  yermittelt 
werden  kann.  Geometrisch  lässt  daher  das  Verhältniss  der  Func- 
tionen mit  complexen  zu  solchen  mit  reellen  Argumenten  auch  so 
sich  auffassen,  dass  an  die  Stelle  der  Geraden,  welche  hier  stets  das 
bestimmende  Grundelement  ist,  dort  eine  veränderliche  Linie  tritt, 
dass  also  das  geradlinige  durch  ein  anderes  Goordinatensystem  ersetzt 
wird.  Das  letzte  Element,  von  dem  man  irgend  ein  krummliniges 
Goordinatensystem  abhängig  denkt,  muss  freilich  auch  hier  die  Ge- 
rade bleiben,  da  jede  Richtung  und  Richtungsänderung  immer  wieder 
durch  die  Rückbeziehung  auf  gerade  Linien  von  gegebener  Richtung 
bestimmt  werden  muss.  In  der  That  hat  ja  jeder  einzelne  der  beiden 
Theile  x  und  i  y ,  aus  denen  ein  complexes  Argument  besteht ,  die 
Bedeutung  einer  stetig  veränderlichen  Geraden.  In  dieser  Beziehung 
sind  also  die  Functionen  complexer  Variabein  im  eigentlichsten  Sinne 
Functionen  höherer  Ordnung.  Sie  setzen  eine  Functionsbeziehung 
zwischen  den  Theilen  ihrer  complexen  Argumente  voraus.  Aber  in- 
dem der  allgemeine  Ausdruck  einer  Function  complexer  Variabler 
jene  Beziehung  zunächst  unbestimmt  lässt,  entspricht  jedem  einzelnen 
Werthe  von  x  eine  unendliche  Menge  von  Werthen  iy;  auch  die 
Function  z  ^=  f  {x  -\-  iy)  hat  daher  zu  ihrem  geometrischen  Bilde 
nicht  eine  Curve,  sondern  eine  Fläche,  welche  von  der  Ebene,  auf 
der  sich  der  Punkt  x  -\-  iy  bewegt,  abhängig  ist,  und  es  kommt 
nun  auf  besondere  Bedingungen  an,  ob  zwischen  gewissen  Grenzen 
zu  jedem  Werthe  von  x  auch  nur  ein  Werth  von  iy  gehört  oder 
nicht.  Ist  ersteres  der  Fall,  so  wird  die  Function  eindeutig,  und 
es  entspricht  ihr  nur  noch  eine  einzige  unter  der  unendlichen  Zahl 
von  Curven,  die  in  der  Fläche  der  mehrdeutigen  Function  zwischen 
deren  Grenzwerthen  a  und  h  möglich  sind. 

Die  mathematischen  Umgestaltungen  des  Zahlbegriffs  haben 
hiemach  einerseits  eine  Verengerung,  anderseits  eine  Erweiterung 
des  Begriffs  der  Function  herbeigeführt:'  die  erstere,  insofern  der 
allgemeinste  Begriff  der  Zahl  durch  die  in  ihn  aufgenommene  Stetig- 
keit diese  auch  auf  die  Function  übertragen  liess;  die  leztere,  in- 
sofern der  Begriff  der  complexen  Zahl  zur  Function  zwischen  com- 
plexen Grössen  und  damit  zur  vieldeutigen  Function  führte.     Wenn 
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diese   auch  immer   erst   durch   die  Umwandlung  in   eine   eindeutige 
Form  mathematisch  fruchtbar  wird,  so  muss  sie  gleichwohl  als  eine 
logisch    nothwendige   Entwicklung    des    Functionsbegriffs   anerkannt 
werden.     Dem   gegenüber   ist  nun   eine   fernere  Erweiterung   dieses 
Begriffs   zunächst  aus  physikalischen  Anwendungen  hervorgegangen. 
Während   die   rein   mathematische  Aufstellung   einer  Function   stets 
voraussetzt,  dass  durch  die  beschränkte  oder  unbeschränkte  Anwen- 
dung der  algebraischen  Operationen  gewisse  Grössenbeziehungen  ent- 
stehen,   welche   sich   in  einer  Gleichung  ausdrücken  lassen,   können 
in  andern  Fällen    solche  Beziehungen   auch  rein  empirisch  gegeben 
sein    oder    vollkommen    willkürlich   von    uns    vorausgesetzt    werden. 
Wenn  man  z.  B.  die  Temperaturen  misst,  die  ein  prismatischer  oder 
cylindrischer  Stab  in  verschiedenen  Theilen  seiner  Länge  besitzt,  so 
wird  man  zwei  Reihen  correspondirender  Zahlen  erhalten,  von  denen 
die  einen  die  Längen  des  Stabs  von  einem  willkürlich  angenommenen 
Nullpunkte  an,  die  anderen  die  zugehörigen  Temperaturen  angeben. 
Mittelst   beider  Zahlenreihen   lässt   sich  eine  Gurve   construiren,   die 
im  allgemeinen  einen  stetigen  Verlauf  haben  wird,  da  alle  Temperatur- 
unterschiede allmählich  sich  auszugleichen  streben.   Ueber  die  sonstige 
Beschaffenheit  dieser  Curve  lässt  sich  aber  a  priori  gar  nichts  aus- 
sagen, wenn,  wie  wir  voraussetzen,  die  Bedingungen,  denen  der  Stab 
unterworfen   ist,   unbekannt   sind.      Nichts  desto   weniger  kann   die 
Temperaturhöhe  y  als  Function  der  Länge  x  des  Stabes    angesehen 
werden,  und  es  ist  daher  eine  Gleichung  y  =  f  (x)  denkbar,  welche 
die  Temperaturvertheilung   in   mathematischer  Form   darstellt.     Die 
empirische  Beobachtung   gibt   vielfache  Gelegenheit   zur  Aufstellung 
solcher  Functionsbeziehungen,  die  sich  von  den  auf  mathematischem 
Wege  gewonnenen  Functionen  offenbar  dadurch  unterscheiden,  dass 
die  Curve,    welche   den  Gang   der  Function  darstellt,   nicht  aus  be- 
stimmten algebraischeii*  Operationen  abgeleitet,  sondern  direct  durch 
Construction  der  einander  entsprechenden  Werthe  der  Variabein  ge- 
wonnen wird.     Nun  steht  es  der  Mathematik  frei,  beliebige  willkür- 
lich angenommene  Zahlenreihen  in  ähnliche  Beziehungen  zu  einander 
zu  bringen,  wie  sie  hier  durch  die  empirische  Beobachtung  dargeboten 
werden.     Vom  mathematischen  Standpunkte  aus  ist  zwischen  diesen 
beiden  Fällen  kein  unterschied:  jede  Zuordnung  stetig  veränderlicher 
Grössen,    welche  nicht  aus  bestimmten  Operationen    hervorgegangen 
^  erscheint  um  so  mehr  als  eine  willkürliche,  da  in  der  Regel  auch 
"öi  den   durch   Beobachtung   atifgefundenen   Zahlenreihen    eine   un- 
Joittelbare  logische   oder    causale  Beziehung   zwischen    der   Function 
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und  ihrem  Argumente  nicht  existirt.  So  sind  z.  6.  die  Entfernungen 
der  Punkte  eines  Stabes  von  irgend  einem  Nullpunkte  nicht  die 
Ursachen  der  Temperatur vertheilung,  sondern  beide  Veränderungen 
sind  auch  in  physikalischem  Sinne  bloss  coexistirende  Thatsachen. 
Wenn  man  hier  die  eine  Veränderung  als  Function  der  andern  be- 
trachtet, so  beruht  dies  also  auf  einer  willkürlichen  Annahme.  Dem- 
gemäss  werden  überhaupt  derartige  Functionen  als  willkürliche 
bezeichnet.  Unter  den  mathematischen  Functionen  sind  es  die  trans- 
scendenten,  namentlich  die  trigonometrischen,  welche  in  der  Form  von 
Reihenentwicklungen  die  Hülfsmittel  zur  Darstellung  derselben  ab- 
geben. Natürlich  aber  hat  ein  solcher  Functionsausdruck  niemals 
über  die  Grenzen  der  Zahlenreihen  hinaus  Gültigkeit,  für  welche  er 
speciell  gefunden  worden  ist. 

In  logischer  Beziehung  bieten  die  willkürlichen  Functionen, 
deren  Aufstellung  erst  der  neueren  mathematischen  Physik  seit 
d'Alembert  und  Euler  angehört*),  ein  mehrfaches  Interesse  dar. 
Zunächst  sind  sie  es,  durch  welche  der  Functionsbegriff  seine  grösste 
Allgemeinheit  erreicht,  da  es  keinerlei  Art  der  Abhängigkeit  mehr 
gibt,  mag  dieselbe  auch  ganz  beliebig  von  uns  angenommen  sein, 
welche  sich  nicht  dem  Begriff  der  Function  unterordnen  lässt  und 
in  dieser  Form  der  mathematischen  Behandlung  zugänglich  ist.  Für 
die  letztere  gewinnt  darum  auch  das  scheinbar  Gesetzloseste  den 
Charakter  des  Gesetzmässigen ;  denn  jede,  selbst  die  irregulärste  Be- 
ziehung lässt  sich  auf  die  Form  einer  willkürlichen  Function  zurück- 
führen. Es  findet  darin  der  logische  Trieb  unseres  Geistes,  der  für 
das  Zufällige  keinen  Raum  lässt,  seinen  vollendetsten  Ausdruck. 
Denn  hier  wird  nicht  nur  allem  objectiven  Geschehen,  sondern  auch 
jeder  Beziehung  verschiedener  Reihen  von  Denkobjecten ,  die  aus 
irgend  einer  willkürlichen  Laune  entstehen  mag,  der  Charakter  der 
Gesetzmässigkeit  zugesprochen.  Das  Causalgesetz  bleibt  fflr  viele 
Gebiete  ein  Postulat,  das  sich  unserer  sicheren  Nach  Weisung  ent- 
zieht; das  mathematische  Gesetz  der  Function  beherrscht  alle 
Grössenbeziehungen ,  weil  seine  Anwendung  vollkommen  in  unserer 
Wahl  steht. 

Sodann  aber  hat  sich  in  der  willkürlichen  Function  der  allge- 
meine Begriff  der  Function  selbst  von  den  besonderen,  an  sich  zu- 
fälligen Eigenschaften  losgelöst,  die  vermöge  seiner  mathematischen 


*)  Zur  Geschichte  derselben  vgl.  R  i  e  m  a  n  n ,  Ges.  mathematische  Werke, 
S.  213  ff. 
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Entsteh ungsbedingungen   ihm   anhafteten.     Die   rein    mathematische 
Fonction  bleibt  stets  eine  Beziehung  zwischen  Grössen,  die  aus  den 
mit  denselben  vorgenommenen  Operationen  hervorgegangen  ist.   Diese 
erscheinen    hier  als   die   Bedingungen,    welche   zur    Erzeugung    der 
Function   erforderlich   sind  und  daher  auch  die  Form  derselben  be- 
stimmen.   Bei  der  willkürlichen  Function  dagegen  tritt  die  Function 
als  der  primäre  BegrifiP  auf.     Zunächst  wird  hier   die  Abhängigkeit 
f^ewisser  Reihen  von  Grössen  von  einander  festgestellt,  und  dann  erst 
sucht  man  die  Frage  zu  beantworten,  welche  Operationen  ausgeführt 
werden  müssen,  um  diese  Abhängigkeit  mathematisch  auszudrücken. 
Darum  behält  der  Begriff  der  Function  vollständig  seine  Bedeutung 
bei,  wenn  man  zu  jener  zweiten  Frage  gar  nicht  übergeht,  sondern 
sich  etwa  damit  begnügt,   die  gegebene  Abhängigkeit  in   der  Form 
einer  Curve   zu  construiren,   oder  in  einem  absfcracten  symbolischen 
Ausdruck,    wie  y  =  f{x)^    darzustellen.     Auf  diese  Weise  hat  erst 
die  Behandlung  der   willkürlichen  Functionen   das   Bewusstsein   von 
der  allgemeineren,  den  mathematischen  Operationen  nicht  bloss  gleich- 
werthigen,  sondern  übergeordneten  Bedeutung  des  Begriffs  der  Func- 
tion erweckt.     Da  es  übrigens,  sobald  die  Abhängigkeitsverhältnisse 
mathematischer  Art   sind,    für   den  Ausdruck   der   Function    keinen 
Unterschied  macht,  ob  derselbe  aus  vorangegangenen  Grössenopera- 
tionen  hervorgegangen  ist  oder  nicht,  so  besteht  vom  mathematischen 
Standpunkte  aus  zwischen  den  willkürlichen  und  den  übrigen  Func- 
tionen kein  principieller  Unterschied.    Der  Ausdruck  einer   willkür- 
lichen Function   muss  stets  ein  solcher  sein,   dass  man  sich  denken 
könnte,    er    sei    aus   einer   Reihe    von    Grössenoperationen    hervor- 
gegangen,   wie  ja  auch  jede  noch  so  willkürlich  und  unregelmässig 
gezogene  Curve   irgend    einem   complicirten  Gesetze    gehorcht.     Der 
unterschied  bezieht  sich  also  einzig  und  allein  auf  die  Entstehungs- 
weise des  für  die  Darstellung  der  Function  gewonnenen  Ausdrucks. 
Bei  den  mathematischen  Functionen  geht  dieser  unmittelbar  aus  der 
Operationsverknüpfung   der   Elemente   hervor,    welche   den    gesetz- 
mässigen  Gang  der  gegebenen  Curve  bestimmen.     Bei  den  willkür- 
lichen Functionen  wird  für  diese  Curve  ein  Ausdruck  von  hinreichend 
allgemeiner  Beschaffenheit  gewählt,    damit   durch  die  Beibehaltung 
einer  genügenden  Anzahl  von  Gliedern  und  durch  die  Wahl   geeig- 
neter Werthe   für   die  zunächst  unbestimmt  gelassenen  Coöfficienten 
dieser  Glieder   der   Ausdruck   der  gegebenen   Curve    conform   wird. 
Im  ersten  Fall   wird   also   der  untersuchte  Begriff  direct  bestimmt, 
im  zweiten^wird  zuerst  ein  allgemeinerer  Begriff  aufgestellt,  den  man 
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dann  auf  den  speciellen  Fall  anwendet.  Die  l^öthigung  zu  dem 
letzteren  Verfahren  wird  naturgemäss  dann  eintreten,  wenn  die  Func- 
tion zu  verwickelt  ist,  als  dass  sie  durch  Operationsverknüpfung  ihrer 
Elemente  sich  finden  Hesse.  Hier  bietet  die  Mathematik  die  Mög- 
lichkeit dar,  Functionsausdrücke  anzuwenden,  welche  allgemein  genug 
sind,  dass  sie  alle  möglichen  Verhältnisse  der  Abhängigkeit  umfassen, 
und  welche  doch  vermöge  der  Bestimmtheit,  die  jedem  einzelnen  in 
sie  eingehenden  Grössenbegriff  zukommt,  die  speciellste  Determina- 
tion gestatten.  Auch  hierin  bewährt  es  sich  wiederum,  dass  die 
Function  der  allgemeinere  Begriff  ist,  welcher  die  einzelnen  Ghrösseü- 
operationen  als  die  speciellen  Beziehungen,  aus  denen  die  besonderen 
Formen  mathematischer  Functionen  hervorgehen,  einschliesst. 

Der  Erkenntniss  dieser  Bedeutung  entspricht  der  zunehmende 
Gebrauch  der  allgemeinen  Functionssymbole  in  der  neueren  Mathe- 
matik. Nicht  nur  in  solchen  Fällen,  wo  die  specielle  Form  der 
Function  noch  unbekannt  ist  oder  unbestinmit  bleiben  soll,  wendet 
man  dieselben  an,  sondern  nicht  selten  auch  bedient  man  sich  ihrer 
det'^^ürze  halber,  indem  man  durch  die  Wahl  verschiedener  Func- 
tiobszeichen,  wie  F^  /*,  jf^,  f»,  ^,  die  in  einem  gegebenen  Zusammen- 
hang vorkommenden  Functionsformen  trennt.  Hieran  schliesst  sich 
dann  unmittelbar  der  Gebrauch  stehender  Zeichen  für  gewisse  in  der 
höheren  Mathematik  öfter  vorkommende  Functionsformen.  Diese 
Anwendung  der  Functionssymbole  gestattet  es  ausserdem  leicht,  die 
Wahl  der  abhängig  Variabein  und  des  Argumentes  unbestimmt  zu 
lassen,  indem  man  statt  der  Beziehungen  y  =  f  {x)^  y  =  /".(a:,  «  . . .) 
die  Gleichungen 

f  (^.  y)  =  0,  f  {x,  y,  z  .  .  .)  =  {) 

aufstellt.  Diese  impliciten  Functionen  repräsentiren  den  Begriff 
der  Function  in  der  allgemeinsten  Form,  die  für  ihn  möglich  ist, 
insofern  sie  lediglich  angeben,  dass  eine  Abhängigkeit  zwischen  ge- 
wissen Variabein  besteht.  Der  üebergang  zu  der  ex pliciten  Func- 
tion oder  zu  der  Voraussetzung,  dass  irgend  welche  Variabein 
als  die  ursprünglich  Veränderlichen  angesehen  werden,  von  denen 
dann  die  andern  abhängen,  erscheint  auf  diese  Weise  schon  als  eine 
Specialisirung  dieses  allgemeinsten  Begriffs. 

b.    Die  Hauptformen  der  analytischen  Functionen. 

Der  Begriff  der  analytischen  Function  ist  aus  den  algebraischen 
Operationen  hervorgegangen.     Die  algebraische  Gleichung,  als  Aus- 
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druck  einer  Relation  zwischen  gegebeneu  völlig  bestimmten  Grössen, 
Terwandelte  sich  in  einen  Functionsausdruck,  sobald  zwei  oder 
mehrere  dieser  Grössen  veränderlich  angenommen  wurden.  Der  Ge- 
sichtspunkt, den  üescartes  für  die  Untersuchung  der  Gleichungen 
einfbhrte,  ihre  Zerlegung  in  einfache  lineare  Factoren  und  die  Re- 
construction  der  höheren  Gleichungen  durch  Multiplication  dieser 
Factoren,  ist  daher  auch  für  die  Auffassung  der  Functionen  be- 
stimmend geworden.  (Vgl.  S.  161  f.)  Jede  noch  so  verwickelte  Func- 
tion lasst  sich  als  hervorgegangen  aus  der  Verbindung  linearer 
Functionen  betrachten,  die  in  begrenzter  oder  in  unbegrenzter  An- 
zahl zusammentreten.  Die  allgemeine  Form,  auf  welche  alle  Gleichungen 
zurückgeführt  werden  können,  wird  daher  zur  allgemeinen  Grundform 
der  analytischen  Functionen,  sobald  man  mindestens  zwei  von  ein- 
ander abhängige  Variabein  in  sie  einführt.  Auf  diese  Weise  ist 
die  Form 

die  Grundform  einer  entwickelten  Function  mit  einem  Argumente. 
Diese  Reihe  kann  je  nach  der  Beschafifenheit  der  Function  entweder 
bei  einem  bestimmten  Gliede   abbrechen,   oder  sie  kann  ohne  Ende 
fortschreiten,   in   welchem  Fall   aber   ihr  Werth   nur  dann  sich  be- 
stimmen lässt,    wenn   die  Glieder  immer   kleiner   werden   und   sich 
schliesslich   der  Null  nähern.     Während   nun   die  Algebra   von   der 
einfachsten  Form  jener  Function  ausging  und  auf  sie  allmählich  die 
verwickeiteren  zurückführte,   wobei  sie  jedoch  stets  an  der  Voraus- 
setzung einer  begrenzten  Zahl  von  Gliedern  festhielt,  legt  umgekehrt 
die  Analjsis   sofort  jene  allgemeinste  Form,    die   sie   ausserdem  als 
nicht  noth wendig    begrenzt    voraussetzt,    ihren  Untersuchungen    zu 
Orunde,   um   durch  Einführung   specieller  Bedingungen   aus   ihr  die 
einzelnen    Hauptformen    analytischer  Functionen    abzuleiten.     Diese 
ihre  erste  Voraussetzung  entnimmt  somit  die  Analysis   der  Algebra. 
Sie  f&gt   nur  noch  die  weitere  Annahme  hinzu,   dass   sich   die   an- 
gegebene Reihe  zur  Darstellung  jeder  beliebigen  Function  eigne,  so- 
bald man   eine   unbegrenzte  Zahl  von  Gliedern  zulasse.     Diese  An- 
nahme stützt  sich  auf  die  Erwägung,  dass  eine  algebraische  Gleichung 
nur  deshalb  ein  geschlossener  Ausdruck  ist,   weil  sie  aus  einer  be- 
grenzten Anwendung  der  arithmetischen  Fundamentaloperationen  her- 
vorging,  dass   aber  anderseits  keine  irgendwie  beschaffene  Function 
denkbar  ist,   welche  nicht   durch   eine   successive  Anwendung  jener 
vier  Operationen   entstehen   könnte.     Wenn  es  demnach  Functionen 

Wandt,  LogUL  II,  1.  2.  Anfl.  14 
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gibt,  welche  nicht  in  der  geschlossenen  Form  einer  algebraischen 
Gleichung  ausgedrückt  werden  können,  so  kann  dies  nur  darin  seinen 
Grund  haben,  dass  die  Zahl  der  Operationen,  die  zur  Bildung  jener 
Functionen  geführt  haben,  keine  bestimmt  begrenzte  gewesen  ist. 
Denkt  man  sich  nun  die  Operationen,  aus  denen  eine  algebraische 
Gleichung  beliebigen  Grades  hervorgeht,  ins  Unbegrenzte  fortgesetzt, 
so  entsteht  jene  Grundform  der  Analysis,  welche  dann  als  speciellen 
Fall  auch  jede  algebraische  Gleichung  in  sich  enthält. 

Die  Möglichkeit  der  Anwendung  der  angegebenen  Grundform 
auf  alle  einzelnen  Functionen  beruht  zunächst  auf  der  Unbestimmt- 
heit der  CoSfficienten  ^,  B,  C.  .  .  Die  Umwandlung  der  allgemeinen 
Form  in  eine  besondere  Functionsform  geschieht  daher  stets  auf 
solche  Weise,  dass  aus  den  für  die  Function  geltenden  Voraus- 
setzungen Specialgleichungen  entwickelt  werden,  aus  denen  die 
Go6ificienten  A^  B^  C...  gefunden  werden  können.  Auf  das  in 
dieser  Methode  der  [unbestimmten  Co^fficienten  zur  höchsten  Aus- 
bildung gelangte  logische  Fundamentalprincip  der  Analysis,  dass  ein 
gegebenes  Problem  zum  Zweck  seiner  Lösung  als  bereits  gelöst  vor- 
ausgesetzt wird,  wurde  schon  hingewiesen  (S.  165).  Die  Anwend- 
barkeit desselben  im  vorliegenden  Fall  beruht  aber  darauf,  dass  in 
jener  Reihe  wirklich  der  oberste  Begriff  einer  analytischen  Function 
enthalten  ist,  der  demnach  auch  durch  geeignete  Determinationen  in 
jeden  unter  ihm  enthaltenen  besonderen  Functionsbegriff  übergeftihrt 
werden  kann.  Die  Herstellung  der  Grundform  liefert  überdies  ein 
einfaches  Kriterium  .für  die  Entscheidung  der  Frage,  ob  zwei  ge- 
gebene Functionen  mit  einer  gleichen  Anzahl  von  Veränderlichen 
einander  gleich  sind  oder  nicht.  Dieses  Kriterium  besteht  in  der 
Identität  der  Coäfficienten,  welche  einander  entsprechenden  Gliedern 
der  beiden  Reihen  zugehören.  Zugleich  liegt  hierin  ein  neuer  Fall 
vor,  in  welchem  der  allgemeine  arithmetische  Begriff  der  Gleich- 
heit durch  die  Bedingungen,  unter  denen  er  Anwendung  findet^ 
näher  determinirt  wird.  Wie  früher  die  Geometrie  durch  die  Herbei- 
ziehung des  Begriffs  der  Lage,  so  sehen  wir  hier  die  Analysis  durch 
die  Eigenschaften  des  Functionsbegriffs  zu  einer  solchen  Umgestaltung 
der  ursprünglich  bloss  auf  das  numerische  Mass  gegründeten  arith- 
metischen Gleichheit  gelangen.  Alle  diese  Umgestaltimgen  sind  einig 
in  der  Tendenz,  den  für  viele  Zwecke  allzu  unbestimmten  Begriff 
der  numerischen  Gleichheit  in  denjenigen  der  logischen  Identität 
überzuführen.  Bei  ihrem  ursprünglichen  Gleichheitsbegriff  musste  die 
Arithmetik  von  allen  denjenigen  Momenten  der  Identität  abstrahiren. 
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welche  einer  unmittelbaren  messenden  Vergleichung  getrennter  Ge- 
bilde im  Wege  stehen.  Bei  der  weiteren  Ausbildung  ihrer  Methoden 
wird  sie  ebenso  unvermeidlich  zu  einer  immer  umfassenderen  Be- 
rücksichtigung der  Eigenthümlichkeiten  d'er  verglichenen  Gebilde  und 
auf  diese  Weise  zu  einer  Wiederannäherung  an  die  logische  Identität 
getrieben. 

Die  Entwicklung  der  Hauptformen,  in  die  der  FunctionsbegrifiF 
zerfällt,  lässt  sich  nunmehr  unmittelbar  an  die  Betrachtungen  an- 
schliessen,  welche  zur  Aufstellung  der  analytischen  Grundform  ge- 
führt haben.  Ist  diese  aus  einer  zunächst  unbeschränkt  gedachten 
Anwendung  der  vier  arithmetischen  Operationen  hervorgegangen,  so 
werden  sich  die  einzelnen  Hauptformen  gewinnen  lassen,  wenn  man 
f&r  die  Anwendung  der  Operationen  besondere  Bedingungen  einführt. 
Solche  können  sich  beziehen:  1)  auf  die  Anzahl  der  Operationen, 
2)  auf  die  Anzahl  ihrer  Anwendungen,  und  3)  auf  die  Reihen- 
folge der  letzteren.  Die  Einführung  dieser  Bedingungen  zeigt, 
dass  die  so  entstehenden  Hauptformen  der  Functionen  continuirlich 
mit  einander  zusammenhängen,  insofern  die  Operationen,  aus  deren 
Hinzunahme  eine  neue  Form  entspringt,  bei  einer  vorangegangenen 
immer  bereits  vorbereitet  sind. 

Die  Einführung  der  ersten  unter  den  drei  genannten  Be- 
dingungen lässt  zunächst  verschiedene  Formen  algebraischer 
Functionen  entstehen.  Da  alle  Functionen,  welche  einer  be- 
grenzten Anwendung  der  vier  arithmetischen  Operationen  entsprechen, 
algebraische  genannt  werden,  so  kann  eine  weitere  Eintheilung  der- 
selben nur  darauf  beruhen,  ob  jene  vier  Operationen  sämmtlich 
bei  der  Bildung  der  Function  mitgewirkt  haben  oder  nicht.  Logisch 
würden  sich  demgemäss  unterscheiden  lassen  Functionen,  die  aus 
blossen  Additionen,  solche,  die  aus  Additionen  und  Subtractionen 
entstanden  sind,  andere,  bei  denen  die  Multiplication  mitgewirkt 
hat,  und  endlich  diejenigen,  bei  denen  auch  noch  die  Division 
herbeigezogen  wird.  Nur  der  letztere  Fall  begründet  aber  wesent- 
liche Unterschiede  in  der  Beschaffenheit  der  Functionen.  Aus  ihr 
entspringt  die  wichtige  Eintheilung  in  ganze  und  in  gebrochene 
algebraische  Functionen. 

Die  ganzen  Functionen  bestehen  immer  aus  einer  be- 
grenzten Anzahl  von  Gliedern ;  denn  die  entwickelte  Function  mit 
einer  Variabein  lässt  sich  stets  entstanden  denken  aus  der  Mul- 
tiplication einer  beschränkten  Anzahl  von  Factoren  von  der  Form 
(^  ±  *)  •  (^  i  ß)  •  (^  ±  y)  •  •  «1   wobei  einzelne  Grössen  null,   nie- 
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mals  aber  Brüche  sein  können.  Die  Zahl  dieser  Factoren  und 
der  Glieder,  welche  in  der  aus  ihnen  gewonnenen  geschlossenen 
Grundform 

y  =  ^  +  5x  +  Ca?«  +  .  .  .  Qx^ 

stehen  bleiben,  bestimmt  den  Grad  der  Function.  Bleibt  bloss  das 
erste  Glied,  so  ist  die  Function  nullten  Grades;  die  weiteren  Grade 
entsprechen  den  Potenzen  der  Veränderlichen  x.  Vermöge  ihrer  Ent- 
stehungsweise kann  eine  gegebene  ganze  Function  im  allgemeinen 
auf  algebraischem  Wege  auch  wieder  in  ihre  Theile,  in  Factoren 
des  ersten  Grades,  zerlegt  werden;  nur  bedarf  es  zu  diesem  Zweck 
stets  der  Hinzuziehung  der  vierten  Operation,  der  Division.  Auch 
gibt  es  einen  Specialfall,  wo  diese  Zerlegung  innerhalb  der  realen 
Einheiten  nicht  möglich  ist.  Er  ergibt  sich  überall  da,  wo  eine 
Summe  von  Potenzen  von  der  Form  a«  -j-  **  ^^  diö  Function  ein- 
geht. Diese  Summe  kann  nur  in  die  complexen  linearen  Factoren 
(a  -[-  h%)  .  (a  —  it)  zerlegt  werden.  Auf  diese  Weise  führt  schon 
die  ganze  Function  auf  den  Begriff  der  complexen  Grösse,  durch  den 
sie,  wie  wir  unten  sehen  werden,  im  Zusammenhang  steht  mit  den 
transcendenten  Functionen. 

Wenn  ausser  den  drei  ersten  arithmetischen  Operationen  auch 
noch  die  Division  bei  der  Bildung  einer  algebraischen  Function  mit- 
wirkt, so  gewinnt  diese  die  Beschaffenheit  einer  gebrochenen 
Function.  Denkt  man  sich  die  letztere,  ähnlich  wie  die  ganze 
Function,  aus  linearen  Factoren  hervorgegangen,  so  wird  man  eine 
Anzahl  von  Factoren  (a?  ±  o^)  •  (^  db  ß)  •  (^  db  t)  •  •  •  erhalten,  die 
den  Zähler,  und  eine  andere  Anzahl  von  Factoren  {x  ±  a') .  (a;  i:  ß') . 
{x  i  tO  •  •  M  die  den  Nenner  der  gebrochenen  Function  bilden.  Jede 
gebrochene  Function  y  =  F  (x)  lässt  sich  daher  als  Quotient  zweier 

ganzer  Functionen  — j^r  betrachten,  der  entweder,  wenn  die  Division 

ohne  Rest  aufgeht,  auf  eine  einzige  ganze  Function  ^  (x)  zurückführt 
oder,  im  entgegengesetzten  Fall,  neben  der  Function  ^  (x)  einen  Rest  r 
zurücklässt,  der  die  Form  einer  niedrigeren  Function  von  x  hat, 
welche  abermals  durch  den  Nenner  7  (x)  getheilt  werden  muss. 
Mittelst  der  Einführung  negativer  Potenzen  von  x  lässt  sich  nun  der 

so  gewonnene   echte  Bruch  — j-^  in  eine  neue  ganze  Function  und 

in  einen  B/Cst  zerlegen.  Auf  diese  Weise  erhält  man  schliesslich 
eine  Reihe  von  der  Form 
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welche  ins  unendliche  forfcschreitet ,  deren  Glieder  aber  kleiner  und 
kleiner  werden.  Somit  lässt  sich  auch  eine  gebrochene  Function 
mittelst  der  Einführung  unbestimmter  CoSfficienten  stets  auf  die 
allgemeine  analytische  Grundform,  eine  Reihe  mit  steigenden  Potenzen 
der  Variabein,  zurückführen;  die  Zahl  der  Glieder  einer  solchen 
Reihe  wird  aber  in  diesem  Falle,  sobald  die  ursprüngliche  Function 
selbst  einen  echten  Bruch  darstellt,  oder  in  eine  ganze  Function  und 
in  einen  echten  Bruch  zerlegt  werden  kann,  unbegrenzt.  Hierdurch 
überschreiten  die  gebrochenen  Functionen  das  Gebiet  der  Algebra, 
auf  welchem  sie  entstanden  sind.  Hervorgegangen  aus  einer  be- 
grenzten Anzahl  von  Anwendungen  der  vier  arithmetischen  Opera- 
tionen, sind  sie  dem  Begriff  der  algebraischen  Function  unter- 
zuordnen. Aber  sobald  es  sich  darum  handelt,  ihren  Werth  durch 
Summation  der  Reihe,  in  welche  sie  entwickelt  worden  sind,  zu 
bestimmen,  so  übersteigt  dies  die  Hülfsmittel  der  algebraischen 
Operationen,  da  die  Glieder  jener  Reihe  an  Zahl  unbeschränkt  sind. 
Xur  imter  der  Voraussetzung,  dass  schon  eine  begrenzte  Anzahl  von 
Gliedern  eine  zureichende  Werthbestimmung  gestattet,  reichen  hier 
die  algebraischen  Methoden  noch  aus. 

Wie  auf  diese  Weise  der  Begriff  der  ganzen  Function  zu  dem 
der  gebrochenen  führt,  sobald  man  annimmt,  dass  die  bei  der  Zer- 
legung einer  ganzen  Function  erforderlichen  Operationen  sämmtlich 
auch  bei  der  Bildung  einer  Function  verwendet  werden,  so  ver- 
mittelt nun  eine  ähnliche,  an  den  Begriff  der  gebrochenen  Function 
sich  anschliessende  ümkehrung  den  üebergang  von  dieser  zu  den 
transcendenten  Functionen.  Die  Zerlegung  einer  gebrochenen  Func- 
tion lässt  sich  nämlich  nicht  mehr  in  allgemeingültiger  Weise  auf 
algebraischem  Wege  vornehmen,  weil  diese  Zerlegung  eine  un- 
begrenzte Anzahl  in  bestimmter  Reihenfolge  auszuführender  arith- 
metischer Operationen  erfordern  würde.  Sobald  man  aber  voraus- 
setzt, dass  auf  eben  diesem  Wege  einer  unbegrenzten  Anzahl  von 
Operationen  eine  Function  entstehe,  so  gewinnt  man  damit  den 
Begriff  der  transcendenten  Function.  Wir  kommen  damit  auf  den 
zweiten  der  oben  für  die  Eintheilung  der  Functionen  geltend  ge- 
machten Gesichtspunkte:  auf  die  Anzahl  der  Anwendungen, 
welche  die  arithmetischen  Operationen  erfahren  müssen,  um  eine 
Function    hervorzubringen.     Den    Fall,    wo    diese  Anzahl    eine   be- 
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schränkte  ist,  bilden  die  algebraischen,  den  Fall,  wo  sie  eine 
unbeschränkte  wird,  die  transcendenten  Functionen. 

Die  einfachste  Form,  die  hier  möglich  ist,  lehnt  sich  an  die 
einfachste  Form  einer  algebraischen  Function  an.  Diese  letztere  ist 
in  Bezug  auf  zwei  Variabein  gegeben  in  einer  Gleichung 

in  welcher  das  Argument  x  alle  möglichen  rationalen  und  irrationalen 
Werthe  durchlaufen  kann,  der  Exponent  a  aber  constant  ist  und 
zwar  eine  rationale  positive  Zahl  bedeutet.  Kehrt  man  nun  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung  das  Verhältniss  der  Yariabeln  und 
Constanten  um,  indem  man  den  Exponenten  zum  Argument  der 
Function  nimmt,  so  entsteht  die  Exponentialfunction 

Es  ist  klar,  dass  hier  der  genaue  Werth  von  y  im  allgemeinen  nicht 
mehr  durch  eine  begrenzte  Anzahl  von  Operationen  gewonnen  werden 
kann.  Denn  sobald  x  bei  seiner  Veränderung  irrationale  Werthe 
durchläuft,  so  können  solche  zunächst  mit  beliebiger  Annäherung 
durch  einen  unechten  Bruch  dargestellt  werden,  der,  wenn  die 
Division  wirklich  ausgeführt  wird,  in  eine  rationale  Zahl  und  eine 
unbegrenzte  Reihe  echter  Brüche,  die  sich  immer  mehr  der  Null 
nähern,  zerfallt.  Die  Bildung  der  Function  führt  also  hier  auf  eine 
ähnliche  unendliche  Reihe,  wie  sie  bei  der  Zerlegung  einer  ge- 
brochenen Function  sich  ergibt.  Demnach  kann  auch  die  Function  (f 
auf  die  analytische  Grundform  A  -\-  Bx  '\-  Cx^  -\-  .  ,  .  zurückgeführt 
werden,  wenn  di^  Anzahl  der  Glieder  derselben  unbegrenzt  an- 
genommen wird. 

Die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Exponentialfunction,  die 
sich  unmittelbar  aus  dem  Wesen  der  Multiplication  ergeben,  sind 
ausgedrückt  in  den  zwei  für  alle  Fälle,  in  denen  a  >>  1  ist,  gültigen 
Gleichungen: 

a'.  o'i  =  a*"^'i  und  -.=  a*  "  *». 

Diese  Eigenschaften  liefern  die  Bedingungen,  durch  welche  die  all- 
gemeine Grundform  der  analytischen  Functionen  in  einen  Aus- 
druck für  die  Exponentialfunction  übergeht.  Sie  bestehen  darin, 
dass  der  erste  der  unbestimmten  CoSfficienten  =  1  und  die  übrigen 
den  Potenzen  der  Veränderlichen  conform  werden.  Man  gewinnt 
nämlich : 
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a' =  l -^  Ax -t -j-^ -\-   12.3    +    1.2.3.4  ^"•••' 
und  für  den  Special  fall,  dass  die  Constante  A  =  \  wird, 

welche  Reihe  schliesslich  für  a;  =  1  denWerth  von  [e  =  2,71828  .  .  . 
«rgibt.  Der  analytische  Werth  der  Exponentialfunction  beruht  auf 
den  in  der  Beschaffenheit  dieser  Reihen  ausgedrückten  Beziehungen 
der  Veränderungen  der  Function  zu  den  Veränderungen  ihres  Ar- 
gumentes. In  der  Gleichung  y  =  a*  hat  für  jeden  reellen  positiven 
oder  negativen  Werth  von  x,  unter  der  Voraussetzung  dass  a  grösser 
als  die  Einheit  ist,  die  Function  y  nur  positive  Wert  he,  sie  ist 
für  jedes  negative  x  kleiner  als  die  Einheit^  für  jedes  positive  x 
grösser  als  die  Einheit  und  für  o;  =  0  der  Einheit  gleich ;  dabei 
entspricht  übrigens  jeder  stetigen  Aenderung  des  Argumentes  eine 
stetige  Aenderung  der  Function.  Diese  bietet  demnach  die  Möglich- 
keit, jedes  beliebige  System  von  Zahlen  in  ein  positives  Zahlen- 
system zu  übertragen,  wobei  die  Beziehung  zwischen  beiden  Systemen 
nur  abhängig  ist  von  der  Constanten  a,  welche  darum  die  Basis 
der  Exponentialfunction  genannt  wird. 

Die  Eigenschaft  der  Exponentialfunction,  dass  sie  als  die  Re- 
präsentantin eines  neuen  Zahlensystems  angesehen  werden  kann, 
welches  dem  durch  das  Argument  x  dargestellten  ursprünglichen 
Zahlensystem  eindeutig  zugeordnet  ist,  enthält  nun  aber  ausserdem 
die  Möglichkeit  zu  einer  weiteren  wichtigen  Anwendung.  Es  lässt 
sich  nämlich  diese  Zuordnung  umkehren,  indem  man  x  als  Function 
und  y  als  das  zugehörige  Argument  auffasst:  dann  geht  die  Ex- 
ponentialfunction in  die  logarithmische  Function  a?  =  log  y 
über.  Vermöge  der  oben  festgestellten  Beziehungen  entspricht  hier 
jedem  unter  der  Einheit  liegenden  Werthe  der  Zahl  x  ein  nega- 
tiver Logarithmus,  einem  über  der  Einheit  liegenden  ein  positiver, 
^nd  der  Logarithmus  der  Einheit  ist  die  Null.    Die  oben  gefundenen 

Gleichungen  a*  .  a*»  ==  a'  +  'i   und  — j-  =  a*  "  'i  ergeben   aber   die 

Beziehungen 

log  {x  .  x;)  =  log  a;  +  log  x^ ,  log  ^-^  j  =  log  a;  -  log  x^ , 

log  (x'i)  =  x^  log  X, 


210  Foactioiitbegnir  md 


in  welcken  die  grosse  praktische  BedeotcDg  der  loganthmischen 
FoDCtion  ausgesprochen  iat,  dass  sie  jede  arithmetische  Operation 
▼on  der  Multiplication  an  um  eine  Stufe  zn  erniedrigen  gestattet. 
Theoretisch  ist  diese  Umwandlung  der  Exponentialfünction  in  die 
logarithmische  deshalb  Ton  Interesse,  weil  in  ihr  zun  ersten  Mal 
eine  Umkehrbarkeit  der  Function  auftritt,  welche  weiterhin 
bei  allen  höheren  transcendenten  Functionen  sich  wiederholt,  und 
welche  ToUständig  der  Umkehrbarkeit  der  arithmetischen  Opera- 
tionen entspricht,  die  bei  den  algebraischen  Functionen  zur  An- 
wendung kommt. 

Die  Entwicklung  der  Zahl  e,  der  Basis  der  natürlichen  Loga- 
rithmen, bietet  zugleich  ein  bemerkenswerthes  Beispiel  f&r  eine  in 
der  Analysis  Tielfach  geübte  Methode  der  Begri£Esentwicklung.  Durch 
successiTe  Determination  wurde  e  erhalten,  indem  man  in  der  für 
a'  gewonnenen  Reihe  zuerst  die  Constante  A  und  dann  auch  die 
Veränderliche  x  gleich  der  Einheit  annahm.     Oleichwohl   lässt   sich 

die  80  erhaltene  Reihe   1  -f-  1  H~  "i — 77  '\~  ~\ — 0 — o"  •  •  •'  welche  die 

1       •      M  1        .       M      •      O 

Zahl  e  darstellt,  ihrerseits  als  die  arithmetische  Grundform  ansehen, 
welche  in  der  Entwicklung  einer  Function  von  der  Form  a*  schon 
vorauHgcHetzt  ist.  Denn  unter  einer  Reihe  von  Zahlgesetzen  von 
tibereinstimmender  Form  ist  dasjenige  das  einfachste  und  darum 
allgemeinste,  dessen  Factoren  der  Einheit  gleich  sind,  da  man  sieb 
die  übrigen  Formen  durch  successive  Multiplication  der  Einheit  mit 
anderen  Zahlen  kann  entstanden  denken.  So  bietet  sich  hier  die 
Möglichkeit  dar,  eine  und  dieselbe  analytische  Form  unter  entgegen- 
gesetzten Gesichtspunkten  zu  betrachten.  Der  Grund  dieses  Ver- 
haltniKses  liegt  in  der  Eigenthümlichkeit  der  logischen  Determination. 
An  sich  ist  diese  stets  eine  Operation,  die  eine  Einschränkung  des 
Begriffs  ergibt.  Aber  der  Begriff,  welcher  als  Determinator  gewählt 
wird,  kann  so  beschaffen  sein,  dass  er  diese  Einschränkung  wieder 
aufhebt  und  in  ihr  Gegentheil  verwandelt.  In  der  That  werden  wir 
noch  manche  Fälle  kennen  lernen,  in  denen  gerade  die  Analysis 
Begriffserweiterungen  auf  dem  Wege  der  Determination  zu  Stande 
bringt.  Der  vorliegende  ist  aber  dadurch  ausgezeichnet,  dass  bei 
ihm  die  Auffassung  wechseln  kann,  je  nachdem  man  von  dem 
analytischen  oder  dem  arithmetischen  Standpunkte  ausgeht  Ana- 
lytisch ist  die  Reihe  e  ein  Specialfall  der  Function  a'\  arithmetisch 
aber  ist  e  die  Grundform,  welche  bei  jeder  Function  a'  voraus- 
gesetzt wird. 
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Die  Bildung  der  Exponentialfunction  beruht  auf  der  Annahme^ 
dass  die  zur  Anwendung  kommenden  arithmetischen  Operationen 
zwar  an  Zahl  unbegrenzt  seien,  dass  sie  aber  stets  in  einer  und 
derselben  Richtung  fortschreiten.     Diese  letztere   Bedingung  findet 

in  der  Reihe  a*  =  l  -{-  Ax  -\ — z — —  +  . . .  unmittelbar  ihren  Aus- 

1  .  ^ 

druck,  denn  die  Glieder  dieser  Reihe  sind  sämmtlich  in  der  gleichen 

Weise  additiv   verbunden,    und   sie   ändern   sich   successiv   um  Äx^ 

A.X      A.X 

-^,  -77—  u.  s.  w.     Die   Exponentialfunction    lässt    sich    also    durch 

successive  Multiplication  der  Einheit  mit  diesen  immer  kleiner  wer- 
denden Factoren  und  durch  Addition  der  so  gebildeten  Glieder  ent- 
standen denken.  Nur  unter  der  Bedingung  einer  solchen  stetig  in 
der  nämlichen  Richtung  vollzogenen  Bildung  ist  es  auch  möglich, 
dass  Function  und  Argument  durch  ihre  stetige  Veränderung  ein- 
ander eindeutig  zugeordnete  Zahlensysteme  erzeugen,  die  mit  ein- 
ander zu-  und  abnehmen.  Es  lässt  sich  nun  aber  die  unbeschränkte 
Anwendung  der  arithmetischen  Operationen  noch  in  einer  andern 
Weise  vollzogen  denken,  so  nämlich,  dass  der  gleichförmigen  Aen- 
derung  des  Argumentes  periodisch  zu-  und  abnehmende  Aen- 
derungen  der  Function  entsprechen.  Solche  Functionen  werden  im 
allgemeinen  aus  einer  wechselnden  Anwendung  der  arithmetischen 
Operationen  hervorgehen,  und  die  Reihe,  die  der  Ausdruck  der 
Function  ist,  wird  daher  niemals  aus  lauter  positiven  oder  aus 
lauter  negativen  Gliedern  bestehen  können.  Wir  sind  hiermit  bei 
der  dritten  der  oben  (S.  211)  unterschiedenen  Bedingungen  an- 
gelangt, wonach  die  Reihenfolge,  in  welcher  die  zur  Bildung 
der  Function  erforderlichen  Operationen  angewandt  werden,  eine 
wechselnde  ist.  An  sich  kann  dieser  Wechsel  ein  beliebiger 
sein.  Die  hier  sich  eröffnende  Classe  von  Functionen  umfasst  daher 
alle  Functionsbeziehungen ,  die  ausser  den  oben  erörterten  noch 
denkbar  sind.  Dabei  bilden  aber  die  einfachsten  periodischen  Func- 
tionen, d.  h.  diejenigen,  bei  denen  die  periodischen  Veränderungen 
in  der  einfachsten  und  regelraässigsten  Weise  erfolgen,  die  Grund- 
lagen ftür  alle  andern. 

Der  Begriff  der  periodischen  Function  hat,  wie  fast  jeder 
fundamentale  Functionsbegriff,  ursprünglich  in  einer  speciellen  An- 
wendung sich  entwickelt:  in  der  Anwendung  auf  die  Länge  des 
Kreisbogens  und  die  Seiten  des  ihm  entsprechenden  rechtwinkeligen 
Dreiecks  im  Kreise.     Ist  der  Radius  des  Kreises  der  Einheit  gleiche 
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so  erscheint  der  Sinus  eines  Winkels  zwischen  zwei  Radien  als  die 
senkrechte  Gerade,  welche  von  dem  Endpunkt  des  einen  der  beiden 
Einheitsradien  auf  den  andern  gezogen  wird,  der  Cosinus  als  die 
Strecke,  welche  auf  dem  letzteren  durch  jene  Senkrechte  abgetrennt 
wird,  und  welche  dem  Sinus  des  Ergänzungswinkels  gleich  ist,  u.  s.  w. 
Der  geometrische  Nutzen  dieser  trigonometrischen  Functionen,  durch 
welchen  man  zugleich  auf  deren  Gebrauch  geführt  wurde,  besteht 
darin,  dass  dieselben  es  gestatten,  den  Winkeln  im  rechtwinkeligen 
Dreieck  überall,  wo  sie  in  die  Rechnung  eingehen,  gerade  Linien 
zu  substituiren,  wodurch  die  nothwendige  Gleichförmigkeit  zwischen 
den  der  Rechnung  unterworfenen  Grössen  hergestellt  wird.  Die 
trigonometrischen  Functionen  haben  also  hier,  ähnlich  den  L(^^- 
rithmen,  die  Bedeutung  von  HQlfsfunctionen ,  welche  es  leicht  er- 
mögb'chen,  am  Ende  der  Rechnung  wieder  zu  den  ursprünglichen 
Grössen,  zu  denen  sie  gehören,  zurückzukehren.  Während  aber  bei 
der  Einführung  der  Logarithmen  die  Vereinfachung  der  arithmetischen 
Operationen  der  einzige  Zweck  ist,  wird  man  zur  Einführung  der 
trigonometrischen  Functionen  durch  die  incommensurable  Beschaffen- 
heit der  Winkelgrössen  oder  Bogenlängen  gegenüber  dem  allgemeinen 
Messungshülfsmittel  der  Geometrie,  der  Geraden,  genöthigt. 

Nun  ist  die  Beziehung,  die  zwischen  den  Mittelpunktswinkeln 
des  Kreises  und  ihren  trigonometrischen  Functionen  besteht,  ein 
Specialfall,  der  sich  in  ganz  abstracter  Weise  verallgemeinem  lässt, 
indem  man  unter  Sinus,  Cosinus,  Tangente  u.  s.  w.  Functionen  ver- 
steht, die  sich  periodisch  verändern,  während  ihr  Argument  stetig 
zunimmt.  Zählt  man  die  Winkel  oder  die  ihnen  entsprechenden 
Bogen  über  360^  hinaus,  so  lassen  sich  dieselben  als  ein  ins  Un- 
begrenzte gleichförmig  wachsendes  Argument  betrachten ,  dessen 
Functionen  sich  zwischen  bestimmten  Grenzen  hin-  und  herbewegen. 
Dabei  gestattet  dann  die  Verschiedenheit  der  trigonometrischen 
Functionen  die  Wahl  solcher  Functionen,  welche  für  die  darzustel- 
lende Abhängigkeit  die  geeigneten  Grenzen  abgeben.  Die  Functionen 
Sinus  und  Cosinus  bewegen  sich  stets  zwischen  den  Grenzen  —  1 
und  -\-  1.    Wenn  das  Argument  von  Null  an  wachsend  die  Werthe 

-r-,  :r,  -— ,  2;c  erreicht,  so  durchläuft  der  Sinus  ebenfalls  von  Null 

an  die  Werthe  +liO,  —  l,Ou.  s.w.,  während  der  Cosinus  gleich- 
zeitig ^on  +  1  anfangend  die  parallel  gehenden  Werthe  0,  —  1,  0,  -f-  1 
annimmt.     Die  Functionen   Tangente   und   Cotangente  dagegen   be- 
siegen sich  ebenso  periodisch  zwischen  den  Grenzen  -f-  °^  und  —  oo , 
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8111  COS 

wie  die  Beziehungen  tanff  = und  cotantr  =  —7—   dies   andeuten. 

°        cos  sin 

Irgend  eine  dieser  vier  Functionen  eignet  sich  daher  unmittelbar  zur 
Darstellung  einer  periodischen  Veränderung,  sofern  dieselbe  nur 
wie  beim  Kreise  eine  gleichförmig  zu-  und  abnehmende  ist. 
Bewegt  sich  die  Function  zwischen  der  positiven  und  negativen  Ein- 
heit, so  wird  sie  durch  den  Sinus  oder  Cosinus  dargestellt,  durch 
den  ersteren,  wenn  sie  mit  Null,  durch  den  zweiten,  wenn  sie  mit 
der  Einheit  beginnt.  Bewegt  sie  sich  zwischen  entgegengesetzten 
unendlichen  Werthen,  so  entspricht  sie  der  Tangente  oder  Cotangente, 
der  ersten,  wenn  sie  mit  Null,  der  zweiten,  wenn  sie  im  Unendlichen 
beginnt.  Da  nun  die  Einheit  mit  jedem  beliebigen  endlichen  Werthe 
multiplicirt  werden  kann,  so  sind  die  vier  genannten  trigonometrischen 
Functionen  überhaupt  als  die  Repräsentanten  aller  gleichförmig  ver- 
änderlichen periodischen  Functionen  zu  betrachten,  die  sich  zwischen 
beliebigen  endlichen  oder  unendlichen  Werthen  bewegen. 

Wie  aber  die  Exponentialfunction  bei  den  Veränderungen  des 
Argumentes  x  ein  neues  Zahlensystem  liefert,  welches  dem  durch 
die  einzelnen  Werthe  von  x  repräsentirten  zugeordnet  ist,  so  stellt 
jede  der  trigonometrischen  Functionen  ein  der  stetig  veränderlichen 
Bogenlänge  x  zugeordnetes  Zahlensystem  dar.  Auch  die  trigono- 
metrischen Functionen  lassen  daher,  wenn  man  Argument  und 
abhängig  Variable  vertauscht  denkt,  eine  ümkehrung  zu:  es  ent- 
stehen so  die  cyklometrischen  Functionen,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass,  während  das  Argument  zwischen  endlichen  oder 
unendlichen  Werthen  hin-  und  hergeht,  die  Function  stetig  in  einer 
Richtung  veränderlich  ist.  In  Folge  dessen  können  einem  und  dem- 
selben Werth  des  Argumentes  unendlich  verschiedene  Werthe  der 
Function  entsprechen.    So  kann  z.  B.  arc  sin  0  =  0,  ir,  2  tt,  3  tu  .  .  ., 

IC  i  "ff       'S  "ff 

arc  sin  1  =  — ,  -^,  -—-  .  .  .  sein.    Die  cyklometrischen  Functionen 

sind  also  im  allgemeinen  vieldeutige  Functionen.  Hierdurch  sind 
sie  geeignet,  überhaupt  den  Begriff  der  Vieldeutigkeit  einer  Func- 
tion zum  Ausdruck  zu  bringen.  Es  steht  aber  dieser  Begriff,  wie 
aus  der  obigen  Entwicklung  hervorgeht,  mit  dem  der  Periodicität 
in  unmittelbarer  Beziehung.  Vieldeutig  kann  eine  Function  über- 
haupt nur  dann  sein,  wenn  sie  in  irgend  einer  Weise  mit  einer 
periodischen  Veränderung  zusammenhängt.  So  haben  wir  früher 
gesehen,  dass  die  Functionen  complexer  Variabein  den  Charakter 
vieldeutiger  Functionen   besitzen   (S.  203).     Nun    kann    aber    diese 
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Vieldeutigkeit  auch  so  dargestellt  werden,  dass  man  sich  die  com- 
plexe  Variable  z  =  x  -j-  i  y  zwischen  ihren  beiden  Endpunkten  a 
und  b  hin-  und  hergehend  denkt,  wodurch  sie  successiv  alle  hier 
möglichen  Wege  beschreibt.  Bei  einem  solchen  Hin-  und  Hergehen 
findet  nur  eine  wichtige  Abweichung  von  der  Beziehung  der  cjklo- 
metrischen  Functionen  zu  ihren  Argumenten  statt:  die  Curven,  welche 
zwischen  den  Punkten  o  und  b  beschrieben  werden,  fallen  nicht  zu- 
sammen, sondern  sie  wechseln  fortwährend ;  ausserdem  können  diese 
Curven  beliebig  gekrümmt  sein,  mit  andern  Worten:  das  Problem 
der  gleichförmigen  verwandelt  sich  hier  in  dasjenige  einer  beliebigen 
ungleichförmigen  Veränderung.  Es  ist  aber  klar,  dass  dieses  Pro- 
blem, abgesehen  von  dem  hier  besprochenen  Specialfall,  eine  ganz 
allgemeine  Bedeutung  besitzt,  da  die  gleichförmige  Veränderung  in 
gegebenen  Perioden  nur  die  einfachste  Form  unter  den  unendlich 
vielen  überhaupt  möglichen  periodischen  Veränderungen  ist.  Hier  bietet 
nun  der  umstand,  dass  jeder  trigonometrischen  Function  eine  andere 
von  entgegengesetzter  Periode  zugeordnet  ist,  ein  Hülfsmittel  dar,  um 
eine  in  beliebiger  Weise  ungleichförmige  Veränderung  darzustellen. 
In  der  einfachsten  Weise  kommt  diese  Ergänzung  einander  zuge- 
ordneter Functionen  bei  der  Darstellung  complexer  Variabein  zum 
Ausdruck.  Hier  macht  es  die  Einführung  der  trigonometrischen 
Functionen  unmittelbar  möglich ,  den  Ausdruck  z  =  x  -]-  i  tf  in  die 
Form  z  =  r  (cos  ^  -\-  i  sin  f)  überzuführen.  Denkt  man  sich  in 
dieser  Gleichung  sowohl  den  Radiusvector  r  wie  den  Winkel  9  stetig 
veränderlich,  so  kann  durch  sie  jeder  beliebige  Weg  des  Punktes  z 
zwischen  zwei  gegebenen  Endpunkten  a  und  b  dargestellt  werden. 
Nun  zeichnet  sich  aber  die  Form  r  (cos  9  -j-  i  sin  f)  vor  der  ur- 
sprünglichen X  -\-  i  y  offenbar  dadurch  aus,  dass  in  ihr  die  beiden 
Bestandtheile  der  complexen  Variabein  nicht  mehr  völlig  unabhängig 
von  einander,  sondern  Functionen  der  nämlichen  Grössen  r  und  z 
sind.  Hierin  tritt  daher  eine  directe  Beziehung  der  trigonometrischen 
Functionen  zu  den  complexen  Grössen  zu  Tage.  Die  Anwendung 
dieser  Functionen  macht  es  möglich,  den  imaginären  Bestandtheil 
einer  complexen  Grösse  durch  eine  Function  der  nämlichen  Grösse 
auszudrücken,  von  der  auch  der  reelle  Bestandtheil  eine  Function 
ist.  Der  Grund  dieses  Verhältnisses  liegt  aber  darin,  dass  die  Be- 
ziehung einer  trigonometrischen  Function  zu  ihrer  Ergänzungsfunction 
genau  dieselbe  ist  wie  die  Beziehung  des  imaginären  zum  reellen 
Bestandtheil  einer  complexen  Grösse,  wenn  die  letztere  geometrisch 
gedeutet  wird.    Geben  wir  dem  Cosinus  alle  möglichen  Werthe  von 
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-T-  1  bis  —  1,  so  nimmt  indessen  der  Sinus  die  hierzu  gehörigen 
lateralen  Werthe  an.  Setzt  man  *daher  den  Radius  r,  von  dessen 
Centriwinkeln  die  trigonometrischen  Functionen  abhängen,  veränder- 
lich, so  stellt  jeder  beliebige  Punkt  der  complexen  Zahlenebene  in 
Bezug  auf  seinen  reellen  Theil  eine  Cosinusfunction ,  in  Bezug  auf 
seinen  imaginären  Theil  eine  Sinusfunction  dar.  Vermöge  der  Be- 
ziehung der  trigonometrischen  Functionen  zu  den  complexen  Grössen 
führt  dann  aber  auch  die  Betrachtung  der  algebraischen  Functionen 
überall  da  zu  dieser  Form  der  transcendenten  Functionen,  wo  sich 
als  Factoren  algebraischer  Ausdrücke  complexe  Grössen  ergeben. 
Solche  treten  z.  B.  dann  auf,  wenn  in  einer  Function  eine  Summe 
von  der  Form  a^  -\-  b^  vorkommt,  welche  nur  in  die  complexen 
Factoren  (a-f"*0*(^  —  ^  ^)  zerlegbar  ist  (S.  212).  Jeder  solche 
Factor  lässt  sich  leicht  in  einer  Form  darstellen,  die  den  Bedingungen 
der  trigonometrischen  Functionen   entspricht.     Denn   es  ist  offenbar 

worin  der  in  der  Klammer  enthaltene  Theil,  abgesehen  von  der 
imaginären  Einheit  i,  die  Eigenschaft  hat,  dass  sein  Quadrat  der  Ein- 
heit gleich  ist,  entsprechend  der  Gleichung  cos^  -f-  sin*  =  1.  Dem- 
nach lassen  sich  beide  Glieder  als  Cosinus  und  Sinus  eines  Winkels  f 
auffassen;  nicht  minder  entsprechen  a  und  b  den  Katheten  eines 
rechtwinkeligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  der  Radiusvector  r  ist, 
und  man  erhält  daher  die  oben  allgemein  für  den  Ausdruck  einer 
complexen  Grösse  mittelst  trigonometrischer  Functionen  fest^^estellte 
Beziehung : 

a  -\-  b  i  =  r  (cos  ^  -\-  i  sin  f). 

Der  tiefere  Grund  dieses  Zusammenhangs  liegt  darin,  dass  die 
algebraischen  Functionen  eben  insoweit  den  Charakter  periodischer 
Funcidonen  gewinnen,  als  sie  complexe  Factoren  enthalten.  Sobald 
die  Wurzeln  einer  Function  nten  Grades  complex  werden,  so  wird 
die  Function  periodisch,  indem 'sie  ebenso  viele  periodisch  auf  ein- 
ander folgende  Werthe  annimmt,  als  ihr  Grad  beträgt.  Diese  Eigen- 
schaft ist  eine  naturgemässe  Folge  der  schon  oben  berührten  Viel- 
deutigkeit der  Functionen  complexer  Variabein.  Zu  irgend  einer 
reellen  Zahl  x  kann  man,  wenn  ihr  Vorzeichen  bestimmt  ist,  nur  in 
einer  Weise  und,  wenn  ihr  Vorzeichen  unbestimmt  gelassen  ist, 
nur  auf  zwei  Weisen  gelangen,   da  das  System  der  reellen  Zahlen 
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nach  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  einfach  ausgedehnt  ist.  Zu 
einer  complexen  Zahl  x  -\-  i  y  dagegen  kann  man  auf  yielfältige 
Weise  gelangen,  und  die  sämmtlichen  Wege  lassen  sich,  da  ein 
und  derselbe  Punkt  ihren  Anfangs-  und  Endpunkt  bildet,  immer 
als  Perioden  einer  zusammengesetzten  Bewegung  ansehen.  In  der 
Gleichung  x  -\-  i  y  =  r  (cos  y  -j-  »  sin  f )  ist  dies  unmittelbar  aus- 
gedrückt ,  da  cos  7  und  sin  7  wegen  der  Beziehungen  cos  7  = 
cos  (y  +  2  ic)  =  cos  (y  +  ^  ^)  •  •  •  1  sin  y  =  sin  (9  -|-  2  :t)  .  .  .  u.  s.  w. 
vieldeutige  Grössen  sind. 

Wenn  sich  auf  diese  Weise  die  trigonometrischen  Functionen 
unter  bestimmten  Bedingungen  aus  den  algebraischen  entwickeln, 
so  ist  es  nun  eine  naheliegende  Folgerung,  dass  sie  auch,  gleich 
ihnen,  sich  auf  die  allgemeine  analytische  Form  zurückführen  lassen. 
Nur  ist  dabei  wegen  der  Periodicitat  der  Functionen  vorauszusetzen, 
dass  die  Glieder  der  Reihe  abwechselnde  Vorzeichen  annehmen.  In 
der  That  erhält  man,  wenn  man  erwägt,  dass  sin  0  =  0  und  cos  0=1 
ist,  und  wenn  man  aus  den  bekannten  Beziehungen  sin^  o;  4~  cos'  x  --^- 1 
und  sin  2  a;  =  2  sin  o; .  cos  x  Bedingungsgleichungen  f&r  die  Coefii- 
cienten  entwickelt,  für  die  beiden  Grundfunctionen  Sinus  und  Cosinus 
die  Reihen: 


sin  X  =  a?  — 


x^        ,  x^ 


.3'^  \. 


1.2.8    '    1.2.3.4.5 


cos  a-  =  1 -—  -f 


x^  x^ 


1.2     '      1.2.3.4 

Diese  Reihen  lassen  sofort  eine  nahe  Beziehung  erkennen  zwischen 
den  trigonometrischen  Functionen  und  der  Exponentialfunction.  Ent- 
wickelt man  die  letztere  für  ein  imaginäres  Argument  i\r ,  so  er- 
hält man 

e''=l-\-ix--^-^ 12.3   +1.2.3.4  +  '  '   ' 

woraus  sich  die  Beziehung  ergibt: 

e*'  =  cos  X  -{-  i  sin  x. 

Der  letztere  Ausdruck^stimmt  mit  dem  allgemein  für  eine  complexe 
Grösse  gefundenen  Functionsausdruck  r  (cos  9  +  *  sin  y)  überein, 
wenn  in  diesen  der  Radiusvector  r  gleich  der  Einheit  angenommen 
wird.  Demnach  lassen  sich  die  trigonometrischen  Functionen  als 
Exponentialfunctionen  imaginärer  Argumente  betrachten,  und  com- 
plexe Grössen   sowie   periodische  Functionen   können   ebensowohl  in 
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der  Form  der  trigonometrischen  Function  wie  in  derjenigen  der  £x- 
ponentialfunction  dargestellt  werden.  Wie  wir  die  trigonometrische 
Function  aus  der  algebraischen  sich  entwickeln  sahen,  sobald  sich 
diese  auf  complexe  Werthe  bezieht,  so  geht  sie  aus  der  Exponential- 
function  dann  hervor,  wenn  in  dieser  die  willkürlich  Veränderliche 
imaginär  wird.  Auf  diesen  periodischen  Eigenschaften  beruht  die 
Möglichkeit  der  Anwendung  der  trigonometrischen  Functionen  zum 
Ausdruck  ganz  beliebiger  und  beliebig  wechselnder  Beziehungen 
zwischen  zwei  Veränderlichen.  Denn  wenn  man  die  trigonometrischen 
Functionen  in  solcher  Weise  combinirt,  dass  sie  unregelmässig  wech- 
selnde und  veränderliche  Perioden  darstellen,  so  kann  auf  die  Form 
derselben  jede  willkürliche  Func,tio!n  zurückgeführt  werden 
(S.  206). 


2.    Der  Differentialbegriff. 

a.   Allgemeine  Entwicklung  des  Differentialbegriffs. 

Aus  der  Anwendung  der  Zahl  auf  stetige  Grössen  ist  zunächst, 
wie  wir  sahen,  die  irrationale  Zahl,  aus  dieser  die  algebraische  Ver- 
allgemeinerung der  arithmetischen  Methoden  und  aus  der  letzteren 
endlich  der  Begriff  der  analytischen  Function  als  der  Abhängigkeits- 
beziehung zwischen  stetig  veränderlichen  Grössen  hervorgegangen. 
So  lange  es  sich  nun  allein  darum  handelt,  aus  einer  durch  ein  be- 
stimmtes Gesetz  vorgeschriebenen  Abhängigkeitsbeziehung  diejenigen 
Werthe  einer  Veränderlichen  abzuleiten,  welche  bestimmten  Werthen 
anderer  willkürlich  veränderlicher  Grössen  entsprechen,  so  über- 
schreitet diese  Aufgabe  im  allgemeinen  nicht  die  bisher  eingehaltenen 
Grenzen  der  Analysis.  Ist  nur  die  Gleichung  gegeben,  welche  die 
Function  ausdrückt,  so  kann  durch  Einführung  der  speciellen  Werthe 
des  Argumentes  auch  die  Aufgabe  gelöst  werden.  Ebenso  kann 
man  zu  der  Aufstellung  von  Gleichungen  für  die  Functionsbeziehungen 
mittelst  der  wiederholten  Ausführung  der  gewöhnlichen  arithme- 
tischen Operationen  gelangen,  wenn  sich  eine  zusammengesetzte 
Function  in  eine  begrenzte  Anzahl  linearer  Functionen  zerlegen  lässt, 
was  bei  den  algebraischen  Functionen  immer  zutrifft,  oder  wenn  die 
Abhängigkeitsbeziehung  für  alle  Werthe  der  Function  einer  be- 
stimmten durch  eine  einfache  Exponential-  oder  Kreisfunction  ge- 
gebenen Regel  folgt,  wie  dies  bei  den  elementaren  Formen  der  trans- 
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scendenten  Functionen  der  Fall  ist.  Hier  überall  hat  man  es  zwar 
nicht  bloss  mit  veränderlichen  Grössen,  sondern  auch  mit  veränder- 
lichen Beziehungen  zwischen  ihnen  zu  thun;  aber  die  Constanz  des 
Gesetzes,  welchem  die  Function  folgt,  gestattet  für  einen  weiten 
Bereich  von  Aufgaben,  von  dieser  Veränderlichkeit  zu  abstrahiren. 
Dagegen  ist  dies  nicht  mehr  möglich,  sobald  die  constanten 
Beziehungen,  die  der  analytische  Ausdruck  einer  Function  enthält, 
nicht  ausreichen,  um  mit  ihrer  Hülfe  auch  veränderliche  Beziehungen 
aufzufinden.  So  ist  es  zwar  für  einfachere  algebraische  Curven  leicht, 
die  Richtung  der  Tangente  zu  ermitteln,  welche  an  irgend  einen 
durch  gegebene  Coordinaten  bestimmten  Punkt  gelegt  werden  kann, 
indem  man  aus  der  Gleichung  der  Curve  analytisch  die  Gleichung 
derjenigen  Geraden  ableitet,  die  der  Tangente  entspricht.  Bei  den 
höheren  algebraischen  Curven  wird  aber  diese  Aufgabe  sehr  ver- 
wickelt, und  bei  den  transcendenten  ist  sie  auf  algebraischem  Wege 
nicht  mehr  zu  lösen.  Da  sich  die  Richtung  der  Tangente  stetig 
von  Punkt  zu  Punkt  verändert,  so  kann  eine  allgemeingültige  Me- 
thode zur  Lösung  des  Tangentenproblems  in  der  That  nur  aufge- 
funden werden,  wenn  es  gelingt,  der  stetig  veränderlichen  Richtung 
einer  Curve  in  dem  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Tangente  Rech- 
nung zu  tragen.  Ebenso  ist  es  in  der  Regel  nicht  möglich,  durch 
die  gewöhnlichen  arithmetischen  Hülfsmittel  zu  ermitteln,  welche 
Werthe  von  y  in  einer  Function  y  =  f  {x)  Maximal-  oder  Minimal- 
werthe  sind,  die  zwischen  Aenderungen  von  entgegengesetzter  Rich- 
tung liegen.  Da  solche  ausgezeichnete  Werthe  der  Function  Wende- 
punkte zwischen  vollkommen  stetigen  Aenderungen  darstellen,  so 
setzt  ihre  Ermittelung  im  allgemeinen  ebenfalls  die  Berücksichtigung 
dieser  stetigen  Aenderungen  voraus.  Die  nämliche  Forderung  pflegt 
sich  endlich  dann  einzustellen,  wenn  es  sich  darum  handelt,  den  ge- 
sammten  Betrag  aller  der  Werthe  zu  bestimmen,  die  eine  Function 
annimmt,  wenn  ihre  Argumente  sich  stetig  zwischen  gewissen  Grenzen 
verändern.  Hierher  gehört  also  z.  B.  die  Bestimmung  der  Länge 
einer  Curve,  des  Flächeninhalts  einer  von  einer  Curve  begrenzten 
ebenen  Fläche,  einer  krummen  Oberfläche  u.  s.  w.  Gerade  hier 
übersteigen  schon  verhältnissmässig  elementare  Aufgaben,  wie  die 
Messung  der  Kreisperipherie,  die  Hülfsmittel  der  niederen  Arithmetik. 
Aufgaben  dieser  Art  sind  es  daher,  durch  die  der  Begriff  der  stetig 
veränderlichen  Function  Eingang  in  die  analytische  Unter- 
suchung gefunden  hat.  Da  aber  unsere  Vorstellungen  ebenso  wie 
die  Dinge  ausser   uns  in  einem  stetigen  Flusse   von  Veränderungen 
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begriffen  sind,  so  hat  durch  diese  letzte  Erweiterung  erst  der  Func- 
tionsbegriff  diejenige  Form  angenommen,  in  der  er  den  Objecten 
seiner  Anwendung  vollkommen  adäquat  geworden  ist.  So  schliesst 
mit  den  Orundbegriffen  der  Infinitesimalmethode  der  Kreis  von  Ent- 
wicklungen ab,  welcher  mit  dem  primitiven  Begriff  der  positiven 
ganzen  Zahl  begonnen  hat,  und  aus  dem  wir  alle  fundamentalen 
Methoden  der  Mathematik  allmählich  entspringen  sahen. 

Der  Begriff  der  stetigen  Aenderung  einer  Function  bedarf 
jedoch  einer  angemessenen  Fixirung,  wenn  er  eine  arithmetische 
Verwendung  soll  finden  können.  Eine  solche  kann  nur  darin  be- 
stehen, dass  man  sich  die  veränderliche  Beziehung,  die  an  sich  die 
numerische  Messung  ausschliesst ,  in  Elemente  zerlegt  denkt,  in 
denen  die  Veränderung  aufgehoben  ist.  So  entsteht  der  Grundbegriff 
der  Infinitesimalmethode,  der  Differentialbegriff.  Zur  näheren 
Begründung  desselben  kann  man  aber  auf  verschiedenen  Wegen  ge- 
langen. Einerseits  erwächst  er  mit  innerer  Nothwendigkeit  aus  den 
einzelnen  Gebieten  seiner  Anwendung;  anderseits  ergibt  er  sich  als 
eine  unerlässliche  Weiterbildung  des  allgemeinen  Functionsbegriffs. 
Geht  man  von  den  in  der  Anschauung  gegebenen  Beziehungen  aus, 
so  verknüpft  sich  der  Begriff  der  stetigen  Aenderung  am  unmittel- 
barsten mit  der  Vorstellung  der  Bewegung:  sie  liegt  der  Fluxions- 
methode  Newtons  zu  Grunde.  Eine  zweite  Quelle  desselben  von 
noch  allgemeinerer  Anwendbarkeit  ist  in  der  Betrachtung  geome- 
trischer Objecte  gegeben:  hieraus  ist  der  Leibniz'sche  Differential- 
begriff hervorgegangen.  Sodann  führt  der  Grundbegriff  der  Arith- 
metik, die  Zahl,  auf  einem  allgemeineren  Wege  zu  der  nämlichen 
Auffassung.  Der  so  entstandene  Differentialbegriff  Eulers  nöthigt 
aber,  sobald  man  das  Differential  in  seinem  Verhältniss  zu  den  ur- 
sprünglichen Grössen  unter  dem  Gesichtspunkte  der  Funktion  auf- 
fasst,  zu  dem  letzten  und  allgemeinsten  Infinitesimalbegriff,  zu 
Lagranges  derivii'ter  Function. 

Diese  verschiedenen  Begründungen  des  Differentialbegriffs  sind 
an  sich  vollkommen  mit  einander  vereinbar.  Doch  bei  der  Auf- 
stellung derselben  sind  ausserdem  Gegensätze  der  Anschauungen 
wirksam  gewesen,  die  theils  mit  den  Schwierigkeiten  des  unteren 
und  oberen  Grenzbegriffs,  theils  mit  der  verschiedenen  Auffassung 
der  mathematischen  Grundbegriffe  zusammenhängen.  (Vgl.  oben 
S.  100  und  150.)  Indem  der  mathematische  Realismus  das  Element 
einer  veränderlichen  Beziehung  als  ein  wirklich  existirendes  denkt, 
ist  er  geneigt,  in  dem  Differential  eine  elementare  Grösse  zu  sehen, 

Wnndt,  Logik.  II,  1.    2.  Aufl.  15 
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die  einen  ebenso  fest  bestimmten  Werth  besitze  wie  die  endliche 
Grösse,  von  der  sie  sich  nur  dadurch  unterscheide,  dass  sie  nicht 
messbar  sei.  Diesem  unteren  steht  das  unendliche  als  der  obere 
absolute  Qrenzbegriff  gegenüber.  Dem  mathematischen  Nominalis- 
mus dagegen  gilt  das  Differential  lediglich  als  ein  Hülfsbegriff  des 
rechnenden  Denkens.  Eine  wirklich  momentane  Veränderung  gibt 
es  nicht;  denn  jede  noch  so  kleine  2^it-,  Raum-  oder  Zahlgrösse 
lässt  sich  weiter  getheilt  denken.  Wir  begnügen  uns  daher,  eine 
derartige  Theilung  als  Forderung  aufzustellen  und  in  der  weiteren 
Rechnung  so  zu  verfahren,  als  wenn  die  Forderung  erfüllt  wäre. 
Diesem  Postulat  einer  unteren  Grenze  wird  dann  das  Unendliche  als- 
eine  ähnUche  Fiction  einer  oberen  Grenze,  die  in  beliebigen  An- 
näherungen erreicht  werden  könne,  gegenübergestellt.  Auf  diese 
Weise  bemächtigen  sich  hier  die  eni^egengesetzten  mathematischen 
Anschauungen  der  verschiedenen  Gestaltungen  der  beiden  Grenz- 
begriffe. Der  Realismus  behandelt  das  Differential  als  eine  trans- 
finite,  der  Nominalismus  als  eine  infinite  Grösse.  Dabei  werden 
aber  freilich  die  Standpunkte  nicht  immer  folgerichtig  festgehalten. 
So  schwankt  schon  Leibniz  zwischen  beiden,  obgleich  ursprünglich 
sein  philosophischer  Gegensatz  zu  Newton  gerade  darin  besteht» 
dass  dieser  den  infiniten,  er  selbst  den  transfiniten  Begriff  vertritt. 
Unter  den  Nachfolgenden  machte  Euler  den  Versuch,  den  letzteren 
festzuhalten,  während  hauptsächlich  d'Alembert  und  Lagrange 
die  mathematische  Folgerichtigkeit  und  Fruchtbarkeit  des  infiniten 
Grenzbegriffs  ins  Licht  setzten.  Trotzdem  hat  man  noch  in  neuerer 
Zeit  die  Gleichberechtigung  beider  Standpunkte  vertheidigt*).  Nun 
haben  wir  in  der  That  gesehen,  dass  die  beiden  Formen  der  Grenz- 
begriffe, die  diesem  Streit  zu  Grunde  liegen,  ihre  logische  Berech- 
tigung besitzen.  Aber  es  ist  zugleich  aus  den  für  diese  Begriffe 
gewonnenen  Bestimmungen  ersichtlich,  dass  innerhalb  der  Infini- 
tesimalmethode nur  die  infiniten  Grenzbegriffe  zulässig  und  ver- 
werthbar  sind.    Denn  diese  Methode  ist  aus  der  Untersuchung  stetig 


*)  P.  duBoisReymond,  Allgemeine  Function entheorie,  I,  S.  58  fF.  Der 
Verf.  ist,  wie  ich  glaube,  zu  seiner  Auffassung  nicht  bloss  durch  die  Verken- 
nung der  beiden  Formen  des  Unendlich keitebegriffs ,  sondern  auch  durch  den 
Umstand  geführt  werden,  dass  er  die  Ansichten  des  Realismus  und  des  Nomi- 
nalismus über  das  Wesen  der  mathematischen  Begri£fe  Überhaupt  für  gleich 
berechtigt  hält.  Wir  haben  aber  gesehen,  dass  in  dieser  Beziehung  beide 
Standpunkte  unhaltbar  sind,  weil  sie  die  Natur  der  mathematischen  Abstraction 
entweder  übersehen  oder  unrichtig  auffassen.    Vgl.  hierzu  oben  S.  100  ff. 
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veränderlicher  Functionen  hervorgegangen. '  Innerhalb  dieser  Unter- 
suchung kann  es  sich  nun  immer  nur  um  denjenigen  Ghrenzbegriff 
handeln,  welcher  die  Grenze  einer  veränderlichen  Grösse  be- 
zeichnet. Wenn  es  hierfür  noch  eines  Beweises  bedarf,  so  wird 
derselbe  durch  die  Entwicklung  der  Infinitesimalbegriffe  geliefert. 
Denn  so  wenig  man  sich  bei  derselben  auch  des  verborgenen  Kampfes 
bewusst  gewesen  ist,  den  hier  die  beiden  Unendlichkeitsbegriffe  mit 
einander  führten,  so  kann  es  doch  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass 
die  Auffassungen,  die  Newton  in  seiner  Grenzmethode  und  La- 
grange in  seinem  Functionencalcül  zur  Geltung  gebracht,  den  Sieg 
behauptet  haben.  Dieser  Sieg  kann  aber  nicht  als  ein  ephemerer 
Erfolg  angesehen  werden,  sondern  er  ist  daraus  entsprungen,  dass 
jene  Auffassungen  theils  die  naturgemässen  Grundlagen  für  die  all- 
gemeine Anwendung  der  Methode  abgeben,  theils  diese  in  die  un- 
mittelbarste Verbindung  mit  den  sonstigen  Entwicklungen  des  Zahl- 
und  Functionsbegriffs  bringen. 

b.   Der  phoronomische  Differentialbegriff. 

Die  Vorstellung  der  Bewegung  reicht  zwar  nicht  aus,  um  den 
Differentialbegriff  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  zu  erschöpfen;  aber 
für    seine    einfachsten  Anwendungen    liefert    sie    die   anschaulichste 
Darstellung.     Um  den  Begriff  der  Bewegung  loszulösen   von  allem, 
was  für  ihn  unwesentlich  ist,   müssen  wir  ihn   beschränken  auf  die 
abstracte  Auffassung  einer  Ortsveränderung  in  der  Zeit,  dagegen  von 
der  Form  des  zurückgelegten  Weges  vollkommen  absehen.   In  dieser 
abstracten  Auffassung   enthält   der  Begriff  der  Bewegung  Zeit   und 
Raum  als  fortwährend  fliessende  Grössen  oder  Fluenten  nach  dem 
Ausdrucke  Newtons,  und  zwar  die  Zeit  als  eine  gleichförmig  wach- 
sende Grösse,  den  Raum  als  eine  Grösse,  die  nach  den  verschiedensten 
Gresetzen  mit  dem  Wachsthum  der  Zeit  sich  verändern  kann.    Denkt 
man  sich  die  Zeitgrössen  auf  einer  Abscissenlinie,  die  Ortsverände- 
rungen  als  zu  ihr  senkrechte  Ordinaten  aufgetragen,   so   liefert  die 
durch  die  Verbindung   der  letzteren   gewonnene  Curve   ein  Bild  der 
Geschwindigkeit   und    ihres  Wechsels    in   jedem   Momente   der  Be- 
wegung.    Indem   man  nun  jede  beliebige  Grössenänderung  als  eine 
Bewegung  auffasst,  die  in  einer  gewissen  Zeit  sich  vollzieht,  gewinnt 
man  in  dem  einzelnen  Zeitmoment  und  in  der  demselben  entsprechen- 
den momentanen  Geschwindigkeit  oder  in  den  von  Newton  so  ge- 
nannten Fluxionen   elementare  Begriffe,   welchen   die  dem  Begriff 
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der  Veränderung  mangelnde  Constanz  zukommt,  während  die  Vor- 
stellung eines  stetigen  Flusses,  ohne  welche  keine  Veränderung 
möglich  ist,  in  ihnen  erhalten  blieb'*').  Die  Schwierigkeiten  des 
DifferentialbegrifiTs  sind  dadurch  nicht  beseitigt,  aber  sie  sind  in  den 
fundamentaleren  Begriff  der  Bewegung  zurückverlegt,  und  sie  müssen 
darum  auch  zunächst  durch  die  Zergliederung  dieses  Begriffes  ge- 
löst werden. 

Nun  ist  es  bekanntlich  von  dem  Eleaten  Z  e  n  o  bereits  als  ein 
Widerspruch  in  dem  Begriff  der  Bew^^ng  angesehen  worden,  dass 
dieselbe  in  fortwährendem  Flusse  begriffen  und  doch  in  einzelne 
Momente  zerlegbar  sei,  in  denen  der  bewegte  Körper  bestimmte 
Orte  im  Räume  einnehme.  Her  hart  hat  hier  den  Ausweg  ein- 
geschlagen, dass  er  die  Zeit  aus  unveränderlichen  Zeitpunkten  be- 
stehen lässt,  so  dass  der  Zenonische  Satz  wirklich  seine  Gültigkeit 
behält:  das  Bewegte  ruht  in  jedem  Punkte  seiner  Bahn.  Die  Be- 
wegung selbst  wird  dann  zu  einem  objectiven  Schein,  und  der  an- 
gebliche Widerspruch,  der  im  Begriff  der  Bewegung  liegt,  ver- 
schwindet, weil  es  in  der  Welt  des  Realen  weder  eine  stetige  Aen- 
derung  noch  überhaupt  ein  Continuum  gibt'*''*').  Uns  ist  mit  dieser 
Auskunft  wenig  geholfen.  Denn  der  Differentialbegriff  bezieht  sich 
gerade  auf  jenen  objectiven  Schein  Herbarts,  in  welchem  nur  stetige 
Aenderungen  vorkommen.  In  Wahrheit  fällt  aber  dem  Eleatischen 
Widerspruch  nicht  eine  Vermengung  des  Intelligibeln  und  Sinnlichen, 
sondern  zunächst  nur  eine  Verwechslung  jener  beiden  Grenzbegriffe 
zur  Last,  denen  wir  arithmetisch  den  gleichen  Werth  Null  beilegen, 
obgleich  wir  jedesmal  mit  diesem  Werth  einen  verschiedenen  Be- 
griff verbinden.  (Vgl.  S.  150.)  Die  Bewegung  des  Pfeils  in  jedem 
Punkt  seiner  Bahn  ist  wirklich  gleich  Null,  aber  diese  Null  ist  nicht 
die  aufgehobene,  sondern  die  verschwindende  Grösse.  Jene  würde, 
auch  wenn  wir  sie  unendlich  oft  wiederholt  dächten,  immer  gleich 
Null  bleiben;  diese  ist  das  Resultat  einer  Zerlegung,  die  man  sich 
ins  Unendliche  fortgesetzt  denkt,  und  aus  der,  wenn  der  Zerlegungs- 
process  umgekehrt  wird,  nothwendig  wieder  endliche  Grössen  ent- 
stehen müssen.  Diese  Vertauschung  der  beiden  Formen  des  Grenz- 
begriffs wird  bei  dem  Zenonischen  Beweis  noch  unterstützt  durch 
den  Schein  der  Wahrnehmung.  Wenn  man  sich  den  einzelnen  Mo- 
ment der  Bewegung  für  sich  isolirt  vorstellt,   so   entsteht   das  Bild 


*)  Newton!  Methodus  Fluxionum,  Opuscula  I,  p.  34. 

*)  Herbart,  Metaphysik,  II,  §.  284  f.    (Werke  Bd.  4,  S.  233). 
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des  ruhenden  Pfeils.  Doch  der  Begriff  der  objectiven  Bewegung 
verlangt,  dass  die  einzelne  Wahrnehmung  mittelst  der  Ergebnisse 
der  ihr  vorangehenden  und  nachfolgenden  Wahrnehmungen  ergänzt 
werde.  Nur  auf  diesem  Wege  l'asst  sich  entscheiden,  ob  der  mo- 
mentane Ort  des  bewegten  Körpers  constant  bleibt  oder  sich  stetig 
venLndert.  So  erweist  sich  der  Unterschied  der  wirklichen  und 
scheinbaren  Ruhe  nur  als  ein  anschauliches  Beispiel  für  den  Unter- 
schied der  beiden  Formen  des  Nullbegriffs.  Da  die  Fluxionsmeihode 
der  Auffassung  der  veränderlichen  Functionsbeziehung  den  Begriff 
der  continuirlichen  Bewegung  substituirt,  so  hat  in  ihr  der  absolute 
Nullbegriff  keine  Stelle,  sondern  sie  denkt  sich  die  beiden  Fluenten, 
welche  den  Begriff  der  Bewegung  zusammensetzen,  die  Zeit  und  den 
Raum,  in  ihre  Elemente,  in  Zeitmomente  und  geometrische  Punkte, 
zerlegt.  In  charakteristischer  Weise  bezeichnet  daher  Newton  die 
zu  den  Fluenten  x  und  y  gehörigen  Fluxionen  durch  einen  über  die 
Buchstabensymbole  gesetzten  Punkt:  x  bedeutet  zunächst  den  nach 
dem  Ablauf  der  Zeit  x  eintretenden  Zeitpunkt,  y  den  nach  dem 
Durchlaufen  des  Raumes  y  erreichten  Raumpunkt.  Aber  da  Zeit 
und  Raum  bei  der  Bewegung  fliessende  Grössen  sind,  so  gewinnen 
i  und  if  zugleich  die  Bedeutung  der  dem  Zeitpunkt  x  entprechenden 
(Geschwindigkeit  des  Abflusses  der  Zeit  und  der  dem  Raumpunkt  y  ent- 
sprechenden Geschwindigkeit  der  Ortsveränderung.  Statt  immerwährend 
auf  die  Grundbedeutung  von  x  und  if  zurückzugehen,  zieht  Newton 
überdies  im  allgemeinen  es  vor,  die  Fluxionen  unmittelbar  als  die  mo- 
mentanen Geschwindigkeiten  des  Wachsthums  der  beiden  Coordi- 
naten  einzuführen,  eine  Uebertragung,  durch  welche  die  geometrische 
Verwendung  der  Methode  erleichtert  wird.  Jene  ursprüngliche  Be- 
deutung der  beiden  Fluxionen  kommt  aber  darin  zur  Geltung,  dass 
stets  die  Geschwindigkeit  x  für  alle  Werthe  der  Fluenten  x  als 
constant  angesehen  wird,  während  die  zugehörige  Geschwindigkeit  if 
eine  wechselnde  sein  kann.  Da  nun  x  und  ij  momentane  Ge- 
schwindigkeiten bedeuten,  so  muss,  wenn  man  die  Werthe  des  Ver- 

naltnisses  -r-  bestimmen  will,  die  in  einem  gegebenen  Moment  statt- 

X 

findende  Bewegung  mit  der  vorangegangenen  und  nachfolgenden  in 
Beziehung  gesetzt  werden.  Zu  diesem  Zweck  sondert  Newton  die 
B^riffe  des  Zeitverlaufs  und  der  Ortsveränderung  wieder  in  je  zwei 
Begriffe,  indem  er  die  Fluxionssymbole  x  und  //  bloss  Geschwindig- 
keiten bedeuten  lässt  und  die  Zeit-  und  Raumwerthe,  auf  die  sich 
diese  Geschwindigkeiten  beziehen,   besonders  bezeichnet.     Insofern 
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nun  Geschwindigkeiten  bestimmter  Zeit-  und  Raomgrossen  zn  ihrer 
Messung  bedOrfen,  behandelt  dann  Newton  i  und  y  als  messbare 
21ahlgrdss6n,  welche  erst  dadurch  gleich  Null  werden,  dass  man  die 
Zeit  und  den  Baum,  innerhalb  deren  diese  Geschwindigkeiten  an- 
genommen werden,  gleich  Null  setzt.  Die  so  entstehenden  Producte 
x.O  und  ij  .  0  nennt  er  die  Momente  der  Zeit-  und  der  Raum- 
geschwindigkeit. Seine  Methode,  um  zu  den  Differentialien  be- 
stimmter Functionen  zu  gelangen,  besteht  dann  darin,  dass  er  die 
Veränderlichen  um  diese  Momente  zunehmen  lässt,  in  der  Rechnung 
die  Nullen  wie  wirkliche  Zahlen  behandelt,  schliesslich  aber  aUe 
Glieder  hinweghebt,  welche  die  Null  als  Factor  enthalten.  Ist  z.  B. 
die  einfache  Function  y  ==a?*  g^eben,  so  setzt  Newton  y  +  y  0  = 
(jr  -f  i  0)*  =^ a;* -f  2  xx  0  -f-  i*0*,  und  schliesst  daraus,  da  (y  +  // 0)  —  y 
=  (z  -♦  xOy  —  x^  sein  muss : 

y0  =  2a;i0-i-i*0»,  y  =  2a;i- oder -?-=  2-r. 

Man  sieht  deutlich,  dass  diese  Einführung  der  Momente  xO  und  y<^ 
nur  ein  Kunstgriff  ist,  welcher  dazu  dienen  soll,  in  der  Gleichung 
y0  =  2a;i0-|-x*0*  das  zweite  Glied  hin  wegzuschaffen.  In  Wahr- 
heit operirt  man  nur  mit  den  Begriffen  i  und  y,  der  momentanen 
Zeitgeschwindigkeit  und  der  momentanen  Ortsveränderung.  Der  Her- 
vorhebung, dass  hier  die  Ausdehnung  der  Zeit  und  des  Raumes  gleich 
Null  sei,  bedarf  es  gar  nicht:  das  liegt  in  den  Begriffen  voni  und  y 
schon  eingeschlossen,  daher  auch  in  dem  endlichen  Ergebnisse  die 
letzteren  allein  genügend  sind.  Hätte  Newton  einfach  bemerkt, 
dass  X  und  y  gleich  Null  sind  und  deshalb,  wo  sie  einzeln  oder  mit 
einander  multiplicirt  vorkommen,  hinwegfallen,  dass  dagegen  das  Ver- 

• 

hältniss   ~   darum   doch  einen  bestimmten  Werth  haben  könne,    so 

X 

würde  er  ohne  die  Zwischenrechnung  mit  der  Null  zu  seiner  Fluxions- 
gleichung  gelangt  sein.  Aber  es  wäre  dann  allerdings  ein  Hinaus- 
gehen über  den  Begriff  der  momentanen  Bewegung  erforderlich  ge- 

y 
wesen;   denn  der  Nachweis,  dass  der  Quotient  -?-    im    allgemeinen 

einen  bestimmten  Werth  besitzt,  fordert  eine  Berücksichtigung  des 
ganzen  Verlaufs  der  Bewegung.  Eine  solche  liegt  nun  zwar  schon 
in  der  Natur  der  Aufgaben,  welche  die  Fluxionenrechnung  behandelt. 
Eine  gegebene  Gleichung  y  ^  f  {x)  ist  ja  stets  ein  Ausdruck  für  den 
ganzen  Verlauf  der  Function,    und  die  Differentialgleichung,  welche 
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für  einen  bestimmten  Moment  das  Wachsthum  der  Veränderlichen 
bestimmt,  kann  eben  darum  nur  aus  der  ursprünglichen  Functions- 
gleichung  abgeleitet  werden.  Sobald  man  aber  bei  der  Ableitung 
des  Fluxionsbegriffs  sogleich  auf  die  Beziehung  der  momentanen  Ver- 
änderung zu  der  vorangehenden  und  nachfolgenden  Rücksicht  nimmt, 
so  führt  dies  zur  geometrischen  Darstellung  der  Bewegung  und  da- 
mit zum  geometrischen  Differentialbegriff. 

Noch  in  andern  Beziehungen  zeigt  sich  die  Vorstellung  der 
Bewegung  ungenügend.  Ein  Mangel  derselben  liegt  namentlich  darin, 
<da8s  sie,  da  der  Begriff  der  Bewegung  nur  zwei  Fluenten,  die  Zeit 
und  den  Raum,  enthält,  auf  Functionen  zwischen  mehr  als  zwei 
Veränderlichen  nicht  anwendbar  ist.  Newton  selbst  hat  daher  für 
solche  Zwecke  zu  geometrischen  Veranschaulichungen  gegriffen,  welche 
dem  Geist  der  Fluxionsmethode  eigentlich  fremd  sind.  So  nöthigt 
der  phoronomische  Differentialbegriff  von  verschiedenen  Seiten  her 
zu  einer  Weiterbildung,  die  ihn  in  den  geometrischen  überführt. 

c.   Der  geometrische  Differentialbegriff. 

Eine  Function  von  der  Form  y  =  f  (x)  wird  geometrisch  dar- 
gestellt durch  eine  Curve,  in  welcher  einem  gleichförmigen  Wachs- 
thum der  Abscissen  ein  Wachsthum  der  Ordinaten  entspricht,  dessen 
Gesetz    durch   jene   Gleichung  bestimmt   ist.      Wenn   die   Differenz 
JTg — x^   constant  bleibt,    so   kann   daher   die   zugehörige   Differenz 
y,  —  ^1  im  allgemeinen  sehr  verschiedene  Werthe  annehmen.     Nur 
in  einem  Fall  bleibt  auch  y^  — Vi  constant,   dann  nämlich,   wenn 
die  Function  y  =  f  (x)  eine  lineare  ist.    Auf  diesen  einfachsten  Fall 
lässt  sich  nun  eine  jede  Function  zurückführen,  wenn  man  die  Vor- 
aussetzung macht,  dass  die  Differenzen  x^  —  x^  und  y^  —  ^j  unend- 
lich kleine  Grössen   bedeuten.     Denn   ein   unendlich    kleines   Stück 
einer  beliebigen  Curve  kann  immer  als  eine  gerade  Linie  angesehen 
werden.      Das   betreffende   Curvenstück   fällt   dann   seiner   Richtung 
nach  vollständig  mit  der  Tangente  der  Curve  zusammen.    Auf  diesen 
B^riff    unendlich    kleiner    Differenzen    der    Coordinaten     gründete 
Leibniz  die  Bezeichungen  dx^  dy  für  die  Differentiale  der  Veränder- 
lichen.    Geometrisch   aber  bedeuten  dx  und  dy  die  Katheten  eines 
unendlich   kleinen  rechtwinkeligen  Dreiecks,   dessen  Hypotenuse  die 
Tangente  ist.    Die  Seiten  dieses  „Triangulum  characteristicum",  wie 
Leibniz  es  nannte,  sind,  ebenso  wie  dessen  Flächeninhalt,  unendlich 
Wein;  dennoch  besteht  zwischen  denselben  ein  bestimmtes  Verhält- 
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niss,  welches  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden  kann,  und  welches 
ungeändert  bleibt,  wenn  man  sich  durch  ein  stetiges  und  gleich- 
förmiges Wachsthum  das  unendlich  kleine  Dreieck  in  ein  ihm  ähn- 
liches Dreieck  von  endlicher  Grösse  übergefQhrt  denkt.  Da  nun  die 
Tangente  als  Hypotenuse  trigonometrisch  durch  das  Verhältniss  der 
beiden  andern  Seiten  bestimmt  wird,  so  misst  dieses  oder  der  Quotient 

dy 

-~-  die  Richtung  der  Curve   an   dem  betreffenden  Punkte,   und  die 

nächste  Aufgabe  der  Differentialrechnung  ist  gelöst,  wenn  es  gelingt, 
aus  der  aufgestellten  Functionsgleichung  y  =  f  (t)  den  Werth  jenes 
Quotienten  in  allgemeingültiger  Weise  zu  gewinnen. 

Man  sieht  sofort,  dass  der  wesentliche  Unterschied  dieses  geo- 
metrischen Differentialbegriffs  Yon  dem  Fluxionsbegriff  in  der  Ein- 
führung der  unendlich  kleinen  Grösse  besteht.  Die  Fluzion  wurde 
als  eine  momentane  Bewegung  angesehen.  Hier  dagegen  macht  es 
der  geometrische  Ausgangspunkt  unmöglich,  von  der  Ausdehnung 
ganz  zu  abstrahiren.  Die  Seiten  des  charakteristischen  Dreiecks  ver- 
schwinden zwar  im  Vergleich  mit  jeder  gegebenen  Grösse,  aber  sie 
können  niemals  gleich  Null  werden.  Dadurch  hat  man  den  Vortheil, 
dass  die  Beziehung  der  momentanen  Aenderung  zu  der  vorange- 
gangenen und  nachfolgenden,  die  bei  der  Fluxionsmethode  Schwierig- 
keiten bereitet,  hier  von  Anfang  an  schon  in  den  Differentialbegriff 
aufgenommen  ist.  Dafür  aber  büsst  dieser  selbst  seine  Strenge  ein. 
Die  Annahme,  dass  ein  unendlich  kleines  Stück  einer  Curve  einer 
geraden  Linie  gleichkomme,  genügt  zwar  vollkommen,  um  praktisch 
zu  richtigen  Resultaten  zu  gelangen,  aber  diese  Resultate  erscheinen 
nur  als  Annäherungen,  ähnlich  wie  bei  der  in  dieser  Beziehung  auf 
gleichem  Boden  stehenden  so  genannten  Exhaustionsmethode  des 
Archimedes.  Leibniz  selbst  suchte  dieser  Schwierigkeit  gelegent- 
lich zu  entgehen,  indem  er  das  Differential  als  das  letzte  untheilbare 
Element  einer  Grösse  auffasste  und  erklärte,  eine  Differenz  x^  —  x^ 
sei  dx,  wenn  x^  und  x^  die  zwei  , einander  nächsten'*  Werthe  von  x 
bezeichneten.  In  gleicher  Absicht  verglich  er  das  Verhältniss  der 
Differentialien  zu  den  ursprüngliehen  Grössen  mit  dem  Verhältniss 
arithmetischer  Reihen  von  verschiedener  Ordnung.  Auf  diese  Weise 
hob  er  eben  den  Begriff  der  Stetigkeit,  dessen  Bedeutung  für  die 
Infinitesimalmethode  er  sonst  mit  Recht  betonte,  gerade  bei  dem 
Grundbegriff  derselben  wieder  auf.  Zugleich  ist  ersichtlich,  dass 
dieser  Versuch,  aus  absolut  untheilbaren  und  darum  eigentlich  dis- 
continuirlichen  Elementen  die  stetige  Grösse  entstehen  zu  lassen,  mit 
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dem  metaphysischen  Begriff  der  Monade  in  einer  gewissen  Beziehung 
steht.  Bekanntlich  sind  aber  die  Grundgedanken  der  Differential- 
rechnung älter  als  die  Ausbildung  der  monadologiscben  Vorstellungen. 
Es  mag  sein,  dass  gerade  die  Widersprüche,  in  die  sich  Leibniz 
durch  den  Begriff  der  Stetigkeit  zu  verwickeln  meinte,  wenn  er  nicht 
letzte  untheilbare  Elemente  voraussetzte,  bei  der  Bildung  des  Monade- 
begriffs mitgewirkt  haben.  Dass  jene  Schwierigkeiten  nicht  durch 
eine  solche  absolute  Bedeutung,  die  man  dem  Differential  beilegt^ 
gelöst  werden  können,  dies  zeigt  nun  aber  sofort  die  Unterscheidung 
unendlich  kleiner  Grössen  verschiedener  Ordnung,  zu  der  Leibniz 
selbst  schon  veranlasst  wurde.  In  der  That  wird  man  auf  rein 
arithmetischem  Wege  zu  dieser  Unterscheidung  geführt,  wenn  man 
die  Differentialausdrücke  für  bestimmte  Functionen  entwickelt;  denn 
das  Verfahren  besteht  hier  immer  darin,  dass  man  die  unendlich 
kleinen  Grössen  zweiter  und  höherer  Ordnung  gegen  diejenigen  erster 
Ordnung  verschwinden  lässt.  So  gewinnt  man  z.  B.  aus  der  Function 
y  =  af"  das  Differential  dy  =  naf*"^  dx^  indem  man  in  dem  Aus- 
druck {x  -j-  dxy  —  X*  das  Binomium  in  eine  Reihe  entwickelt,  alle 
Glieder,  welche  eine  höhere  als  die  erste  Potenz  von  dx  enthalten, 
weghebt,  und  dann  x**  subtrahirt.    Nimmt  man  hier  an,  dass  dx  aus 

einer  Theilung  —  hervorgegangen  sei,  so  werden  die  höheren  Po- 
tenzen dx*,  dx^  .  ,  .  durch  die  Brüche  — ^,  — 5  •  •  •  dargestellt  wer- 
den können.  Bei  der  Motivirung  des  Verschwindens  dieser  höheren 
Differentialen  schwankt  aber  Leibniz  selbst  noch  zwischen  zwei 
verschiedenen  Auffassungen.  Einerseits  nämlich  meint  er,  dieselben 
hätten,  ähnlich  den  imaginären  Grössen,  eine  bloss  formale  Bedeutung, 

da  das  Element  dx  =  —  nicht  mehr  weiter  getheilt  werden  könne; 

anderseits  gesteht  er  zu,  dass  zwischen  den  unendlich  kleinen  Grössen 
Terschiedener  Ordnung  eine  ähnliche  Relation  angenommen  werden 
könne,  wie  zwischen  einem  unendlich  Kleinen  erster  Ordnung  und 
einer  endlichen  Grösse*).  Erst  in  der  Folgezeit  ist  diese  letztere 
Auffassung  und  damit  überhaupt  die  Anschauung,  dass  das  unend- 
lich Kleine  keine  absolute,  sondern  nur  eine  relative  Bedeutung  be- 
sitze, zur  Herrschaft  gelangt.     Es  mochte  dabei  wohl  hauptsächlich 


*)  Leibniz'  mathematische  Werke,  herausgegeben   von  Gerhardt,   V. 
5.389. 
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die   bereits   von   L  e  i  b  n  i  z   erkannte    geometrische  Bedeutung   des 

zweiten  Differentialquotienten  mitwirken. 

Im  Sinne  der  Theorie  des  unendlich  Kleinen  bedeutet  nun  dy 

die  Differenz  zweier  einander  unendlich  nahe  gelegener  Ordinaten  y^ 

dy 
und  yg,  und  der  Quotient  -7^  als  trigonometrische  Tangente  des  Win- 

kels,  welchen  das  unendlich  kleine  Curvenstück  mit  der  Abscissen- 
linie  bildet,  bestimmt  die  Richtung  der  Curve  an  der  gegebenen 
Stelle.  Bleiben  fClr  eine  Eleihe  auf  einander  folgender  unendlich 
kleiner  Ordinatenunterschiede  y^  —  y^,  y^  —  Vii  y^  —  y«  die  Werthe 

d  n 
von  -T^  die  nämlichen,  so  ist  die  Richtung  der  Curve  an  der  betreffen- 
den Stelle  constant,  d.  h.  die  Curve  selbst  ist  hier  eine  gerade  Linie. 
Sind  dagegen  jene   unendlich   kleinen  Differenzen  von  einander  ver- 
schieden,  so   erhält  man   auch  ftlr  den  ersten  Differentialquotienten 

eine-  Reihe  von  einander  verschiedener  Werthe  --7^,  -3^  .  .  ,      Die 

ax      ax 

Geschwindigkeit  der  Richtungsänderung  wird  dann  offenbar  gemessen 

durch     die    Differenzen    dy^  —  rfy^, 

dy^  —  dy^  .  ,  .^  welche  je  nach  dem 

Sinn    der   Richtungsänderung    positiv 

oder  negativ  sein  können.  Geometrisch 

lässt  sich  aber  eine  Differenz  dy^  —  rfy^ 

« 

darstellen,  wenn  man  die  Endpunkte 
der  beiden  Ordinaten  y^  und  y^  durch 
die   Gerade  mn   verbindet  und   diese 
Gerade  bis  zum  Punkte  p  der  nächsten 
Ordinate  y^  verlängert.    Es  entspricht 
dann    das    Stück    pq    der    unendlich 
kleinen  Differenz  dy^  —  dyj,  welche 
symbolisch  durch  d^y  bezeichnet  wird.    Führt  man  statt  der  absoluten 
Werthe  dy^^  dy^   ihre  Verhältnisse   zu   den   unendlich   kleinen   Zu- 
wüchsen dx  ein,  so  erhält  man 


Fig.  15. 


^        \dx         dx/ 


Nun  besteht  der  Begriff  der  Richtungsänderung  darin,  dass  das 
Verhältniss  dieser  Differenz  der  Quotienten  zu  dem  unendlich  kleinen 
Zuwachs  dx  bestimmt  wird.  Die  Gleichung  geht  also  über  in  die 
folgende : 
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dys  _  dyi  ^dy^ 

,,  dx         dx     j    ^  dx   j   ^ 

^'y = — Tx —  ■^'^  =-dr  '^^ ' 


oder 


d^y  dx 

dx*  dx    ' 

welche  letztere  Oleichung  eben  nichts  anderes  aussagt,  als  dass  zur 
Bestimmung  der  Richtungsänderung  einer  Curve  an  einem  gegebenen 
Punkte  der  erste  DifFerentialquotient,  welcher  die  Richtung  angibt, 
noch  einmal  der  Operation  der  Differentiation  in  Bezug  auf  die  un- 
abhängig Veränderliche  unterworfen  werden  muss.  Die  nothwendige 
Folge  davon  ist,  dass  im  Nenner  des  zweiten  Differentialquotienten 
der  Zuwachs  des  Argumentes  im  Quadrat  erscheint.  Es  ist  klar, 
dass  sich  diese  geometrischen  sofort  in  phoronomische  Vorstellungen 
übertragen   lassen.     Wie   die  Richtung  oder  der  erste  Differential- 

dy 
quotient  ^  der  Geschwindigkeit,   so  entspricht  hier  die  Richtungs- 

d^x 
änderung  oder  der  zweite  Differentialquotient  -z — -   der   Oeschwindig- 

Cv  X 

keitsänderung.  Unter  Befolgung  des  Permanenzprincips  kann  nun 
aber  die  nämliche  Operation,  durch  welche  aus  dem  ersten  der  zweite 
Differentialquotient  hervorgegangen  ist,  beliebig  wiederholt  werden, 
und  man  gewinnt  so  die  unbegrenzte  Reihe  der  höheren  Differential- 

Quotienten  -r^,  -r-^  .  .  .  -r-^-  Kann  für  dieselben  auch  eine  an- 
^  ax^    dx^  dx*" 

schauUche  geometrische  oder  mechanische  Bedeutung  nicht  mehr  ge- 
funden werden,  so  haben  sie  doch  jedenfalls  eine  arithmetische  Be- 
deutung, da,  sobald  man  die  Differentiation  als  eine  reine  Zahlen- 
operation auffasst,  ihrer  beliebigen  Wiederholung  keine  Schranken 
gesetzt  sind. 

Mit  dem  so  erweiterten  Begriff  des  Differentials  ist  nun  jene 
absolute  Bedeutung,  welche  Leibniz  demselben  beizulegen  geneigt 
war,  nicht  mehr  zu  vereinigen,  sondern  auf  dem  Boden  der  bisherigen 
geometrischen  Betrachtungen  bleibt  nur  noch  der  Begriff  eines  relativ 
unendUch  Kleinen  möglich,  welcher  zugleich  die  arithmetisch  postulirte 
beliebige  Wiederholung  der  Differentiation  gestattet,  da  die  Reihe 
ier  relativen  Unendlichkeiten  an  und  für  sich  keine  Grenzen  hat. 
Aber  es  gewinnt   damit   auch   die  Infinitesimalmethode  jenen  schon 
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oben  berührten  Charakter  eines  blossen  Annäheningsverfahrens, 
welcher  um  so  unbefriedigender  ist,  als  die  Voraussetzungen,  aus  denen 
er  entspringt,  offenbar  der  Richtigkeit  entbehren.  Denn  eine  Curve 
ist  in  Wirklichkeit  nicht  aus  geraden  Linien,  eine  yeränderliche  Be- 
wegung nicht  aus  gleichförmigen  Bewegungen  Yon  irgend  einer  wenn 
auch  noch  so  geringen  Ausdehnung  zusammengesetzt.  Dazu  kommt, 
dass  die  Auffassung  des  zweiten  und  der  höheren  Differentialquo- 
tienten als  unendlich  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  brauchbar 
ist,  so  lange  es  sich  darum  handelt,  dieselben  bloss  gegen  den  ersten 
Differentialquotienten  verschwinden  zu  lassen,  dass  aber  diese  Deu- 
tung ungenügend  wird,  sobald  sie  eine  reale  Bedeutung  gewinnen. 
Der  Begriff  der  Richtungsänderung  zum  Beispiel  setzt  zwar  den  der 
Richtung  voraus,  sicherlich  aber  wird  durch  die  Annahme  unendlich 
kleiner  Grössen  verschiedener  Ordnung  das  Yerhältniss  beider  Be- 
griffe nicht  zureichend  bestimmt. 

Diese  Schwierigkeiten,  welche  die  geometrische  Deutung  des 
unendlich  Kleinen  herbeiführt,  sind  nun  auf  das  glücklichste  ver- 
mieden in  der  eigenthümlichen  Umgestaltung,  die  der  geometrische 
Differentialbegriff  in  der  in  ihren  Grundgedanken  zuerst  von  New- 
ton in  seinen  .mathematischen  Principien  der  Naturphilosophie« 
angegebenen  und  dann  hauptsächlich  durch  Maclaurin  und  d'Alem- 
bert  ausgebildeten  so  genannten  Grenzmethode  erfahren  haf^). 
Der  glückliche  Griff  dieser  Umgestaltung  des  Leibniz'schen  Yer- 
fahrens  besteht  darin,  -dass  man  bei  ihr  von  einer  beHebigen  end- 
liehen  Differgnz  der  Veränderlichen  durch  continuirliche  Abnahme 
derselben  auf  den  Grenzfall  zurückgeht,  wo  die  Differenz  null  wird, 
und  dass  man  das  Differential  als  diesen  Grenzfall  betrachtet.  Geo- 
meb*isch  lässt  sich  auch  dieser  Betrachtung  das  charakteristische 
Dreieck  zu  Grunde  legen;  aber  die  Hypotenuse  desselben  ist  die 
zwischen  den  Punkten  m  und  n  der  Curve  gezogene  Sehne,  und  die 
trigonometrische   Tangente   des  Winkels,   welchen   diese   Sehne  mit 

der  Abscissenaxe    bildet,    wird    durch    den  Differenzquotienten  -v^ 

bestimmt.  Denkt  man  sich  jetzt  den  Punkt  n  dem  m  näher  und 
näher  rücken  und  schliesslich  mit  demselben  zusammenfallen,  so 
geht  für  diesen  Grenzfall  ^ie  Sehne  in  die  Tangente  und  der  Differenz- 
quotient in  den  Differentialquotienten  --z —  über.     Auch   der   zweite 


*)  Newton,  Principia,  liber  I,  sect.  1.    üebersetzung  von  Wolfers,  S.  46. 


Geometrischer  Differentialbegriff.  237 

Differentdalquotient  gewinnt  auf  diesem  Wege  unmittelbar  seine 
geometrische  Bedeutung,  ohne  dass  es  nöthig  wird,  die  Annahme 
Ton  unendlich  kleinen  Grössen  einzuführen.   Denn  der  zweite  Di£Fe- 

renzquotient    >   ^    bezeichnet   nun   die   für   einen   bestimmten  end- 

Uchen  Unterschied  Aa?  stattfindende  Richtungsänderung  der  Curve. 
Lässt  man  wiederum  den  Punkt  n  mit  m  zusammenfallen,   so  stellt 

der  für  diesen  Grenzfall  zurückbleibende   Di£FerentiaIquotient  —7  ' 


X* 


die  Richtungsänderung   der  Curve   im   Punkte  m   dar,    ebenso    wie 

der  erste  Differentialquotient     ,       die    Richtung  in   diesem  Punkte 

bedeutet  hat.  ^ 

Hiemach  besteht  die  Grenzmethode   theilweise   in   einer  Um- 
kehrung der  Methode  des  unendlich  Kleinen.    Während  man  bei  der 
letzteren  die  Veränderlichen    von  null   an  um  eine    unendlich  kleine 
Grösse  wachsen  lässt,  die  gerade  zureicht,  um  das  Verhältniss  ihres 
Wachsthums   zu  bestimmen,   geht   die  Grenzmethode  von  einer  be- 
liebigen endlichen  Zunahme  der  Veränderlichen  aus,  die  sie  allmäh- 
lich bis  auf  null  herabsinken   lässt.     Dadurch  wird  der  Begriff  des 
anendlich  Kleinen  umgangen.     Es  wird  möglich,  mit  der  nämlichen 
Strenge  wie   bei   der  Fluxionsmethode   den  Begriff  der  momentanen 
Aenderung  festzuhalten,  und  es  wird  doch  die  für  die  Messung  dieser 
Aenderung  unerlässliche  Vergleichung  mit  den  vorangehenden   oder 
nachfolgenden  Zuständen   ermöglicht.      Die   Grenzmetbode   vereinigt 
darum  die  Vortheile  der  Methoden  von  Newton  und  Leibniz,  die 
b^riffliche  Strenge  der  ersteren  und  die  grössere  Allgemeinheit  und 
praktische  Brauchbarkeit  der  letzteren.   Sie  ist,  wenn  man  von  den  An- 
wendungen des  Differentialbegriffs  ausgeht,  die  exacteste  Begründüng 
desselben.  Denn  sie  wird  den  beiden  Forderungen,  dass  die  elementare 
Grössenänderung  als  eine  streng  momentane  aufgefasst,  und  dass  zur 
Bestimmung  des  Gesetzes  derselben  der  gesammte  Verlauf  der  Ver- 
änderung berücksichtigt  werde,   gleichmässig  gerecht.     Diesen  Vor- 
zügen verdankt  die  Grenzmethode  den  Sieg,  den  sie  allmählich  über 
alle  andern  Begründungsweisen  des  Differentialbegriffs  davongetragen 
Ittt    Jenes  Verfahren   des  Zurückgehens  von  einer  gegebenen  Dif- 
ferenz auf  den  Grenzfall,    wo   dieselbe    null  wird,    das   die  Grenz- 
metbode   im   Anschluss    an   geometrische   Vorstellungen    einschlägt, 
lasst  nun  aber  eine  Verallgemeinerung  zu,  indem  man  den  nämlichen 
Vorgang  in  arithmetischer  Form  auffasst. 
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d.   Der  arithmetische  Differentialbegriff. 

Lässt  man  in  einer  Function  y  =  f  {x)  das  Argument  x  um 
endliche  Intervalle  wachsen,  so  dass  es  successiv  die  Werthe  x-\-  iix^ 
X  -\-  2tix^  X  -{-  ^  lix  ,  .  ,  annimmt,  so  erscheint  jene  Gleichung  als 
Ausdruck  für  das  allgemeine  Glied  einer  arithmetischen  Reihe.  Die 
Differenzen  der  einzelnen  Glieder  dieser  Reihe  bilden  eine  Differenz- 
reihe., deren  allgemeines  Glied  mit  Ay  bezeichnet  werden  kann. 
Aus  dieser  lässt  sich  eine  zweite  Differenzreihe  entwickeln  mit  dem 
allgemeinen  Glied  A'y,  u.  s.  w.  Die  Zahl  der  Differenzreihen  und 
der  ihnen  entsprechenden  abgeleiteten  Functionen  Ay,  A'y.  .  .  ist 
von  der  Beschaffenheit  der  ursprünglichen  Function  y  =  f(x)  ab- 
hängig. Ist  diese  z.  B.  vom  ersten  Grade,  so  wird  schon  A^  con- 
stant,  und  demgemäss  wird  dann  die  zweite  Differenz  A^y  und  mit 
ihr  jede  höhere  gleich  null.  Lässt  man  nun  den  Zuwachs  A.r  des 
Arguments  zu  null  werden,  und  bezeichnet  man  diese  zum  Ver- 
schwinden gebrachte  Differenz  /^x  mit  dx,  so  gehen  die  abhängigen 
Differenzen  Ay,  A'//  .  .  .  ebenfalls  in  die  verschwindenden  Grössen 
^y?  ^*y  •  •  •  über.  Obgleich  sie  sämmtlich  ihrem  absoluten  Werthe 
nach  null  sind,  so  werden  doch  die  Verhältnisse,  in  denen  sie  zu 
einander  stehen,  im  allgemeinen  einen  bestimmten  numerischen  Werth 
besitzen,  da  sie  aus  endlichen  Grössen  durch  eine  Operation  von  der 

Form  —  hervorgegangen  sind.  (Vgl.  S.  150.)  Euler  definirt  da- 
her die  Differentiale  als  Grössen ,  deren  arithmetisches  Verhältniss 
stets  gleich  null  sei,  deren  geometrisches  Verhältniss  aber  jeden  be- 
liebigen Werth  erreichen  könne*). 

Euler  hat  hierdurch  zum  ersten  Mal  klar  darauf  hingewiesen, 
dass  von  der  Messung  einer  Differentialgrösse  immer  nur  dann  die 
Rede  sein  kann,  wenn  dieselbe  zu  andern  Differentialgrössen  in  irgend 
ein  Verhältniss  gebracht  wird.  Von  dieser  Bemerkung  datirt  der 
vorwiegende  Gebrauch  des  Differentialquotienten.  Gleichwohl 
ist  die  Behauptung,  dass  das  arithmetische  Verhältniss  aller  Diffe- 
rentialgrössen dasselbe,  nämlich  gleich  null  sei,  keine  völlig  correcte. 
Die  Null  ist  ein  Rechnungssymbol,  welches  jede  beliebige  verschwin- 
dende Grosse  bezeichnen  kann.   Nur  aus  diesem  Grunde  ist  es  mög- 


*)  Leonhard  Euler,   Institutiones  calculi  düFerentialis ,    Petrop.   1755, 
Cap.  I~IV. 
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d  ?/ 
lieh,   dass  ein  Quotient     ,      ,  obgleich  er  nach  dem  absoluten  Werth 

seines  Zählers  und  Nennei*s  in  der  That  durch  den  Bruch  —  aus- 
gedrückt wird,  dennoch  einen  bestimmten  endlichen  Werth  annehmen 
kann.  Das  Wahre  Yon  Eulers  Bemerkung  liegt  also  darin,  dass 
die  Division  die  einzige  Operation  ist,  durch  welche  die  Beziehungen 
verschwindender  Grössen  zu  einander  bestimmt  werden  können.  Aber 
der  Umstand,  dass  solche  Beziehungen  von  i^rschiedener  Art  exi- 
stiren,  beweist  eben  zugleich,  dass  arithmetisch  die  Bedeutung  der 
verschwindenden  Grössen  eine  verschiedene  ist,  oder  dass  mit  andern 
Worten  diejenige  Null,  die  eine  verschwindende  Grösse  a  repräsentirt, 
eine  andere  Bedeutung  hat  als  die  Null,  die  als  Resultat  einer 
Operation  a  —  a  zurückbleibt.     Im  ersteren  Fall  kann  daher  nicht 

bloss  ein   Quotient  — -  einen  bestimmten  Werth,  sondern  auch  eine 

Gleichung  0  =  0  einen  bestimmten  Sinn  haben. 

Der  arithmetische  Differentialbegriff  führt  nun  von  selbst  zu 
einer  neuen  Auffassung,  sobald  man  den  Gesichtspunkt,  auf  den  der- 
selbe gegründet  ist,   verallgemeinert.     Betrachtet   man  nämlich  die 

du     d^  u      U'^ij 
auf  einander  folgenden  Differentialquotienten  -7^,         ^  ,        ^  ...  als 

Av     A*v     A^y 
die  Werthe,    in  welche   die  Differenzquotienten  -r-^,    .    ^  ,    .     ^  .  . . 

i^X       i^X  laX 

übergehen,  wenn  Arr  =  0  wird,  so  muss  auch  das  Verhältniss  jener 
Differentialquotienten    zu    einander   conform    sein    dem    Verhältniss 
dieser  Differenzquotienten.     Nun  lassen  sich  aber  A^,  A^y,  A^^  .  . 
als  Functionen  betrachten,  welche  von  der  ursprünglichen  Function 
y  =  f{x)  abhängen,  insofern  dieselben  die  allgemeinen  Glieder  der- 
jenigen Differenzreihen   bezeichnen,   die   zu  der   durch  die  Function 
y  =  f(^)  ausgedrückten  Hauptreihe  gehören.   Demnach  haben  auch 
die  Differenzquotienten  und  die  Differentialquotienten  die  Bedeutung 
abgeleiteter  Functionen,  und  speciell  die  letzteren  bilden  denjenigen 
Specialfall,  wo  in  der  ursprünglichen  Function  ein  stetiges  Wachs- 
Ömm  der  Veränderlichen  vorausgesetzt  wird.    Auf  diese  Weise  führt 
die  arithmetische  Betrachtung,  sobald  man  an  die  Stelle  des  Begriffs 
der  Operation    den    allgemeinen    der   Function    treten    lässt,    direct 
über  zu  der  letzten  Gestaltung  des  Differentialbegriffs,  zu  der  deri- 
^n  Function.' 
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6.   Der  Begriff  der  derivirten  Function. 

Geht  man  Yon  dem  allgemeinsten  Begriff  der  Analysis,  von 
dem  Begriff  der  Function  aus,  so  lässt  sich  die  Aufgabe  der  Infi- 
nitesimalmethode dahin  feststellen,  dass  sie  die  stetigen  Verände- 
rungen der  Function  y  =  f  (j^)  für  jede  beliebige  Veränderung  des 
Argumentes  ermittelt,  dass  sie  also,  wenn  allgemein  die  letztere 
durch  Ax  bezeichnet Vird',  die  Umwandlung  feststellt,  die  sich  mit 
der  Function  f  (x)  vollzieht,  wenn  dieselbe  in  die  Function  f(x-\-Ax) 
übergeht.  Da  Ao;  alle  möglichen  Werthe  von  null  an  bis  zu  jeder 
beliebigen  endlichen  Grösse  bedeuten  kann,  so  sind,  wenn  diese  Auf- 
gabe auf  analytischem  Wege  lösbar  ist,  alle  Schwierigkeiten  ver- 
mieden, w.elche  bei  den  sonstigen  Begründungen  des  Differential- 
begriffs entweder  die  Annahme  einer  bloss  momentanen  Aenderung 
oder  der  üebergang  von  einer  endlichen  zu  einer  verschwindenden 
Differenz  bereitet.  Lagrange  ist  es  nun  gelungen,  jene  Aufgabe  zu 
lösen,  indem  er  sich  dabei  des  allgemeinen  Satzes  der  Analysis  be- 
dient, dass  jede  Function  in  der  Form  einer  Reihe  dargestellt  werden 
kann,  die  nach  aufsteigenden  Potenzen  der  Veränderlichen  fort- 
schreitet*). Wir  haben  früher  gesehen,  dass  dieser  Satz  aus  der 
Zerlegung  der  Function  in  die  arithmetischen  Operationen,  durch 
die  sie  entstanden  ist,  hervorgeht,  und  dass,  da  die  Zahl  dieser 
Operationen  nur  unter  gewissen  beschränkenden  Bedingungen  eine 
begrenzte  ist,  als  die  allgemeinste  Functionsform  eine  unendliche 
Reihe  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  angesehen  werden  muss 
(S.  209).  Im  gegenwärtigen  Falle  handelt  es  sich  nim  darum,  zu 
bestimmen,  wie  die  Function  f  (x)  sich  verändert,  wenn  sie  durch 
ein  bestimmtes  Wachsthum  der  Veränderlichen  in  eine  Function 
f{x-{-Ax)  übergeht.  Da  hier  nicht  mehr  x  selbst,  sondern  der 
Zuwachs  Ax  als  die  willkürlich  Veränderliche  betrachtet  wird,  so 
ist  es  offenbar  gerechtfertigt,  diese  Function  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  Au!^  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  welche  die  Form 
annimmt 

A  -ir  BAx  -{-  CAx^  -f  D^x'  .  .  . 

Hierin  bezeichnen  A^  JS ,  C  .  .  unbestimmte  Coäfficienten ,  welche 
Functionen  von  x  sind.  Die  von  Ax  freie  Grösse  A  ist  aber  offen- 
bar =  /'(ip),  weil,   wenn  Ax  =  0  wird,   auf  der  rechten  Seite  alle 

*)  Lagrange,  Le9on8  sur  le  calcul  des  fonctions.    Nouv.  fidit.  Paris  1806. 
Theorie  des  fonctions  analytiques.    Paris  an  V.    Prem.  part. 
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Glieder  ausser  dem  ersten  verschwinden  und  die  Gleichung  f  {x)  =  A 
übrig  bleibt.  Da  die  weiteren  Coöfficienten  B,  C,  D  .  ,  .  ebenfalls 
irgend  welche  Functionen  von  x  sind,  so  erhält  man  demnach  für 
die  ursprüngliche  Reihe  die  Form 

f  (x)  -]-  äkx  ,  f  {x)  -}-  A  x^  .  f^  {x)  -j-  Ax^  .  X  (x)  .  ,  . 

worin  f ,  ([*,  Z  .  .  .  die  Bedeutung  von  Functionszeichen  besitzen,  um 
das  Yerhältniss  dieser  abgeleiteten  Functionen  zu  einander  festzu- 
stellen, bedient  sich  Lagrange  des  Kunstgriffs,  dass  er  in  die  Func- 
tion f(x-^Ax)  einen  neuen  Zuwachs  S  einführt  und  die  so  ent- 
stehende neue  Functionsform  f  {x  -{-  Ax  -{-  S)  in  doppelter  Weise 
entwickelt ,  einmal  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  S  ein  Zu- 
wachs von  X,  und  sodann  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  ein  Zu- 
wachs von  Ax  sei.  Da  die  Coöfficienten  gleicher  Glieder  in  beiden 
Reihen  einander  gleich  sein  müssen,  so  ergeben  diese  Entwicklungen 
eine  Anzahl  von  Co^fficientengleichungen ,  aus  denen  sich  das  ge- 
sachte Verhältniss  der  Functionen  rp  (a?),  ^  (a;),  X  (^)  •  •  •  bestimmen 
lasst.  Dieses  Verhältniss  findet  seinen  Ausdruck  in  der  schliesslich 
für  die  Function  f  {x  -{-  Ax)  gewonnenen  Reihe 

in  welcher  die  Functionen  f  (x) ,  f  (x) ,  f  {^)  .  .  .  dem  Gesetze 
folgen,  dass  jede  aus  der  ihr  vorangegangenen  in  übereinstimmender 
Weise  gebildet  ist.  Dieses  Gesetz  für  die  auf  einander  folgenden 
derivirten  Functionen  ist  aber  das  nämliche,  welches  die  Bildung 
der  Differentialquotienten  beherrscht.     Denn   es  ist,   wie  wir   sahen, 

dt/  ^d'^'y 


d^y  dx  '      d^y  ^'dxr~^ 


t4-  =  — j —   oder   allffemein    ^-^  =  ; .      Die    derivirten 

dz^  dx  ^  dx""  dx 

Functionen  erster,   zweiter,    dritter  .  .  .  Ordnung   sind   also   mit  den 
Differentialfunctionen  entsprechender  Ordnung  identisch. 

Der  Werth   dieser  Ableitung  besteht   in  dem   unmittelbar  mit 
HtQfe  des  Functionsbegriffs  geführten  Nachweis,  dass  der  Differential- 
kegriff selbst  ein  Functionsbegriff  ist,  der  sich  überall  da  mit  Noth- 
wendigkeit  ergibt,  wo  in  die  Function  der  Begriff  der  stetigen  Ver- 
Miderung  eingeführt  wird.    Bei  den  vorangegangenen  Begründungen 
des  Differentialbegriffs  ergibt  sich  diese  Bedeutung  desselben  immer 
erst  indirect ,   insofern   man   die   geometrischen   oder   arithmetischen 
Beoehungen  dem  Begriff  der  Function  unterordnet.    Vor  allem  aber 

^d  durch  diese  Ableitung  das  Verhältniss   der  Diff'erentialien  ver- 
bündt, Logik.  II,  1.    2.  Aufl.  16 
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schiedener  Ordnung  zu  einander  in  exacter  Weise  bestimmt.  Das 
Wesen  der  Infinitesimalmethode  besteht  jetzt  darin,  dass  eine  stetig 
veränderliche  Function  in  die  ursprüngliche  Function  und  in  eine  an 
sich  unbegrenzte  Zahl  aus  ihr  abgeleiteter  Functionen  zerlegt  wird, 
die  nach  einem  und  demselben  Gesetze  successiv  aus  einander  her- 
vorgehen. Es  tritt  hierdurch  sofort  die  nahe  Beziehung  hervor,  in 
welcher  der  Infinitesimalbegriff  zu  dem  Begriff  des  Irrationalen  steht, 
der  aus  den  nächstliegenden  Anwendungen  der  Zahl  auf  stetige  Grössen 
hervorgegangen  ist.  Wie  die  stetige  Grösse  nur  durch  eine  unbe- 
grenzte  Anzahl  von  Divisionen  arithmetisch  gemessen  werden  kann,  so 
ist  die  stetig  veränderliche  Function  nur  durch  die  Ableitung  einer 
an  sich  unbegrenzten  Anzahl  von  derivirten  Functionen  zu  erschöpfen. 
Auf  diese  Weise  gewinnen  sofort  die  Differentialquotienten  höherer 
Ordnung  ihre  berechtigte  Bedeutung,  während  die  phoronomische 
und  die  geometrische  Begründung  des  Differentialbegriffs  allein  dem 
ersten  und  zweiten  einen  bestimmten  Sinn  unterzulegen  im  Stande 
sind.  Nur  die  arithmetische  Auffassung 'der  Differentiale  als  ver- 
schwindender  Differenzen  verschiedener  Ordnung  erreicht  in  dieser 
Beziehung  die  Methode  der  Derivation  an  Allgemeinheit,  da  sie  in 
der  That  nichts  anderes  als  eine  Umkehrung  derselben  ist,  die  von 
den  Operationen,  welche  die  Function  erzeugen,  statt  von  dieser 
selbst  ausgeht.  In  Folge  der  rein  arithmetischen  Auffassung  der 
Operationen  leidet  aber  jene  Methode  an  dem  Uebelstand,  dass  sie 
nur  das  quantitative  Verhältniss  der  Differentialquotienten  verschie- 
dener Ordnung  zur  Geltung  bringt,  indem  sie  dieselben  analog  den 
Differenzen  verschiedener  arithmetischer  Reihen  behandelt.  Auch 
diesen  Mangel  beseitigt  der  Begriff  der  derivirten  Function.  Er 
vereinigt  in  sich  die  qualitative  und  die  quantitative  Bedeutung,  die 
dem  Differentialquotienten  beigelegt  werden  kann.  Die  Richtung  der 
Tangente  an  dem  Punkt  einer  Curve  ist  abhängig  von  dem  Gesetz, 
welches  den  allgemeinen  Verlauf  derselben  angibt,  d.  h.  sie  ist  eine 
aus  der  ursprünglichen  Function,  die  durch  die  Curve  repräsentirt 
wird,  abgeleitete  Function;  ihrem  arithmetischen  Werthe  nach  be- 
trachtet ist  aber  die  letztere  zugleich  eine  verschwindende  Grösse. 
Die  Richtungsänderung  femer  ist  zunächst  abhängig  von  der  Rich- 
tung, also  eine  aus  der  ersten  derivirten  Function  abermals  deri- 
virte,  und  ihrem  arithmetischen  Werthe  nach  eine  verschwindende 
Grösse  zweiter  Ordnung*). 


')  Lagrange,  Theorie  des  fonctions  analytiques,  p.  118. 
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Ist  auf   diese  Weise    der  Begiifif  der  derivirten   Function   die 
correcieste  Gestaltung  des  Infinitesimalbegriffs,  so  entbehrt  dagegen 
die  ursprüngliche  Begründung  desselben   theils  der  Anschaulichkeit, 
theils  der  leichten  Anwendbarkeit.   Zur  vollständigen  Erfassung  des 
Wesens  der  Infinitesimalmethode  ist  daher  seine  Verbindung  mit  den 
eigentlichen  Differentialbegriffen,  namentlich 'mit  dem  arithmetischen 
und   dem    auf   geometrische  Anschauungen    gestützten    Grenzbegriff 
erforderlich.   Wie  überhaupt  die  Einsicht  in  das  Wesen  einer  Func- 
tion durch   die  Erkenntniss   der  arithmetischen  Operationen,  die  zu 
ihr  geführt  haben,  vermittelt  wird,   so  bildet  die  arithmetische  Ab- 
leitung   der   Differenzquotienten    den    angemessensten  Weg   für   die 
Entwicklung  der  Differentialquotienten  verschiedener  Ordnung.     Die 
Anwendung  dieser  Operationen  auf  räumliche  Grössen  liefert  sodann 
ein  anschauliches  Bild  der  Bedeutung,   welche  die  gewonnenen  Be- 
griffe   besitzen    können,    und    der    Nachweis,    dass    die    Resultate 
der  arithmetischen  Operationen   dem  Functionsbegriff  unterzuordnen 
sind,  stellt  schliesslich  diese  Bedeutung   in  einer   allgemeingültigen 
Form  fest. 


3.    Das  Princip  der  Integration. 

In  dem  Wesen  einer  jeden  mathematischen  Operation  liegt  es 
begründet,  dass  sie  eine  Umkehrung  zulässt.   Denn  bei  jeder  Opera- 
tion werden  gegebene  Grössen  oder  Grössenverbindungen  nach  einem 
bestimmten  Gesetz   in   andere   übergeführt.     Vermöge   der  Constanz 
4er  befolgten  Regel  muss  aber  ein  solches  Verfahren  umkehrbar  sein. 
Kann  irgend  ein  mathematischer  Ausdruck  .4  durch  eine  Operation  f^ 
in  einen  andern  Ausdruck  B  übergehen,   so  gibt  es  also   stets  eine 
umgekehrte   Operation  f^^   durch   welche  B  wieder  in  A   übergeht. 
Doch  muss  dabei  sogleich  bemerkt  werden,  dass,  wenn  auch  die  erste 
Operation  ein  eindeutiges  Resultat  ergibt,  darum  das  Ergebniss  der 
zweiten  nicht  nothwendig  ebenfalls   eindeutig   ist,    sondern   dass  es 
Ton  der  Beschaffenheit  jener  Regel  abhängt,  welche  die  beiden  Aus- 
drücke mit  einander  verknüpft,  ob  man  aus  B  nothwendig  A  wieder 
gewinnen  muss,  oder  ob  man  dasselbe  nur  neben  einer  unbestimmten 
Anzahl  anderer  Resultate  wiedergewinnen  kann. 

Von  den  einfachsten  arithmetischen  Operationen  an  ist  ims 
dieses  Verhältniss  der  ümkehrbarkeit  immer  wieder  begegnet.  In 
der  Analysis  hat  sich  dasselbe  in  der  wechselseitigen  Beziehung  ge- 
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wisser  FunctioDsformen,  der  Exponentialfunctionen  und  Logarithmen, 
der  trigonometrischen  und  der  cyklometrischen  Functionen,  erneuert, 
und  in  dem  letzteren  Fall  ergab  sich  bereits,  dass  die  ümkehrung 
zu  einem  vieldeutigen  Resultate  führen  kann.  Da  nun,  wie  die  Ent- 
wicklung des  Differentialbegriffs  gelehrt  hat,  die  Operation  des  Dif- 
ferenzirens  stets  aus  einer  gegebenen  Function  eine  neue  erzeugt, 
die  mit  der  ursprünglichen  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zusammen- 
hängt, so  muss  auch  hier  eine  inverse  Operation  existiren,  die  aus 
den  abgeleiteten  Functionen  die  ursprünglichen  wieder  herstellt. 
Diese  inverse  Operation  ist  die  Integration. 

Die  nähere  Bestimmung  des  Begriffs  der  Integration  ist  durch- 
aus von  der  Anschauung  abhängig,  von  welcher  man  bei  der  Bil- 
dung des  Differentialbegriffs  ausgeht.  Indem  die  Fluxionsmethode 
die  veränderliche  Grösse  unter  dem  Bild  der  abstracten  Bewegung 
darstellt,  werden  ihr  der  Differential-  und  der  Integralbißgriff  zu  den 
einander  entgegengesetzten  Formen  des  Bewegungsproblems.  Das 
Differenziren  einer  Function  entspricht  der  Aufgabe:  aus  dem  Raum, 
der  bei  einer  nach  einem  bestimmten  Gesetz  erfolgten  Bewegung 
zurückgelegt  wurde  ^  für  jeden  Zeitpunkt  die  momentane  Ge- 
schwindigkeit zu  finden;  die  Integration  löst  die  umgekehrte  Auf- 
gabe: wenn  die  momentane  Geschwindigkeit  für  jeden  Zeitpunkt 
gegeben  ist,  den  Raum  zu  finden,  welcher  durchlaufen  wurde.  Indem 
auf  diese  Weise  die  Fluxionsmethode  nur  die  Verschiedenheiten  der 
Veränderlichen  betont,  um  deren  Bestimmung  im  einen  und  im  andern 
Fall  es  sich  handelt,  kommen  bei  ihr  die  fundamentalen  Gegensätze 
der  Operationen  selbst  nicht  zur  hinreichenden  Geltung;  sie  ver- 
bergen sich  hinter  der  nebenhergehenden  Bemerkung,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit eine  momentane,  der  Raum  dagegen  eine  ausgedehnte 
Grösse  ist. 

Von  diesem  letzteren  Gegensatze  geht  nun  die  Methode  des 
unendlich  Kleinen  aus.  Ihre  Auffassung  der  beiden  Operationen  ist 
daher  zunächst  von  dem  Werth  der  Grössen  bestimmt,  welche  aus 
diesen  Operationen  hervorgehen.  Bedeutet  das  Differential  eine  un- 
endlich kleine  Grösse,  so  entspricht  das  Integral  einer  endlichen 
Grösse,  und  da  man  sich  vorstellt,  dass  aus  der  Verbindung  einer 
unendlich  grossen  Zahl  unendlich  kleiner  Grössen  eine  endliche  Grösse 
entstehen  kann,  so  wird  der  Process  der  Integration  zu  einer  spe- 
ciellen  Form  der  Summation,  von  der  gewöhnlichen  Summenbildung 
nur  durch  die  beiden  Bedingungen  verschieden,  dass  die  einzelnen 
Elemente  keinen  messbaren  Werth  besitzen,    und  dass  die  Zahl  der 
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Verbindungen  keine  begrenzte  ist.  In  so  anschaulicher  Weise  aber 
auch  diese  Auffassung  von  den  einfachsten  Anwendungen  der  Inte- 
grabechnung  Rechenschaft  gibt,  so  leidet  sie  doch  an  der  Ungenauig- 
keit  des  Differentialbegriffs,  auf  den  sie  sich  stützt,  und  sie  schiebt 
deshalb  der  Differentiation  und  Integration  in  Wirklichkeit  andere 
Operationen  unter,  nämlich  die  Subtraction  und  die  Addition. 

Diese  trotz  der  nützlichen  Symbolik,  welche  von  ihnen  aus- 
gegangen ist,  unzureichenden  Anlehnungen  an  die  arithmetischen  Ele- 
mentaroperationen werden  nun  durch  die  Grenzmethode  und  die  ihr 
verwandte    exactere  Fassung  des    arithmetischen    Differentialbegriffs 

unmöglich  gemacht.   Bezeichnet  der  Differentialquotient  -r^dasVer- 

hältniss  der  Function  y  =  /^  M  zu  ihrem  Argumente  x  für  den  Fall, 
dass  Function  und  Argument  beide  verschwinden,  entspricht  darum 

jener  Quotient  stets  einem  Bruch  — ,  so  kann  der  Rückgang  zu  der 

ursprünglichen  Function  unmöglich  ein  Verfahren  der  Addition  sein. 
Es  muss  vielmehr  die  Integration  ebenso  gut  als  eine  Operation  von 
specifischer  Beschaffenheit  angesehen  werden  wie  die  Differentiation, 
deren  ümkehrung   sie  ist.     Aus  diesem  Orunde  hat  Euler  in   der 
That  geglaubt,  die  Definition  der  Integration   dahin  beschränken  zu 
sollen,  dass  sie  eine  CTmkehrung  der  Differentiation  sei.    Auf  keinen 
Fall  aber,  meinte  er,  sei  der  Begriff  der  Summe  zulässig,  denn  eine 
Somme   von   Nullwerthen   müsse   ebenfalls   gleich  null   sein.     Auch 
dieser  Einwand  steht  jedoch  unter  dem  Vorurtheil  der  unmittelbaren 
Anlehnung  an  die  arithmetischen  Elementaroperationen,  und  er  ver- 
mengt überdies   die   zwei   specifisch   verschiedenen  Bedeutungen  des 
Nullbegriffs.      Gehen    wir    von    der    geometrischen   Bedeutung    des 
Orenzbegriffs  aus,  so  wird,  da  man  bei  demselben  die  Distanz  zwischen 
zwei  Punkten  m  und  n  einer  Ourve   zu  null  werden  liess,  die  üm- 
kehrung des  Verfahrens  darin  bestehen,  dass  man  jene  Distanz  von 
null  an  bis  zu  einem  gegebenen  endlichen  Werthe  wiederum  wachsen 
lasst.  Will  man  ein  solches  Wachsthum  als  eine  Addition  auffassen, 
80  ist  diese   von   der  gewöhnlichen   doch    insofern   wesentlich   ver- 
schieden, als  die  zu  bildende  Summe  durch  das  stetige  Durchlaufen 
aller  möglichen  Zwischenwerthe   erreicht   wird.     Es   bleibt   eben  in 
dem  Integral  der  Begriff  der  Summe   in   dem   nämlichen  Sinne   als 
ein  Grenzbegriff  erhalten,  in  welchem  auch  das  Differential  als  Grenze 
der  Differenz    erscheint.     Das   Integral   ist    nicht   eine  Summe   von 
wenzwerthen,    sondern  vielmehr  der   Grenzwerth   einer   Summe 
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von  Differenzen.  Obgleich  daher  auch  diese  Auffassung  die  Inte- 
gration an  die  Summation  anlehnt,  so  bietet  sie  doch  den  Vorzug, 
dass  sie  zugleich  die  wesentlichen  unterschiede  von  der  arithmeti- 
schen Addition  hervorhebt.  Diese  unterschiede  bestehen  einerseits 
in  dem  stetigen  Wachsthum  des  Integrals,  anderseits  darin,  dass 
jedes  Integral  ein  bestimmtes  Gesetz  des  Wachsthums  einer  Function 
repräsentirt.  Beide  Unterschiede  sind  so  tiefgreifend,  dass  nur  noch 
die  quantitative  Zunahme  als  der  wesentliche  Punkt  der  Ueberein- 
stimmung  zurückbleibt.  Sie  führen  zugleich  auf  die  allgemeinste 
Bedeutung  des  Integralbegriffs.  Diese  besteht  aber  darin,  dass  die 
Integration  die  Herstellung  der  ursprünglichen  aus  einer 
abgeleiteten  Function  ist. 

Eine  jede  Function  enthält  den  mathematischen  Ausdruck  eines 
Gesetzes,  welches  verschiedene  theils  veränderliche,  theils  constante 
Grössen  mit  einander  verbindet.  Das  Integral  und  der  Differential- 
ausdruck, da  sie  beide  unter  den  Begriff  der  Function  fallen,  stellen 
daher  Gesetze  dar,  die  einander  so  zugeordnet  sind,  dass,  wenn  das 
eine  gegeben  ist,  das  andere  gefunden  werden  kann.  Für  die  nähere 
Beschaffenheit  dieses  Verhältnisses  der  Zuordnung  ist  aber  die  That- 
sache  bezeichnend,  dass  die  Differentialfunctionen  sich  darauf  be- 
schränken, die  Abhängigkeitsbeziehungen  zwischen  den  veränder- 
lichen Grössen,  die  in  dem  Functionsausdruck  vorkommen,  festzu- 
stellen, während  die  Integralfunction  ausser  den  veränderlichen  noch 
constante  Grössen  als  wesentliche  Bestandtheile  enthält.  Hiemach 
hat  die  Differentialfunction  eine  allgemeinere,  die  Integralfunction 
eine  speciellere  Bedeutung :  in  dieser  wird  durch  den  Hinzutritt  der 
Constanten  Grössen  das  in  dem  Differentialausdruck  enthaltene  Gesetz 
näher  determinirt.  Eine  nothwendige  Folge  dieser  Determination 
ist  es  dann,  dass  auch  die  veränderlichen  Grössen  bestimmte  absolute 
Werthe  annehmen,  während  der  Differentialausdruck  nur  das  Gesetz 
ihrer  relativen  Aenderungen  angibt  und  sie  darum  ihrem  absoluten 
Werthe  nach  als  verschwindende  Grössen  behandelt.  Somit  kehrt 
hier  die  logische  Beziehung  zwischen  den  beiden  Infinitesimalbegriffen 
in  gewissem  Sinne  im  Vergleich  mit  den  vorangegangenen  Ablei- 
tungen sich  um.  Bei  der  Grenzmethode  erscheint  das  Auftreten  der 
Constanten  im  Integralausdruck  als  eine  Consequenz  des  stetigen 
Wachsthums  der  Veränderlichen.  Ein  solches  Wachsthum  kann  nur 
dann  einem  bestimmten  Mass  unterworfen  werden,  wenn  es  sich 
zwischen  gewissen  Grenzen  vollzieht,  und  diese  Grenzen  sind  es 
daher,   die  den  Werth  der  Constanten   bestimmen.     Betrachtet  man 
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dagegen  den  Differential-  und  den  Integralausdruck  als  Functions- 
foimen,  denen  ein  übereinstimmendes  Gesetz  zu  Grunde  liegt,  so 
erscheint  die  Thatsache,  dass  in  der  ersten  dieser  Formen  die  abso- 
luten Werthe  der  Veränderlichen  unbestimmt  sind  oder  verschwinden, 
erst  als  eine  Folge  der  Allgemeinheit  des  Functionsverhältnisses. 
Beide  Auffassungen  stehen  natürlich  nicht  im  Widerspruch,  sie  er- 
ganzen einander,  und  zu  einer  erschöpfenden  Bestimmung  dieser 
Functionsbegriffe  sind  sie  darum  beide  erforderlich.  Die  Differen- 
tiation und  die  Integration  sind,  von  diesem  allgemeinsten  Stand- 
punkte aus  aufgefasst,  Functionsoperationen  von  entgegengesetzter 
Richtung.  Die  Differentiation  ist  diejenige  Operation,  durch  die  zu 
einer  gegebenen  Function  die  allgemeine  Function  gesucht  wird, 
welche  die  der  ersteren  entsprechende  Beziehung  zwischen  dem  Wachs- 
thum  der  veränderlichen  Grössen  losgelöst  von  jeder  Anwendung 
auf  bestimmte  einzelne  Fälle  angibt.  Die  Integration  dagegen  ist 
diejenige  Operation,  durch  welche  aus  einem  abstracten  bloss  das 
Gesetz  des  Wachsthums  der  Veränderlichen  enthaltenden  Ausdruck 
der  Werth  der  Function  gesucht  wird,  die  in  irgend  welchen  ein- 
zelnen Fällen  jenem  Wachsthumsgesetz  der  Veränderlichen  ent- 
spricht. 

Die  von  Lagrange  gewählten  Namen  der  primitiven  und  der 
derivirten  Function  bezeichnen  nun  das  Verhältniss  beider  Functions- 
formen  insofern  zutreffend,  als  sie  andeuten,  dass  zwar  die  Differen- 
tiation, die  Herstellung  der  derivirten  Function,  ein  nach  selbständigen 
Regeln  vor  sich  gehendes  Verfahren  ist,  nicht  aber  ihre  Umkehrung, 
die  Integration.    Denn  die  Integrale  gegebener  Diflerentialfunctionen 
können  nur  mittelst  der  Beziehungen  gegebener  Functionen  zu  ihren 
Differentialformeln  gefunden  werden.    In  dieser  letzteren  Eigenschaft 
gleicht  die  Integration  den  inversen  Operationen  der  Arithmetik.    Da 
jede  Zahl  nur  durch  eine  Addition  definirbar  ist,  welche  schliesslich 
auf  die  Addition  von  Einheiten  zurückführt,  so  folgt  von  selbst,  dass 
die  Subtraction  keine  selbständige  Operation  ist.     Sie  wird  es  auch 
dann  nicht,  wenn  sich  durch  sie  negative  Zahlen  ergeben.    Denn  die 
Verbindungen  dieser  sind  wiederum  bloss  Additionen  unter  geänderten 
Vorzeichen.      Aehnlich    ist    das   Verhältniss    der    Multiplication    zur 
Division,  der  Potenzirung  zur  Radicirung  und  der  Exponentialfunctionen 
zu  den  Logarithmen.    Nur  in  dem  einen  Punkte  unterscheiden  sich 
die  Infinitesimalfunctionen,    dass    bei    ihnen    nicht   die   synthetische 
Operation  als  die  selbständige  erscheint  und   die  analytische  als  die 
von  ihr  abhängige  Ergänzung,   sondern  umgekehrt.     Obgleich  also 
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die  Differentiation  das  der  Subtraction  und  Division,  die  Integpration 
das  der  Addition  und  Multiplication  analoge  Verfahren  ist,  so  besitzt 
gleichwohl  in  diesem  Falle  nur  die  analytische  Operation  einen  selb- 
ständigen Algorithmus,  auf  dessen  Resultate  auch  die  synthetische 
angewiesen  ist.  Dieser  Unterschied  hat  seinen  Grund  in  dem  Problem 
der  stetigen  Aenderung,  von  dem  die  Infinitesimalmethode  ausgeht. 
Indem  ihre  nächste  Aufgabe  darin  besteht,  diesen  Begriff  der  stetigen 
Aenderung  zu  fixiren,  kann  sie  hierzu  nur  durch  ein  analytisches 
Verfahren  gelangen,  welches  so  zur  Grundlage  aller  weiteren  Methoden 
wird.  Der  analytische  Ausgangspunkt  wird  aber  hier  ausserdem  da- 
durch ermöglicht,  dass  die  Infinitesimalrechnung  ein  Functionencalcul 
ist,  der  die  Existenz  der  verschiedenen  elementaren  Functionsformen 
voraussetzt,  während  diese  durch  die  niederen  arithmetischen  Ope- 
rationen erst  erzeugt  werden  müssen. 

Wir  sahen,  dass  der  Differentialausdruck,  da  er  nur  die  Be- 
ziehung zwischen  den  Veränderlichen  enthält  und  überdies  von  be- 
stimmten Werthen  der  letzteren  ganz  abstrahirt,  stets  eine  allgemeinere 
Bedeutung  besitzt  als  die  Function,  aus  der  er  abgeleitet  ist.  Aus 
diesem  Grunde  kann  aus  verschiedenen  der  nämlichen  Functionsform 
angehörenden  Gleichungen  ein  und  derselbe  Differentialausdruck  er- 
halten werden,  und  es  gewinnt  so  das  Integral,  das  man  aus  einem 
solchen  Differentialausdruck  durch  Umkehrung  ableitet,  zunächst  eine 
unbestimmte  Bedeutung.  Das  äussere  Zeichen  der  letzteren  ist  die 
willkürliche  Constante,  die  dem  allgemeinen  Integral  beigefügt  werden 
muss.  Indem  dieser  Constanten  jeder  beliebige  Werth  gegeben 
werden  kann,  repräsentirt  das  unbestimmte  Integral  eine  unendliche 
Zahl  von  Gleichungen  einer  und  derselben  Functionsform,  die  sämmt- 
lich  unter  dem  nämlichen  Differentialausdruck  ^thalten  sein  können. 
Wo  die  Integration  auf  concrete  Probleme  angewandt  wird,  da  muss 
deshalb  entweder  vermöge  der  Natur  des  Problems  von  vornherein 
der  Werth  der  unbestimmten  Constanten  fixirt  sein,  oder  es  muss 
die  Aufgabe  der  Integration  dadurch  beschränkt  werden,  dass  man 
das  durch  einen  allgemeinen  Differentialausdruck  f  {x)  dx  angegebene 
Gesetz  der  Veränderung  nur  zwischen  gcfwissen  Grenzen  Xq  und  x^ 
des  Argumentes  x  bestimmen  will.     Es  geht  dann  das  unbestimmte 

Xn 

Integral  /  f  (x)  d X    in    das    bestimmte    Integral  I  f  {x)  dx   über. 

Für  die  Anwendungen  des  Integrationsverfahrens  sind  die  bestimmten 
Integrale   von   überwiegender  Wichtigkeit,    theils    weil   man    durch 
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concreie  Aufgaben  in  der  Regel  auf  sie  geführt  wird,  theils  weil 
gewisse  ausgezeichnete  Formen  derselben  als  Hülfsfunctionen  Ver- 
wendung finden,  welche  die  Lösung  ganzer  Classen  von  Problemen 
vermitteln  helfen. 


4.    Die  Anwendungen  der  InflniteBimahnethode. 

Das  Gebiet  der  Anwendungen  der  Infinitesimalmethode  reicht 
so  weit,  als  stetige  Veränderungen,  die  bestimmten  Gesetzen  folgen, 
der  mathematischen  Untersuchung  gegeben  sind.  Da  dem  nämlichen 
Gebiet  zugleich  die  wichtigsten  Anwendungen  des  FunctionsbegriflPs 
angehören,  so  empfängt  dieser  erst  durch  die  Entwicklungen  der 
Infinitesimalmethode  seine  Vollendung.  Das  Kriterium  der  Stetigkeit 
einer  Function  besteht  darum  auch  in  der  Regel  in  ihrer  DiflFerenzir- 
barkeit  oder  in  der  Möglichkeit,  die  Beziehungen  des  Wachsthums 
der  Veränderlichen  in  der  Form  von  Differentialgleichungen  dar- 
zustellen. Eine  solche  Differentialgleichung  pflegt  die  veränderlichen 
Grössen  und  ihre  Differentialverhältnisse  in  irgend  welchen  Ver- 
bindungen zu  enthalten.  Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
einer  Function  zvnschen  zwei  Veränderlichen  x  und  y  hat  daher  die 
allgemeine  Form 


f  {-«•'£}='>■ 


Die  Aufgabe  ihrer  Auflösung  besteht  regelmässig  darin,  dass  die- 
selbe in  eine  Gleichung  zwischen  dem  Differentialquotienten  einer- 
seits und  den  Veränderlichen  anderseits  übergeführt  wird,  so  dass 
sie  in  eine  Gleichung  von  der  Form- 

übergeht.  Ersteres  ist  die  unentwickelte  ^  letzteres  die  entwickelte 
Form.  Alle  Differentialformeln  der  einfachen  Functionen  gehören 
dieser  entwickelten  Form  ah,  und  die  Aufgabe  der  Auflösung  der 
Differentialgleichungen  besteht  darum  allgemein  in  der  Zurückführung 
auf  einfache  Differentialformeln  und  ihre  Verbindungen.  Die  ein- 
hcbste  Deutung,  welche  einer  solchen  Differentialformel  gegeben 
werden  kann,  ist  die  geometrische.  Es  bezeichnet  dann  jede  Diffe- 
^tialgleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  das  allgemeine  Gesetz 
einer  ebenen  Curve.  welches  ein  ganzes  System  einzelner  Curven  unter 
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sich  begreift,  für  die  sämmtKch  die  Relation  -7^,  d.  h.  das  beziehungs- 
weise Wachsthum  der  Coordinaten  für  einen  beliebigen  Punkt  der 
Curve,  wie  es  durch  die  Richtung  der  Tangente  angegeben  wird,  ein 
übereinstimmendes  ist.  Aehnlich  hat  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zwischen  zwei  Veränderlichen  allgemein  die  Form 

dy     d^y 


f  {- :'•  t' B)  - "' 


und  sie  fordert  als  Lösung  die  entwickelte  Form 


dx 


= f  ('.  -  m- 


Auch  durch  sie  wird  ein  Gesetz  ausgedrückt,  welches  einer  unend- 
lichen Zahl  ebener  Gurren  gemeinsam  ist.  Denn  sie  stellt  das  Gesetz 
fest,  nach  welchem  für  ein  gewisses  System  von  Gurren  die  Gestalt 
derselben  in  jedem  einzelnen  Punkt  abhängig  ist  einerseits  von  dem 
beziehungsweisen  Wachsthum  der  Goordinaten  und  anderseits  von 
der  Richtung  der  Gurve  oder  ihrer  Tangente  an  dem  betreffenden 
Punkte.  Es  ist  klar,  dass  dieses  Gesetz  von  noch  allgemeinerer  Natur 
ist  als  das  vorangegangene.  Denn  unter  der  unendlichen  Zahl  von 
Gurven,  für  welche  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ein  ge- 
meinsames Richtimgsgesetz  angibt,  wird  sofort  eine  einzelne  voll- 
ständig bestimmt,  wenn  für  einen  einzelnen  Werth  von  x  der  zu- 
gehörige Werth  von  y  angegeben,  d.  h.  wenn  irgend  ein  einzelner 
Punkt  der  Gurve  seiner  absoluten  Lage  nach  festgestellt  wird.  Da- 
gegen wird  aus  der  ebenfalls  unendlichen  Zahl  von  Gurven,  für 
welche  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ein  gemeinsames 
Krümmungsgesetz  angibt,  eine  einzelne  Gurve  erst  dann  vollständig 
determinirt,  wenn  nicht  nur  ein  Punkt  der  Gurve  durch  die  betreffen- 
den Werthe   von  x  und  //,   sondern   auch   ihre  Richtung  an   diesem 

Punkte  in  der  Form  des  Quotienten  -^  bekannt  ist.  Auf  diese  Weise 

gelangt  man  mit  dem  Uebergang  zu  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  zu  Gesetzen  von  immer  grösserer  Allgemeinheit.  Es  hängt 
aber  selbstverständlich  ganz  und  gar  von  der  Bedeutung  der  Ver- 
änderlichen ab,  bis  zu  welcher  Stufe  der  Allgemeinheit  überhaupt 
fortgeschritten  werden  kann.  Eine  ebene  Gurve  lässt  ein  allgemeineres 
Gesetz  als  dasjenige  der  Richtungsänderung,  das  durch  die  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zwischen  den  beiden  Goordinaten  dar- 
gestellt wird,  überhaupt  nicht  mehr  zu.    Nehmen  wir  jedoch  an,  es 
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sei  irgend  ein  Substrat  gegeben,  welches,  analog  der  Ebene,  nach 
zwei  von  einander  unabhängigen  Richtungen  wachsen  kann,  und 
welches  ausserdem  in  jedem  Punkt  qualitative  Differenzen  verschie- 
dener Ordnung  in  sich  schliesse,  so  dass  für  jeden  Punkt  ein  stetiger 
Wechsel  verschiedener  Qualitäten  möglich  sei,  für  jede  dieser  Quali- 
täten wieder  ein  solcher,  u.  s.  w.,  so  würden  offenbar  je  nach  der 
Zahl  qualitativer  Unterordnungen  für  die  erschöpfende  Feststellung 
der  Oesetze  eines  solchen  Continuums  Differentialgleichungen  dritter, 
vierter  und  selbst  noch  höherer  Ordnung  erforderlich  werden  können. 
Begrifflich  hat  demnach  dieser  Fortschritt  überhaupt  keine  Grenzen. 
Doch  bringen  es  die  Bedingungen  unserer  Raumanschauung  mit  sich, 
dass  bei  den  Anwendungen  der  Infinitesimalmethode  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  nur  in  gewissen  Ausnahmefällen  vor- 
kommen. 

Wenn  wir  hier  das  Verhältniss  der  Differentialgleichungen  ver- 
schiedener Ordnung  als  ein  solches  der  aufsteigenden  Begriffsallgemein- 
heit bezeichnet  haben,  so  darf  übrigens  dasselbe  nicht  als  äquivalent 
einer  logischen  üeber-  und  Unterordnung  von  Qattungs-  und  Art- 
b^riffen  gedacht  werden.  Die  Richtungsänderung  lässt  sich  nicht 
schlechthin  als  der  allgemeinere  Begriff  zu  demjenigen  der  Richtung 
auffassen.  Denn  es  trifft  zwar  zu,  dass  ein  und  dasselbe  Gesetz  der 
Richtungsänderung  gültig  bleiben  kann,  auch  wenn  man  die  Richtung, 
deren  Aenderung  bestimmt  wird,  mannigfach  wechseln  lässt,  aber 
dabei  sind  doch  beide  Begriffe  gerade  dadurch  verschieden,  dass  sich 
das  charakteristische  Element,  das  den  höheren  Begriff  auszeichnet^ 
iu  dem  engeren  nicht  wiederfindet.  Die  Verschiedenheit  der  Be- 
griffsallgemeinheit,  um  die  es  sich  hier  handelt,  entspringt  daher 
nicht  aus  einer  einfachen  Begriffssubsumtion,  sondern  sie  gründet 
sich  auf  den  Umfang  der  Geltung  des  in  der  Differentialgleichung 
formulirten  Gesetzes.  Wir  nennen  ein  Gesetz  dann  allgemeiner, 
wenn  die  Zahl  der  Fälle,  auf  die  es  sich  erstreckt,  grösser  ist.  Un- 
zweifelhaft ist  darum  ein  solches  Gesetz,  welches  ein  anderes  in  sich 
scUiesst,  im  Verhältniss  zu  diesem  stets  das  allgemeinere,  obgleich 
tt  neue  Begriffselemente  enthalten  kann,  welche  in  dem  engeren  Gesetz 
durchaus  nicht  vorgesehen  sind. 

Eine  fernere  Erweiterung  erfährt  die  Bedeutung  der  Differential- 
^eichungen,  wenn  sie  sich  auf  mehr  als  auf  zwei  veränderliche 
Grössen  beziehen.  Dieser  Fall  ist  mathematisch  dadurch  ausgezeichnet, 
^  er  eine  unmittelbare  Zurückführung  auf  die  Differentialformeln 
Bacher  Functionen  nicht  gestattet,  weil  das  vollständige  Differential 
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einer  solchen  zusammengesetzteren  Function  stets  nur  durch  eine 
Summe  von  Theildifferentialen  sich  darstellen  lässt.  Gehen  wir  näm- 
lich von  der  Function  zwischen  drei  Veiilnderlichen  jt,  y  und  z  aus, 
so  wird  der  Werth  irgend  einer  der  letzteren  immer  erst  dann  ein- 
deutig bestimmt  sein,  wenn  die  zugehörigen  Werthe  der  beiden 
andern  gegeben  sind.  Es  können  darum  in  solchen  Fällen  stets 
zwei  der  Veränderlichen,  z.  B.  x  und  y,  als  gleichzeitige  Argumente 
betrachtet  werden,  deren  Function  die  dritte  Veränderliche  z  ist.  Die 
Differentialgleichung  einer  solchen  Function  muss  dann  aber  offenbar 
zwei  Differentialquotienten  enthalten,  einen  ersten,  welcher  die  Ver- 
änderung von  z  in  Beziehung  auf  x,  und  einen  zweiten,  welcher  die 

Veränderung  in  Beziehung  auf  y  bestimmt.     Diese  Quotienten  — 

i)Z  , 

und    —  ,  bei  denen  nach  dem  Vorgang  von  Jacob i  das  Zeichen  d 

statt  des  für  die  vollständigen  Differentiale  gebrauchten  d  eingeführt 
ist,  sind  die  partiellen  Differentialquotienten  erster  Ordnung  der 
Function  z  =  f  {x^  y),  Dem  vollständigen  Differential  dieser  Function 
wird  daher  auch  die  Form  gegeben: 

Qeometrisch  bezeichnet  die  ursprüngliche  Funetionsbeziehung  zwischen 
.r,  y  und  z  eine  Fläche  im  Raum,  die  man  sich  durch  x  und  y  als 
horizontale  Abscissen  und  durch  z  als  verticale  Ordinate  bestimmt 
denken  kann.  Die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  in 
welcher  O2:  als  der  Zähler,  ^x  und  ()//  als  die  Nenner  der  Differential- 
quotienten erscheinen,  bezeichnet  demnach  das  allgemeine  Qesetz 
der  Richtung  einer  solchen  Fläche,  wie  sie  durch  die  an  jeden  Punkt 
gelegte  tangirende  Ebene  bestimmt  ist;  die  partielle  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  aber  bezeichnet  die  von  Punkt  zu  Punkt 
stattfindende  Richtungsänderung  dieser  Fläche.  In  Folge  der  räum- 
lichen Bedeutung,  die  sich  den  partiellen  Differentialgleichungen 
zwischen  drei  Veränderlichen  beilegen  lässt,  bilden  diese  das  all- 
gemeine Hülfsmittel  zur  Darstellung  der  Naturvorg^nge  und  als 
solches  eines  der  wichtigsten  Werkzeuge  der  mathematischen  Physik*). 
Auch  in  Folge  der  steigenden  Zahl  der  Veränderlichen,  welche 
die  Differentialgleichungen  enthalten,  erweitert  sich  ihre  AUgemein- 


*)  Vgl.  R  i  e  m  a  n  n ,  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleichangen.  £inl. 
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heit.     Die   Differentialgleichung   mit   n  Veränderlichen   enthält   die- 
jenige mit   n  —  1  Veränderlichen   als    einen   speciellen  Fall  in  sich, 
welcher  dann   aus  ihr  hervorgeht,   wenn  irgend  eine  der  Veränder- 
lichen als  constant  angenommen  wird.    Aber  die  hier  sich  ergebende 
Begriffsallgemeinheit  ist  von  anderer  Beschaffenheit  als  diejenige,  die 
ans  der  verschiedenen  Ordnung  der  Differentialgleichungen  entspringt. 
Während  im  letzteren  Fall  das  Gebiet  des  Gesetzes  dasselbe  bleibt, 
aber  der  Umfang  seiner  Bedeutung  und  demzufolge  auch  sein  logi- 
scher Inhalt  sich   verändert,   ist   es   umgekehrt  das  Gebiet  der  An- 
wendungen des  Gesetzes,    das  mit  der  steigenden  Anzahl  der  Ver- 
änderlichen   zunimmt.       So    verwandelt   sich    das    nämliche    Gesetz, 
welches  in  der  Form  einer  Differentialgleichung  zwischen  zwei  Ver- 
änderlichen die  Tangente  einer  ebenen  Curve  bestimmt,  in  ein  Gesetz 
iftr  die  tangirende  Ebene   einer  krummen  Oberfläche,    wenn  es  auf 
drei  Veränderliche   ausgedehnt  wird.      Auch   hier  trägt   aber   diese 
wachsende  Begriffsallgemeinheit  einen  durchaus  specifischen  Charakter 
an  sich,  durch  den  sie  sich  von  sonstigen  logischen  Ueberordnungen 
onterscheidet.     Ein  n-fach  ausgedehntes  Gebiet  ist  dem  Gebiet  von 
der  Ausdehnungszahl  n  —  1  übergeordnet,  weil  sich  dieses  in  jenem 
construiren  lässt,  während  keine  Möglichkeit  vorliegt,  ohne  die  Hinzu- 
nahme  weiterer  Hülfsmittel   aus   dem   zweiten   in   das   erste   zu  ge- 
langen.    Hier  lässt  sich  also  das  Gebiet  niederer  Ordnung  stets  als 
ein  Specialfall   betrachten,    der   aus   dem   Gebiet  höherer   Ordnung 
durch  beschränkende   Bedingungen   hervorgeht.      Die   letzteren   be- 
stehen  aber  nicht,   wie   bei   dem  Uebergang   von   der  Gattung   zur 
iri,  in  der  Einführung  determinirender  Merkmale,  die  dem  Gattungs- 
begriff fehlen,  sondern  im  Gegentheil  in  der  Abstraction  von  weiteren 
Bestimmungen,  die  dem  höheren  Begriff  eigen  sind. 

In   der  Aufstellung  von  Differentialgleichungen  besteht  immer 
fie  nächste  Aufgabe  bei  den  Anwendungen  der  Infinitesimalmethode. 
In  gewissen  Fällen   können   die   vorgelegten  Probleme   schon   durch 
üe  Untersuchung   dieser   Gleichungen  gelöst   werden.      Dies  findet 
^Imässig  dann  statt,   wenn   der  logische  Charakter  des  Problems 
^  die    Eenntniss   jener    allgemeinsten    Gesetzmässigkeit    verlangt, 
welche  in  der  Differentialgleichung  ihren  Ausdruck  findet.    Die  Be- 
stimmung der  Tangente  und  der  Krümmung  einer  Curve,  der  Maxima 
^4  Minima   der  Functionen ,   die  Formulirung  der  allgemeinen  Be- 
wegungsgesetze sind  Aufgaben  solcher  Art.     Bei  einer  zweiten  Reihe 
^  Problemen  dagegen  ist  die  Aufstellung  der  Differentialgleichungen 
^  ein  vorbereitendes  Geschäft,   indem   die  eigentliche  Lösung  eine 
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einfache  oder  mehrfache  Integration  yoraussetzt.  Dies  ist  übers 
da  der  Fall,  wo  es  sich  darum  handelt,  die  Beschaffenheit  d« 
ursprünglichen  Function  zu  kennen ,  deren  Differentialgleichui 
gegeben  ist,  oder  wo  das  in  der  Differentialgleichung  aufgestell 
Gesetz  auf  Messungen,  für  welche  specielle  Bedingungen  gegeb< 
sind,  angewandt  werden  soll,  wie  auf  die  Messung  der  Zeit  ein 
Bewegung,  der  Länge  einer  Curve,  des  Inhalts  einer  Fläche  od 
eines  Körperraumes.  Die  Integralformeln,  zu  denen  man  bei  d 
Lösung  solcher  Aufgaben  gelangt,  bilden  eine  Art  Zwischengli« 
zwischen  der  in  der  Differentialgleichung  ausgedrückten  derivirt^ 
und  der  primitiven  Function.  Die  Integralformel,  die  sich  ledij 
lieh  durch  das  Integrationssymbol  und  unter  Umständen  durch  hii 
zutretende  Constanten  von  dem  Differentialausdruck  unterscheid« 
bezeichnet  die  Herstellung  der  primitiven  Function  zunächst  nur  a 
eine  Aufgabe.  Es  ist  aber  um  so  wichtiger,  diese  Aufgabe  syn 
bolisch  ausdrücken  zu  können,  als  erstens  zahlreiche  Falle  vo 
kommen,  in  denen  eine  exacte  Lösung  derselben  unmöglich  ist  w 
dennoch  ein  Ausdruck  noth wendig  wird,  der  für  den  Zusammenhai 
des  mathematischen  Gedankengangs  diese  Lösung  als  vollzog< 
postulirt,  und  als  es  zweitens  andere  Fälle  gibt,  in  denen  eine  Ii 
tegralformel  der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  grosse  Zahl  einzeln 
Functionen  ist,  die  sämmtlich  dem  durch  die  erstere  reprasentirt< 
Gesetze  unterworfen  sind.  In  Folge  dessen  ist  der  Geltungsberei< 
eines  unbestimmten  Integrals  ein  ebenso  weiter,  wie  derjenige  d 
zugehörigen  Differentialgleichung.  Der  Uebergang  auf  die  speciell< 
Functionen,  den  dasselbe  vermittelt,  wird  durch  die  willkürlich 
Constanten  nur  angedeutet,  indem  diese  dem  Ausdruck  einen  B< 
standtheil  hinzufügen,  dessen  Fixirung  sofort  das  allgemeine  in  e 
concretes  Gesetz  umwandelt.  Darum  richtet  sich  auch  die  Zahl  dies 
Constanten  nach  dem  Umfang  des  durch  die  Differentialgleichui 
repräsentirten  Gesetzes.  Einer  Differentialgleichung  nter  Ordnui 
entsprechen  n  Integrationen,  deren  jede  die  Bestimmung  einer  andei 
willkürlichen  Constanten  voraussetzt.  Diese  sämmtlichen  Constant< 
finden  sich  daher  in  dem  Integral,  und  sie  verleihen  demselben  d 
nämliche  Allgemeinheit,  wie  sie  die  Differentialgleichung  besits 
Erst  durch  die  successive  Ausführung  der  Integrationen,  durch  welcl 
die  Constanten  eine  nach  der  andern  determinirt  werden,  gewin 
die  Integralformel  allmählich  eine  concretere  Bedeutung.  Ausserde 
besteht  ein  wichtiges  Hülfsmittel,  durch  das  von  vornherein  d 
Geltungsbereich  der  Integralformeln  verengert  wird,  in  der  Voran 
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setsning  gewisser  Grenzen  für  die  Argumente  der  Functionen,  wo- 
durch die  unbestimmten  in  bestimmte  Integrale  übergehen.  Die 
einzekien  Methoden,  die  zur  Berechnung  der  Functionen  aus  den 
Integralformeln  befolgt  werden,  sind  von  ausschliesslich  ^mathemati- 
schem Interesse.  In  logischer  Beziehung  bedürfen  nur  noch  die  An- 
wendungen, welche  gewisse  Integralformeln  zur  Lösung  bestimmter 
Classen  von  Problemen  finden,  einer  kurzen  Hervorhebung. 

In   dem  bestimmten  Integral  wird  zwar   die  Allgemeinheit  des 
unbestimmten  beschränkt,  aber  zwischen  den  für  dasselbe  eingeführten 
Gfrenzen  bleibt  immer  noch  eine  Mannigfaltigkeit  einzelner  Functions- 
formen   möglich.     Es   kann   nun   die  Aufgabe   gestellt  werden,   aus 
ihnen  gewisse  einzelne  Functionen  zu  finden,    die   einen  ausgezeich- 
neten Charakter  besitzen.    Ein  solcher  ist  aber  dann  gegeben,  wenn 
die  Function  im  Vergleich  mit  den  ihr  benachbarten  einen  Maximal- 
pder  Minimalwerth  erreicht.    Concrete  Beispiele,  die  unter  diese  Auf- 
gabe fallen,   ergeben   sich   nicht   selten   bei  den  geometrischen  und 
physikalischen  Anwendungen  der  Infinitesimalmethode.    Hierher  ge- 
hört z.  B.    die  Ermittelung   der   kürzesten  Linie,   welche   auf  einer 
gegebenen  Fläche  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  gezeichnet  wer- 
den kann,  oder  die  Bestimmung  derjenigen  Curve,  in  der  ein  Körper, 
wenn  er   sich  unter  dem  Einfluss   der  Schwere   zwischen   zwei   ge- 
gebenen Punkten  bewegt,  in  der  kürzesten  Zeit  fällt  u.  dergl.    Diese 
Aufgaben  besitzen  eine  vollständige  Analogie  mit  denen,  welche  die 
Differentialgleichung  in   der   Theorie   der  Maxima   und   Minima   er- 
ledigt; sie  unterscheiden  sich  nur  darin,  dass  es  sich  bei  ihnen  nicht 
um   die    Vergleichung    einzelner    ausgezeichneter    Punkte    der    eine 
Function   repräsentirenden  Curve   oder  Oberfläche   mit   den   benach- 
barten  Punkten,   sondern   um    eine  Vergleichung   der  ganzen  Form 
jener  Curven  oder  Oberflächen,  welche  durch  eine  bestimmte  Integral- 
formel repräsentirt   werden,   handelt.     Wie   man   also  bei  dem  ent- 
sprechenden Problem  der  Differentialrechnung  von  einem  gegebenen 
Punkt  einer  Curve   zu  dem  ihm  benachbarten  gelangt,   so  hier  von 
einer  gegebenen  Curve   zu   derjenigen,   die  in  der  Schaar  stetig  in 
einander   übergehender  Curven,   welche   dem  nämlichen  allgemeinen 
besetze  folgen,  ihr  benachbart  ist.     Es  ist  klar,  dass  diese  Aufgabe 
fjleichzeitig  der  Integral-  und  der  Diff^erentialrechnung  angehört,  in- 
tern die  Differentialmethode,  die  zur  Bestimmung  der  Maxima  und 
Vinima  einer  Function  dient,  auf  gegebene  Integralformeln  angewandt 
werden  muss.     Eine   solche  Differentiation   in  Bezug  auf  bestimmt? 
Integrale  ist  von  Lagrange   als   Variation   bezeichnet   worden. 
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Der  Algorithmus  der  Variation  ist  hiernach  an  sich  nicht  verschieden 
von  dem  der  Differentiation,  und  seine  Anwendung  ist  immer  dann 
gefordert,  wenn  eine  Function  V  in  der  Form  eines  bestimmten 
Integrals  gegeben  ist,  dessen  Werth  so  bestimmt  werden  soll,  dass 
dV=0  wird,  während  9*F  im  allgemeinen  einen  von  null  ver- 
schiedenen Werth  annimmt,  worin  d  das  von  Lagrange  eingeführte 
Symbol  der  Variation  bedeutet.  Die  nähere  Ausführung  der  Methode 
beruht  wesenÜich  darauf,  dass  die  Variation  der  Function  F  in  die 
Variation  ihrer  Bestandtheile,  der  abhängig  Veränderlichen  und  ihrer 
Differentialquotienten  verschiedener  Ordnung  zerlegt  wird.  Logisch 
ist  der  Yariationscalcül  hauptsächlich  deshalb  bemerkenswerth,  weil 
er  die  Fruchtbarkeit  der  Integrationssymbolik  in  ein  helles  Licht 
setzt,  denn  gerade  die  Allgemeinheit  der  durch  ein  Integral  repräsen- 
tirten  Function  macht  es  möglich,  auf  dasselbe  jene  Regeln  der 
Differentialmethode  anzuwenden,  die  zur  Ermittelung  ausgezeichneter 
Werthe  einer  Function  dienen. 

Auf  der  nämlichen  Allgemeinheit  der  Integralformeln  beniht 
eine  zweite  Anwendung  derselben,  die  noch  von  grösserer  Tragweite 
ist  als  die  eben  besprochene.  Sie  besteht  darin,  dass  gewisse  be- 
stimmte Integrale  und  die  ihnen  entsprechenden  transcendenten 
Functionen  die  Bedeutung  von  Hülfsfunctionen  übernehmen,  welche 
den  einfachen  transcendenten  Functionen  und  ihren  Umkehrungen 
entsprechen,  aber  zur  Darstellung  complicirterer  Gesetze  als  diese  sich 
eignen.  Diese  Aufgabe  erfüllen  die  höheren  transcendenten  Func- 
tionen, die  sich  im  allgemeinen  an  bestimmte  Integralformeln  an- 
lehnen. Auch  in  dieser  Beziehung  bilden  die  einfachen  Functionen 
ihr  Vorbild.    So  ist  nach  den  elementaren  Regeln  der  Differentiation 

d  arc  sin  x  1 


dx  j/i  _  0-2    ' 

und   deshalb,   wenn  man  Grenzen  einführt,   welche   die  willkürliche 
Constante  des  Integrals  zu  beseitigen  gestatten, 


arc  sin 


f        dx 

in  X  —-  f  — ,. 

i  1/ 1  - 


x^ 


d.  h.  die  Kreisfunction  lässt  sich  entstanden  denken  aus  dem  IntegraL- 
einer  gebrochenen  algebraischen  Function  zweiten  Grades.  Dem — 
gemäss  darf  man  von  vornherein  voraussetzen,  dass  ein  Integral  voi»- 
der  Form 
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X 

f 


dx 


also  ein  Integral  einer  gebrochenen  algebraischen  Function  vierten 
Grades,  ebenfalls  dem  Bogen  einer  Curve  entspricht,  und  dass  man 
durch  die  Umkehrung  dieser  Bogenfunction  eine  dem  Sinus  analoge 
Function  erhalten  wird.  Auf  diese  Weise  gewinnt  man  in  der  That 
trigonometrische  Functionen  höherer  Art,  die  so  genannten  ellipti- 
schen Functionen,  welche  zugleich  eine  allgemeinere  Bedeutung 
besitzen,  da  sie  sowohl  die  einfachen  trigonometrischen  Functionen 
wie  die  Exponentialfunctionen  als  specielle  Fälle  in  sich  schliessen. 
Denn  setzt  man  in  dem  allgemeinen  elliptischen  Integral  die  Con- 
staute  &  =  0,  so  geht  dasselbe  in  das  Integral  für  arc  sin  x  über, 
und  setzt  man  fc  =  1,  so  verschwindet  im  Nenner  das  Wurzelzeichen, 

/•     dx 
-Tj g-,    welches   Integral   der  logarithmischen 

1             1  +  a: 
Function  -^  log  . entspricht.    Da  die  trigonometrischen  Func- 

tu  1  —  X 

tionen  eine  reelle,  die  ihnen  entsprechenden  Exponentialfunctionen  eine 
imaginäre  Periodicität  besitzen  (S.  222),  so  vereinigen  die  elliptischen 
Functionen    beide  Eigenschaften   in  sich:   sie  sind  doppelperiodische 
Functionen.     Die  logische  Bedeutung  dieser  durch  die  Vermittelung 
algebraischer  Integrale  gewonnenen  neuen  Hülfsfunctionen  besteht  dem- 
nach darin,  dass  sie  den  mathematischen  Ausdruck  für  den  Begriff  der 
periodischen  Veränderung  verallgemeinem  und  so  eine  genaue  Dar- 
stellung solcher  Vorgänge  gestatten,  für  welche  die  einfachen  periodi- 
schen Functionen   nicht   zureichen.     In   der  nämlichen  Richtung,   in 
äer  aus   den   trigonometrischen   die   elliptischen  Functionen   hervor- 
gegangen  sind,    lässt   sich  nun  weiter   fortschreiten,   indem  man  zu 
Functionen  sechsten,  achten  Grades  u.  s.  w.  tibergeht.    So  entstehen 
üe verschiedenen  Ordnungen  der  so  genannten  hyperelliptischen 
Integrale.    Entsprechend  der  Beschränkung  der  complexen  Grössen 
^nf  die  Darstellung   in   einer  Ebene   zeigt  sich  übrigens,    dass  ein- 
ieutige  Functionen  von  mehr  als  zwei  Perioden  unmöglich  sind.    In 
logischer  Beziehung   bieten   diese  Entwicklungen   nur  noch   zu  zwei 
^merkungen  Anlass.     Erstens  sehen  wir,   dass  alle  höheren  trans- 
scendenten  Functionen   aus   den  einfachen  analytisch  durch  die  An- 
wendung des  Permanenzprincips  hervorgehen^  wobei  aber  dieses  nicht 
^^t  auf  die  Function  selbst,    sondern  zunächst  auf  die  arithmeti- 

Wundt,  Logik.  U,  i.   2.  Aufl.  17 
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sehen  Operationen,  die  zu  ihr  führen,  angewandt  werden  muss;  eben 
darum  bilden  gewisse  Integralfornien,  in  denen  diese  Operationen  in 
einem  geschlossenen  Ausdruck  zusammengefasst  werden,  die  Ueber- 
gangsglieder.  Zweitens  zeigt  es  sich,  dass  die  Allgemeinheit  der 
Function  mit  ihrer  Ordnung,  bez.  mit  der  Ordnungszahl  des  alge- 
braischen Ausdrucks,  welchen  das  ihr  entsprechende  Integral  ent- 
hält, zunimmt.  Diese  Allgemeinheit  bezieht  sich  aber  lediglich  auf 
die  umfassende  Natur  des  durch  die  Function  repräsentirten  Gesetzes. 
Jede  Function  höherer  Ordnung  schliesst  die  Functionen  niederer 
Ordnung,  aus  denen  sie  durch  die  Anwendung  des  Permanenzprincips 
hervorgegangen  ist,  als  Specialfälle  in  sich.  Doch  gehen  diese 
Specialfälle  auch  hier  aus  der  allgemeineren  Form  nicht  durch  den 
Hinzutritt  determinirender  Bedingungen  hervor,  sondern  im  Gegen- 
theil  dadurch,  dass  bestimmte  Elemente,  die  in  der  allgemeineren  Form 
enthalten  sind,  zum  Verschwinden  kommen.  So  lässt  sich  denn  über- 
haupt diese  wachsende  Determination  der  Begriffe  in  aufsteigender 
Richtung  als  der  specifische  Charakter  mathematischer  Ueber- 
ordnung  betrachten. 

Schliesslich  liegt  die  Bemerkung  nahe,  dass  auf  dem  angedeuteten 
Wege,  vermöge  der  auch  in  diesem  Fall  unbeschränkten  Anwend- 
barkeit des  Permanenzprincips,  die  Ableitung  neuer  Functionen  von 
zunehmender  Allgemeinheit  eine  unbegrenzte  ist.  Aber  es  ist  ebenso 
gewiss,  dass  man  gerade  in  Folge  dieser  zunehmenden  Allgemeinheit 
an  eine  Grenze  kommen  muss,  wo  die  Verwendbarkeit  der  so  ent- 
wickelten Functionen  in  der  Form  von  Htilfsfunctionen  fraglich  wird. 
Diese  Grenze  wird  namentlich  dann  erreicht,  wenn  die  Functionen 
einen  vieldeutigen  Charakter  gewinnen.  In  der  Fähigkeit,  neue^ 
Functionsformen  zu  erzeugen,  bekundet  übrigens  die  Integration^rr 
wiederum  ihre  Verwandtschaft  mit  den  inversen  Operationen  der  Arith — ^ 
metik.  Aus  diesen  sahen  wir  successiv  neue  Zahlsysteme  entspringen, 
aus  der  Subtraction  die  negativen,  aus  der  Division  die  gebrochene 
und  irrationalen,  aus  der  Radicirung  die  complexen  Zahlen,  und  a 
den  beiden  letzteren  Operationen  ausserdem  die  gebrochenen  un^ 
die  complexen  Functionen.  Im  Gegensatze  zu  dieser  principiell 
Entwicklung  waren  die  einfachen  Formen  transcendenter  Functioner 
zunächst  aus  zufälligen  Betrachtungsweisen  hervorgegangen,  dener^ 
nur  mittelst  der  üebertragung  auf  alle  möglichen  analogen  Grösse 
Verhältnisse  eine  allgemeinere  Bedeutung  beigelegt  werden  könnt» 
Auf  eine  solche  wies  überdies  die  Beziehung  der  Exponentialfunctiona 
und  trigonometrischen  Functionen  zu  einander  und  der  letzteren  ' 
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den  Functioneii  complexer  Variabeln  hin.  Erst  durch  die  Infinitesimal- 
meihode  wird  nun  der  yollständige  Zusammenhang  der  transcendenten 
und  der  algebraischen  Functionen   aufgeklärt.     Auch   die  Grössen- 
systeme  der  transcendenten  Functionen  können  unmittelbar  aus  den 
ursprünglichen  Zahlen   und   den   aus  ihnen  gebildeten  algebraischen 
Functionen  durch  eine  inverse  Operation    abgeleitet  werden;    diese 
Operation  ist  die  Integration.     Wie  die  Aufgaben,  jeden  beliebigen 
Bruch  und  jede  Wurzel   aus   einer  negativen  Grösse  in   einer  ein- 
fachen   Zahl    darzustellen,     durch    die    irrationalen   und    complexen 
Zahlen   gelöst  werden,   so  führt  das  Problem,   aus   derivirten  Func- 
tionen von  algebraischer  Form  die  ursprünglichen  Functionen,   von 
welchen  sie  abgeleitet  sind,  zu  finden,  unter  gewissen  Bedingungen 
direci  zu  der  Aufstellung  der  transcendenten  Functionen.    Dieser  Weg 
ist  aber  auch  insofern  der  allgemeinere,    als  sich  auf  ihm  mit  den 
niederen  zugleich  die  höheren  Formen  dieser  Functionen  ergeben. 


i 


Dritter  Abschnitt. 

Von  der  Logik  der  Naturwissenschaften. 


Erstes  Capitel. 
Die  allgemeinen  Grundlagen  der  Natnrforsehang. 

1.   Die  Entwicklung  und  Oliedenmg  der  Naturwissen- 
schaften. 

a.   Die  Entwicklung  der  Naturwissenschaften. 

So  innig  die  Beziehungen  sind,  die  Mathematik  und  Natur- 
forschung verbinden,  so  weit  entfernen  sich  beide  von  einander  in 
den  Bedingungen  ihrer  Entwicklung.  Vermöge  der  einfachen  Natur 
der  Erfahrungen,  die  den  Begriffen  von  Zahl  und  Ausdehnung  zu 
Grunde  liegen,  hat  die  Mathematik  in  dem  Augenblick,  wo  sie  in 
das  Licht  der  Geschichte  trat,  den  Gang  einer  gesicherten  Wissen- 
schaft eingeschlagen.  Die  Naturforschung  dagegen  erscheint  von 
Anfang  an  als  ein  Schauplatz  des  Kampfes  widerstreitender  Welt- 
anschauungen. Spät  erst  und  zunächst  bloss  auf  beschränkten  Ge- 
bieten hat  in  ihr  durch  die  Sicherstellung  allgemein  anerkannter 
Ergebnisse  eine  friedlichere  Entwicklung  beginnen  können.  Allmäh- 
lich sind  dann  die  methodischen  Gesichtspunkte,  denen  man  solche 
Ergebnisse  verdankte,  auch  auf  andere  Gebiete  übertragen  worden. 
Doch  die  Nachwirkungen  jener  Kämpfe  werden  in  der  Unsicherheit 
der  Grundbegriffe  heute  noch  überall  fühlbar;  sie  verrathen  sich  in 
dem  Zweifel  über  die  Bedeutung  der  einfachsten  Principien  der 
Mechanik  ebenso  gut  wie  in  den  wechselnden  Anschauungen  über 
den  Ursprung  der  verwickeltsten  Lebenserscheinungen. 

Die  Aufgabe  der  Naturwissenschaften  besteht  in  der  methodi- 
schen Erforschung  der  einzelnen  Naturerscheinungen.    Diese  Aufgabe« 
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ist  allmählich  aus  andern,  älteren  Formen  der  Naturbetrachtung  ent- 
standen. Den  Banden  mythologischer  Weltanschauung  entwand  sich 
in  den  ersten  Anfängen  der  Wissenschaft  die  philosophische  Be- 
trachtung des  Weltganzen,  und  aus  ihr  sind  in  viel  späterer  Zeit 
erst  die  einzelnen  Naturwissenschaften  hervorgegangen.  Dieses  Ver- 
hältniss  hat  auf  die  gesammte  Entwicklung  der  letzteren  seine 
Schatten  geworfen.  Während  das  System  der  Mathematik  aus 
spedellen  Ergebnissen  und  Yerfahrungsweisen  in  stetiger  Entwick- 
lung zu  einem  Ganzen  sich  fUgte,  fand  die  naturwissenschaftliche  For- 
schung bereits  als  sie  begann  zusammenhängende  Naturanschauungen 
Tor,  die  sich  jede  neu  gefundene  Thatsache  dienstbar  zu  machen 
strebten,  und  die  auf  die  Methoden,  die  man  zur  Auffindung  der 
Thatsachen  benützte,  einen  beherrschenden  Einfiuss  ausübten.  Uns 
erscheint  dies  jetzt  als  eine  ümkehrung  der  naturgemässen  Verhält- 
nisse. Wir  verlangen,  dass  der  Philosophie  überall  durch  die  Er- 
fahrungswissenschaften  der  Boden  bereitet  werde.  Qleichwohl  wäre 
es  unbillig,  wenn  man  der  alten  Naturphilosophie  vorwerfen  wollte, 
dass  ihr  diese  Ansicht  fremd  war.  Mag  auch  in  Folge  seines  der 
Erkenntniss  vorauseilenden  Strebens  der  menschliche  Geist  die  grössten 
Schwierigkeiten  sich  selbst  schaffen,  —  das  Interesse  an  der  Frage 
nach  dem  Ursprung  und  dem  Wesen  der  Dinge  ist  ein  so  ungeheures, 
dass  sich  jede  Zeit  damit  abfinden  muss. 

Es  liegt  nahe,  als  den  wichtigsten  Grund,  weshalb  die  Natur- 
wissenschaft der  Griechen  so  weit  hinter  ihren  Leistungen  auf  andern 
Gebieten    zurückblieb,    ihren   gänzlichen   Mangel    an    methodischen 
Httlfsmitteln  anzusehen.   Welchen  Erfolg  konnte  eine  Naturforschung 
haben,  die  auf  Zeitbestimmungen  ohne  Uhr,  Temperaturvergleichungen 
ohne  Thermometer,  astronomische  Beobachtungen  ohne  Fernrohr  ver- 
trauen   musste?*)    Man    vergisst    aber   bei   dieser  Frage,    dass   die 
mangelnde    Erfindung   solcher    Hülfsmittel    selbst   schon    eines    der 
lautesten  Zeugnisse   für   den  Mangel   der   richtigen   Methode   natur- 
wissenschaftlicher Forschung   ist.     Ueberdies,    ein   Hipparch   und 
Archimedes  hatten   ohne  vollkommenere  Instrumente,  jener  die 
Grundlagen  der  exacten  Astronomie  gelegt,  dieser  die  allgemeinsten 
Gesetze  der  Statik  fester  und  flüssiger  Körper   aufgefunden.     Sogar 
die  schiefen  Rinnen    und   die   primitiven  Wasseruhren,    deren    sich 
Galilei  bei  seinen  Fallversuchen  bediente^  hätten  nöthigenfalls  schon 
äem  Aristoteles   zur  Verfügung  gestanden.     Nicht   die   äusseren 


♦)  VgL  E.  Zeller,  Die  Philosophie  der  Griechen,  3.  Aufl.,  U,  2,  S.  250. 
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Hülfsmittel  sind  es,  die  der  Methode  der  neueren  Naturforschung  ihr 
charakteristisches  Gepräge  verleihen,  sondern  die  in  ihr  herrschende 
Form  der  Naturbetrachtung.  Und  diese  war  es  zugleich,  welche 
die  Werkzeuge  exacter  Beobachtung  mit  der  nämlichen  inneren  Noth- 
wendigkeit  schaffen  musste;  mit  der  die  Aristotelische  Naturphilo- 
sophie niemals  zu  ihnen  führen  konnte. 

An  solche  tiefer  liegende  Gegensätze  mochte  man  denken, 
wenn  die  Ursachen  des  Misserfolgs  antiker  Naturforschung  in  die 
kurze  Formel  gefasst  wurden,  es  habe  den  Alten  weder  an  That- 
sachen  noch  an  Ideen  gemangelt,  ihre  Ideen  seien  aber  zu  unbe- 
stimmt und  zu  wenig  angemessen  den  Thatsachen  gewesen '*').  Mit 
grösserem  Rechte  könnte  man  vielleicht  sagen:  die  ihnen  bekannten 
Thatsachen  waren  zu  unbestimmt,  und  sie  wurden  dadurch  verführt, 
an  die  Stelle  der  Thatsachen  ihre  eigenen  Ideen  zu  setzen.  Aber 
alle  diese  Erklärungen,  die  mehr  auf  äussere  Unterschiede  als  auf 
Ursprung  und  Bedeutung  der  verschiedenartigen  Naturanschauungen 
Rücksicht  nehmen,  vergleichen  was  im  Grunde  unvergleichbar  ist. 
Die  Alten  besassen  eine  Naturphilosophie,  aber  k3ine  irgend  nennens- 
werthe  Naturwissenschaft.  Als  diese  ihre  ersten  Schritte  zu  machen 
begann,  fand  sie  darum  keineswegs  freies  Feld  vor,  sondern  ihr 
Gebiet  war  im  Besitz  einer  philosophischen  Weltbetrachtung,  die 
mit  ihren  allgemeinen  Antworten  auch  dem  Einzelnen  seine  be- 
stimmte Bedeutung  anwies.  So  kommt  es,  dass  die  Geschichte  der 
Naturforschung  von  ihren  ersten  Anlangen  an  den  Charakter  eines 
Besitzstreites  hat,  und  dass  sie  diesen  Charakter  bis  in  unsere  Tage 
herab  jedesmal  von  neuem  annimmt,  sobald  für  ein  neues  Gebiet 
festere  Beziehungen  zu  den  bereits  sicher  begründeten  Zweigen  der 
exacten  Wissenschaft  gewonnen  werden.  Bei  diesem  Besitzstreit 
tritt  regelmässig  eine  neue  Betrachtungsweise,  die  jede  Erscheinung 
in  ihre  einfachsten  empirischen  Bestandtheile  zu  zerlegen  sucht, 
einer  älteren  bis  dahin  herrschenden  gegenüber,  welche  die  Unter- 
ordnung jeder  einzelnen  Thatsache  unter  gewisse  allgemeine  Begriffe 
als  ihre  Aufgabe  ansieht.  Wenn  wir  die  erste  dieser  Betrachtungs- 
weisen die  naturwissenschaftliche,  die  zweite  die  naturphilosophische 
nennen,  so  soll  damit  nicht  die  wirkliche  Aufgabe  der  Naturphilo- 
sophie, sondern  nur  die  historische  Stellung  angedeutet  sein,  die  sie 
bis  dahin  eingenommen.    Diese  historische  Stellung  ist  aber  wesent- 


*)  Wh e well,   Geschichte   der  inductiven  Wissenschaften.     Deutsch  von 
Littrow.    I,  S.  69  f. 
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lieh  dadurch  bedingt,  dass  die  Naturphilosophie  der  naturwissen- 
schaftlichen Forschung  vorausging  und  daher  in  ihren  Anfängen 
ganz  und  gar  auf  die  gemeine  Erfahrung  gegründet  war.  Indem 
sich  diese  einem  hoch  ausgebildeten  logischen  Denkvermögen  gegen- 
über befand,  konnte  kaum  ein  anderes  Resultat  zu  Stande  kommen 
als  dasjenige,  das  in  der  Naturphilosophie  der  Griechen  niedergelegt 
ist.  In  die  unendliche  Fülle  mannigfach  verketteter  Erscheinungen, 
welche  die  Naturbeobachtung  darbietet,  muss  eine  erste  wissenschaft- 
liche Auffassung  vor  allem  durch  eine  nach  logischen  Gesichtspunkten 
unternommene  Classification  eine  gewisse  Ordnung  zu  bringen  suchen. 
Stets  hat  daher  die  tiefer  eindringende  Forschung  gegen  einen 
logischen  Schematismus  zu  kämpfen,  der  in  voreiliger  Weise  ein 
Wissensgebiet  systematisch  abschliesst,  und  der  die  Dinge  zu  er- 
klaren meint,  indem  er  sie  eintheilt.  Eine  so  gewonnene  Natur- 
anschauung kann  auf  lange  hinaus  das  wissenschaftliche  Bedürfhiss 
befriedigen.  Darum  verdanken  auch  die  ersten  Regungen  der  exacten 
Naturforschung  im  Alterthum  nicht  dem  theoretischen  Interesse, 
sondern  praktischen  Bedürfnissen  ihren  Ursprung.  Dem  theoretischen 
Interesse  an  den  Himmelserscheinungen  war  durch  die  unbestimmten 
Vorstellungen  über  den  Umschwung  der  Gestimsphären,  wie  sie  sich 
bei  Plato  und  Aristoteles  finden.  Genüge  geleistet;  aber  zum 
Zweck  einer  exacten  Jahreseintheilung  bedurfte  man  quantitativer 
Bestimmungen,  die  schliesslich  in  einer  für  die  Hülfsmittel  der  Alten 
erreichbaren  Genauigkeit  in  dem  astronomischen  System  eines  Hip- 
parch  und  Ptolemäus  ihren  Abschluss  fanden.  Durch  das  Pro- 
blem, den  Silbergehalt  einer  goldenen  Krone  zu  bestimmen,  wurde 
Archimedes,  wie  man  erzählt,  zu  seinen  hydrostatischen  Ent- 
deckungen veranlasst.  Wie  ein  Körper  von  gegebener  Form  zu 
unterstützen  sei,  um  seinen  Fall  zu  verhindern,  wie  eine  gegebene 
Kraft  in  Bewegung  zu  setzen,  wie  die  Spannung  einer  Bogensehne 
zunehmen  müsse,  wenn  die  erzielte  Kraft  um  ein  bestimmtes  Mass 
Wachsen  solle:  diese  und  ähnliche  praktische  Aufgaben  haben  einen 
Archimedes  und  Heron  von  Alexandrien  zu  ihren  mechanischen 
Untersuchungen  geführt. 

Unter  allen  Naturerscheinungen  sind  nun  die  Bewegungen 
schwerer  Körper  vermöge  der  Einfachheit  der  zu  ihrer  Beobachtung 
erforderlichen  Methoden  am  leichtesten  einer  exacten  Untersuchung 
zugänglich.  Die  Mechanik  ist  daher  die  einzige  Naturwissenschaft, 
deren  Anfänge  bis  in  das  Alterthum  zurückreichen.  Indem  sich  die 
Mechanik   des   Archimedes    auf  statische    Probleme    beschränkte. 
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bedurfte  sie  nur  einer  kleinen  Zahl  physikalischer  Voraussetzungen ; 
ihr  wesentlicher  Inhalt  aber  bestand  in  der  statischen  Verwerthung 
geometrischer  Sätze.  Selbst  bei  Stevinus  und  Galilei  sind  noch 
die  Nachwirkungen  dieser  Abhängigkeit  von  der  Geometrie  zu  er- 
kennen. Aber  die  Behandlung  der  Bewegungsprobleme  musste  mit 
innerer  Nothwendigkeit  die  selbständige  Entwicklung  der  Mechanik 
und  zugleich  ihre  Rückwirkung  auf  die  übrigen  Gebiete  der  Natur- 
lehre herbeiführen.  In  dem  nämlichen  Zeitalter,  welches  die  Funda- 
mente der  rationellen  Mechanik  entstehen  sah,  wurden  in  der  That 
durch  Mersenne  und  Snell  die  einfachsten  Grundgesetze  der 
Akustik  und  Optik  entdeckt,  durch  Gilbert  die  Eigenschafben  des 
Magnetes  zum  ersten  Mal  genauer  erforscht,  und  gelang  es  endlich 
Kepler,  auf  der  Grundlage  der  Gopernikanischen  Weltan- 
schauung, die  Bewegungen  der  Planeten  auf  die  Gesetze  zurück- 
zuführen, die  noch  jetzt  seinen  Namen  tragen.  Ihren  Abschluss  fand 
diese  Entwicklung  der  Physik  und  Astronomie  in  der  folgenden  Zeit 
durch  die  Gravitationstheorie  Newtons,  welche  der  physikalischen 
Untersuchung  auf  allen  Gebieten  den  Weg  zeigte,  indem  sie  die 
Deduction  aus  den  allgemeinen  Principien  der  Mechanik  als  das 
Ziel  einer  jeden  physikalischen  Theorie  hinstellte. 

Langsam  folgten  die  übrigen  Naturwissenschaften  dem  Beispiel 
das  ihnen  durch  die  Astronomie  und  die  einfacheren  Gebiete  der 
Physik  gegeben  war.  Zur  selben  Zeit,  als  bereits  die  Fall  versuche 
Galileis  eine  tiefere  Erkenntniss  der  Schwerkraft  erschlossen  und 
die  Eepler'schen  Gesetze  die  Bewegungen  der  Himmelskörper  ein- 
fachen Massbeziehungen  unterworfen  hatten,  lag  die  chemische  For- 
schung noch  in  den  Händen  abergläubischer  Goldköche,  und  be- 
kämpften sich  mit  wechselndem  Glück  die  Lehren  des  Aristoteles 
und  Paracelsus  über  die  Elemente.  Erst  als  Robert  Boyle 
gegen  Ende  des  17.  Jahrhunderts  dem  BegrifiT  des  Elementes  die 
Bedeutung  eines  erfahrungsmässig  nicht  weiter  zerlegbaren  und  durch 
constante  Eigenschaften  sich  unterscheidenden  StofiTes  anwies,  begann 
die  Chemie  den  nämlichen  Forschungsprincipien  zu  folgen.  Die 
Menge  der  Elemente,  ihre  Beziehungen  und  ihre  Verbindungen 
richteten  sich  nun  nicht  mehr  nach  irgend  welchen  mystischen  Zahl- 
symbolen und  andern  Vorstellungen,  die  von  aussen  an  die  Erschei- 
nungen herangebracht  oder  höchstens  aus  einigen  wenigen  That- 
sachen  abstrahirt  und  ungebührlich  verallgemeinert  waren,  sondern  zur 
einzigen  Richterin  über  Thatsachen  und  Hypothesen  wurde  auch  hier 
die  Erfahrung. 
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Um  einige  Jahrzehente  früher  als  die  Chemie  hatte  die  Physio- 
logie durch  William  Harveys  Entdeckung  des  Blutkreislaufs  den 
ersten  Schritt   auf  der  Bahn    der    exacten  Forschung   gethan.     So 
wichtig   aber  dieser  Sehritt  auch  war,    so   musste  er   doch  für  die 
nächste  Folgezeit  in  gewisser  Art  um  so  verhängnissToUer  werden^ 
je  weiter  noch  die  übrigen  Zweige  biologischer  Forschung  zurück- 
standen.    Denn  allzu  gross  ward  nun  die  Versuchung,  auf  beliebige 
LebensYorgänge  von  unbekannter  Natur  die  nämlichen  mechanischen 
Principien  anzuwenden.   Von  Cartesius  und  den  iatromechanischen 
Schulen  des  17.  Jahrhunderts  an  dauert  diese  Tendenz  bis  in  unsere 
Tage.     Der   mechanischen  Auffassung  stellen   sich   aber  mit  wech- 
sebdem   Glück  teleologische   Anschauungen   entgegen.     Findet   die 
mechanische  Physiologie   stets  an  dem  Vorbilde   der  Physik  und  an 
gewissen    einfachsten  Lebensvorgängen    ihren  Rückhalt,    so   stützen 
sich    die    animistisch-vitalistischen    Lehren    auf    das    Hereingreifen 
psychischer  Factoren  in  die  höheren  Lebensvorgänge  und.  vor  allem 
auf  die  eine  Zweckerklärung  herausfordernde  Beschaffenheit  der  Ent- 
wicklungserscheinungen.    Dieser  Kampf  ist  noch  nicht  beendet,  und 
noch  mehr  als  die  Physiologie  selber  stehen  die  von  ihr  abhängigen 
Zweige  der  organischen  Naturgeschichte  unter  dem  Einflüsse  desselben» 

b.   Das  System  der  Naturwissenschaften. 

Die   einzelnen   Zweige   der  Naturwissenschaft   haben   sich   zu- 
nächst aus  praktischen  Bedürfnissen,  nicht  aus  systematischen  Rück- 
sichten getrennt.     Dennoch  entspricht  diese  Gliederung  ihrem  that- 
sachlichen  Erfolg  wie  ihrem  zeitlichen  Eintritte  nach  in  hohem  Grade 
zugleich  den  logischen  Eigenthümlichkeiten  der  verschiedenen  Wissen- 
schaften,  sowie  den  besonderen  Gestaltungen  der  Methodik,    die  in 
ihnen  herrschend  ist.   Das  System  der  Naturwissenschaften,  welches 
sich   in    der  wirklichen  Entwicklung    derselben    dargelegt   hat,    ist 
ianim    auch   in    logischer    Beziehung    im    ganzen    den    künstlichen 
Eintheilungen  überlegen,    die  man  zuweilen  nach  Bacons  Vorbild 
ansruführen  versuchte.    Nur  an  einzelnen  Stellen,  namentlich  da,  wo 
specielle  Bedingungen,  wie  sie  aus  der  vielseitigen  Verknüpfung  der 
verschiedenen  Gebiete  hervorgehen,  auf  eine  einzelne  Disciplin  fordernd 
oder  hemmend  eingewirkt  haben,    entfernt  sich  die  historische  Ent- 
wicklungsfolge von  dem  systematischen  Zusammenhang*). 

*)  Vgl.  hierzu  meine  Abhandlung  über  die  Eintheilung  der  Wissenschaften, 
l*hüoB.  Studien,  VI,  S.  1  ff. 
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Anfang  und  Grundlage  aller  erklärenden  Naturwissenschaften 
ist  die  Mechanik.  Sie  ist  die  allgemeinste  Naturwissenschaft,  inso- 
fern man  auf  die  Erscheinungen,  mit  denen  sie  sich  beschäftigt,  auf 
die  Bewegungen  der  Körper  und  ihrer  Theile,  alle  der  äussern  Wahr- 
nehmung gegebenen  Naturerscheinungen  vermöge  des  Grundsatzes 
der  ünyeränderlichkeit  der  materiellen  Substanz  zurQckzufÜhren  sucht. 
Sie  bildet  ausserdem  das  Bindeglied  zwischen  Mathematik  und  Natur- 
forschung. Denn  nicht  nur  besitzen  diejenigen  ihrer  Principien,  die 
sich  auf  die  reine  Bewegungsvorstellung  beziehen,  völlig  den  Cha- 
rakter abstracter  mathematischer  Allgemeinheit,  sondern  selbst  jene 
mechanischen  Sätze,  bei  denen  die  empirisch  gegebenen  Eigenschaften 
der  Körper  eine  wesentliche  Rolle  spielen,  pflegen  diese  Eigenschaften 
auf  eine  ideale  Form  zurückzuführen,  der  sich  die  Körper  unserer 
Erfahrung  immer  nur  annähern  können.  In  Folge  dieses  Ueber- 
gewichts  mathematischer  Abstraction  besitzt  die  Mechanik  in  höherem 
Grade  als  irgend  eine  andere  Naturwissenschaft  einen  speculativen 
Charakter.  Zugleich  können  in  ihr  mit  grosser  Schärfe  die  An- 
nahmen von  den  Folgerungen,  sowie  unter  den  ersteren  diejenigen 
Voraussetzungen,  die  in  allgemeingültigen  Anschauungen  ihre  Quelle 
haben,  von  jenen  unterschieden  werden,  die  auf  einzelnen  Erfahrungen 
beruhen.  In  Folge  der  vollkommen  bindenden  Schlussweisen  end- 
lich, durch  welche  sich  aus  einer  kleinen  Anzahl  allgemeiner  Voraus- 
setzungen das  System  der  rationellen  Mechanik  entwickelt,  ist  diese 
auch  in  methodischer  Beziehung  das  vollendete  Vorbild  einer  exacten 
Naturwissenschaft. 

An  die  Mechanik  schliesst  sich  zunächst  die  Physik  an. 
Während  die  Mechanik  ihren  Betrachtungen  abstracte  Hypothesen 
zu  Grunde  legt,  die  in  keiner  Erfahrung  vollständig  verwirklicht 
sind,  hat  die  Physik  den  besonderen  Bedingungen  Rechnung  zu 
tragen,  die  für  die  Geltung  der  mechanischen  Gesetze  aus  den 
speciellen  Eigenschaften  und  Verbindungen  der  Naturobjecte  ent- 
stehen. Mit  Rücksicht  hierauf  und  in  Anwendung  des  Grundsatzes, 
dass  wegen  der  qualitativen  ünveränderlichkeit  der  Materie  alle 
Naturvorgänge  in  letzter  Instanz  Bewegungen  sind,  betrachtet'  man 
als  das  Ziel  der  Physik  ihre  vollständige  üeberführung  in  eine  an- 
gewandte Mechanik.  Dabei  bleibt  jedoch  der  Physik  eine  unermess- 
liche  Fülle  eigenthünilicher  Aufgaben  in  der  Erforschung  der  con- 
creten  Bedingungen  des  Geschehens,  insbesondere  in  der  Gewinnung 
haltbarer  Voraussetzungen  über  die  Eigenschaften  der  Materie  und 
in  der  Deduction  der  verschiedenen  Naturerscheinungen  aus  denselben. 
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Gerade  dadurch,  dass  die  Physik  verpflichtet  ist,  ihre  Annahmen  den 
in  der  Erfahrung  gegebenen  Naturerscheinungen  auf  das  genaueste 
anzupassen,  entfernt  sie  sich  weiter  als  die  Mechanik  von  dem  Cha- 
rakter einer  mathematischen  Wissenschaft,  die  von  der  empirischen 
GOltigkeit  ihrer  Voraussetzungen  unabhängig  ist.  In  Folge  der  ver- 
wickelten Beschaffenheit  der  Erscheinungen  und  der  Unsicherheit 
ihrer  Hypothesen  verliert  sie  zudem  sogar  theilweise  den  Charakter 
einer  exacten  Wissenschaft,  indem  sie  sich  vielfach  genöthigt  sieht, 
an  Stelle  einer  strengen  Deduction  der  Erfahrungen  aus  gewissen 
allgemeinen  Voraussetzungen  eine  Beschreibung  der  durch  Beoabach- 
tang  und  Versuch  festzustellenden  Thatsachen  treten  zu  lassen.  Dieses 
Verhältniss  hat  im  Verein  mit  pädagogischen  Rücksichten  die  Trennung 
in  experimentelle  und  theoretische  oder  mathematische 
Physik  herbeigeführt.  Es  ist  aber  unrichtig,  wenn  man  hierbei  die 
experimentelle  Physik  als  die  ursprüngliche  Wissenschaft  bezeichnet, 
aus  der  sich  die  theoretische  allmählich  entwickelt  habe,  eine  An- 
sicht, die  mit  der  geläufigen  und  im  ganzen  ebenso  unrichtigen 
Unterscheidung  eines  inductiven  und  deductiven  Stadiums  einer  jeden 
Wissenschaft  zusammenhängt.  Schon  der  Umstand,  dass  die  Aus- 
bildung der  Mechanik  derjenigen  der  Physik  vorangegangen  ist, 
widerspricht  dem.  In  Wirklichkeit  ist  darum  auch  eine  strenge 
Trennung  jener  beiden  Disciplinen  nicht  durchzuführen,  sondern  wie 
die  mathematische  Physik  der  experimentellen  eine  Menge  thatsäch- 
licher  Bestimmungen  entnehmen  muss,  so  pflegen  anderseits  in  die 
letztere  zahlreiche  Abstractionen  und  Deductionen  der  ersteren  ein- 
zugehen. Die  mathematische  Physik  nähert  sich  übrigens  nicht  bloss 
durch  ihren  streng  deductiven  Charakter,  sondern  auch  darin  der 
Mechanik,  dass  sie  mit  abstracten  Voraussetzungen  operirt,  von  denen 
von  vornherein  zugestanden  wird,  dass  sie  nur  annähernd  verwirk- 
licht sein  können.  Aber  sie  sucht  diese  Voraussetzungen  so  lange 
umzugestalten,  bis  es  ihr  gelingt,  eine  völlige  Uebereinstimmung  mit 
gewissen  numerischen  Daten  der  Beobachtung  herbeizuführen.  Auf 
diese  Weise  stellt  sie  im  Verein  mit  der  Mechanik  die  Vermittlung 
her  zwischen  mathematischer  Speculation  und  empirischer  Forschung. 
In  ihrem  weitesten  Sinne  umfasst  die  Physik  das  Gesammt- 
gebiet  des  Naturgeschehens.  Dieses  trennt  sich  dann  aber  zunächst 
in  zwei  Theile,  deren  Inhalt  von  den  verschiedenen  Gesichtspunkten 
abhängt,  unter  denen  das  hypothetische  Substrat  der  Naturerschei- 
nungen, die  Materie,  der  wissenschaftlichen  Betrachtung  zugänglich 
igt.      Eine    Reihe   allgemein    verbreiteter    Naturerscheinungen    weist 
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nämlich  auf  die  allgemeinen  Eigenschaften  zurQck,  welche  der  Materie 
ohne  Rücksicht  auf  jene  specifischen  Verschiedenheiten  zukommen, 
die  den  charakteristischen  Unterschieden  der  einzelnen  Naturkörper 
zu  Grunde  liegen.  Die  Erscheinungen  der  Schwere,  der  Wärme,  des 
Lichtes  u.  s.  w.  sind  Naturerscheinungen,  für  deren  Gestaltungsweise 
zwar  die  Unterschiede  der  Naturkörper  nicht  gleichgültig  sind,  bei 
deren  Erklärung  aber  doch  ein  Zurückgreifen  auf  specifische  Stoff- 
unterschiede schon  deshalb  ausgeschlossen  ist,  weil  sie  an  Körpern 
von  sehr  verschiedenen  materiellen  Eigenschaften  in  übereinstimmen- 
der Weise  auftreten.  Die  Betrachtung  dieser  allgemeinen  Natur- 
erscheinungen ist  nun  die  Aufgabe  der  eigentlichen  Physik,  während 
die  Untersuchung  jener  Eigenschaften  der  Körper,  deren  Erklärung 
die  Annahme  irgend  welcher  specifischer  Stoffunterschiede  erheischt, 
der  Chemie  anheimfällt. 

Ein  hiervon  verschiedener  Gesichtspunkt  hat  noch  zu  einer 
weiteren  Spaltung  der  Physik  den  Anlass  geboten.  Der  Biologie 
bleiben  alle  Naturerscheinungen  vorbehalten,  die,  unter  dem  Gesichts- 
punkt des  Zweckes  zusammengefasst ,  als  Lebenserscheinungen 
bezeichnet  werden.  Damit  sollen  diese  keineswegs  der  allgemeineren 
physikalischen  und  chemischen  Betrachtung  entzogen  sein,  sondern 
es  wird  bloss  der  eigenthümliche  Charakter  angedeutet,  den  be- 
stimmte zusammengesetzte  Ergebnisse  physikalischer  und  chemischer 
Fundamentalerscheinungen  annehmen.  In  diesem  Sinne  betrachtet 
erscheint  die  Biologie  als  ein  Anwendungsgebiet  der  Physik  und 
Chemie,  das  zu  diesen  seinen  Mutterwissenschaften  in  einem  ähn- 
lichen Verhältnisse  steht  wie  die  theoretische  Maschinenkunde  zur 
allgemeinen  Mechanik.  Die  Biologie  beschäftigt  sich  mit  der  An- 
wendung der  physikalischen  und  chemischen  Principien  auf  gewisse 
natürliche  Substanzcomplexe,  die  Organismen,  die  mit  Rücksicht  auf 
ihre  zweckmässige  Beschaffenheit  den  Charakter  natürlicher  Maschinen 
besitzen.  Diese  Betrachtungsweise  reicht  aber  nicht  mehr  zu,  so- 
bald es  sich  um  das  Verständniss  jener  physischen  Erscheinungen 
handelt,  die,  wie  insbesondere  die  Entwicklungs-  und  Bewegungs- 
vorgänge, mit  dem  geistigen  Leben  in  Beziehung  stehen.  Hier 
bedarf  vielmehr  die  Biologie  der  Psychologie  zu  ihrer  Ergänzung, 
mit  der  vereinigt  sie  das  verbindende  Glied  ist  zwischen  den  Natur- 
und  den  Geisteswissenschaften. 

Physik,  Chemie  und  Biologie  bilden  dergestalt  die  drei  aus 
der  Physik  hervorgegangenen  Hauptzweige  der  theoretischen  Natur- 
lehre.    Jeder    dieser  Hauptzweige   lässt    aber   vrieder    einzelne  An- 
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Wendungen  auf  die  verschiedenen  Naturobjecte  zu,  und  hieraus  ent- 
springt dann  eine  grössere  Anzahl  von  Sondergebieten  der  Natur- 
wissenschaft, deren  jedes  aus  der  Anwendung  irgend  einer  der  drei 
Hauptdisciplinen  oder  mehrerer  von  ihnen  auf  einen  besonderen 
Gegenstand  der  Natur  hervorgeht. 

Der  allgemeinen  Physik,  die  sich  mit  den  Naturerscheinungen 
ohne  specielle  Rücksicht  auf  bestimmte  räumliche  nnd  zeitliche  Be- 
dingungen   beschäftigt,    ordnet   sich    so   die   kosmische   Physik 
unter  als  eine  Wissenschaft,  welche  die  Ableitung  der  uns  gegebenen 
Weltordnung  aus  den  allgemeinen  physikalischen  Gesetzen  zu  ihrem 
G^enstande    hat.      Sie    zerfällt    wieder    in    zwei   Gebiete:    in    die 
Astronomie,  deren  Aufgabe  in  der  Darlegung  der  wechselseitigen 
Beziehungen   der  Weltkörper  besteht,    und   in   die  Astrophysik, 
welche   die   physikalischen   Eigenschaften   der   einzelnen  Weltkörper 
zergliedert,   und   der   daher   auch   die  Geophysik   als  ein  wesent- 
licher Bestandtheil  zuzurechnen  ist.    Die  wechselseitigen  Beziehungen 
der  Weltkörper  finden  zunächst  in  den  relativen  Stellungen  und  Be- 
w^ungen  derselben   ihren  Ausdruck.     Die  Astronomie   bildet  daher 
eines    der    wichtigsten   Anwendungsgebiete    der   Mechanik   schwerer 
Körper,  ausgezeichnet  zugleich  durch  die  verhältnissmässig  einfachen 
Bedingungen,   unter   denen   die  Bewegungen  stattfinden.     Von   den 
sonstigen  physischen  Eigenschaften  der  Weltkörper  fallen  nur  die- 
jenigen,  die  im  Stande  sind  auf  die  Entstehung  der  gegenwärtigen 
Weltordnung  Licht  zu  werfen,  der  Mitberücksichtigung  der  Astronomie 
anheim.    Hier  ist  dann  die  letztere  ganz  und  gar  auf  die  Verwerthung 
der  Resultate   angewiesen,   welche   die  Astrophysik   bei   der  Unter- 
suchung  der   einzelnen  Weltkörper   gewonnen   hat.      Die    nämlichen 
Ursachen  aber,    die   eine  frühzeitige  Ausbildung  der  astronomischen 
Wissenschaft  möglich   machten^    bedingen   eine   sehr  langsame  Ent- 
wicklung  der  astrophysischen  Kenntnisse.      Diese   beschränken   sich 
naturgemäss   auf  die  durch  die  Hülfsmittel   des  Gesichtssinns  wahr- 
zunehmenden Erscheinungen  und  auf  die  Schlüsse,  die  aus  denselben 
gezogen  werden  können.     So  vollständig  nun  auch  diese  Hülfsmittel 
zum   Aufbau    der  Mechanik    des   Himmels   genügen,    ebenso    unzu- 
reichend   sind    sie    im    allgemeinen    zur    Erforschung    der    übrigen 
physikalischen  Eigenschaften  der  Gestirne.     Nur  ein  einziger  Welt- 
körper macht  in   dieser   Beziehung   eine   Ausnahme,    unsere   eigene 
Erde.    Die  Geophysik  ist  daher  derjenige  Zweig  der  Astrophysik, 
welcher  der  vollkommensten  Ausbildung  fähig  ist,   so  dass  hier  das 
praktische  Bedürfniss    zu    einer   Theilung    in    verschiedene    Zweige 
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geführt  bat.  unter  ihnen  nimmt  die  physikalische  Geographie 
die  Stelle  einer  allgemeinen  Geophysik  ein,  indem  sie  von  den  all- 
gemeinsten Eigenschaften  des  Erdkörpers  und  ihren  wechselseitigen 
Beziehungen  Rechenschaft  zu  geben  sucht.  Sie  stützt  sich  dabei  theils 
auf  die  specielleren  Theile  der  Geophysik,  die  sich  nach  einzelnen 
Seiten  hin  mit  den  physischen  Eigenschaften  der  Erde  beschäftigen, 
wie  Meteorologie  und  Elimatologie,  Chorologie  und  Geologie;  theils 
verbindet  sie  sich  mit  der  organischen  Naturgeschichte  und  bildet 
so  die  besonderen  Disciplinen  der  Pflanzen-,  Thier-  und  Anthropo- 
geographie.  Hier  berührt  sich  aber  wieder  die  Geologie  mit  der 
Chemie,  die  Pflanzen-  und  Thiergeographie  mit  der  Biologie,  und 
die  Anthropogeographie  tritt  in  ein  näheres  Verhaltniss  zu  den 
Geisteswissenschaften,  insbesondere  zur  Geschichte  und  Völkerkunde. 
Es  findet  hierin  das  allgemeine  Gesetz  seinen  Ausdruck,  dass  die 
yrissenschaftlichen  Gebiete  um  so  mehr  in  einander  eingreifen,  je 
mehr  sie  sich  auf  concrete  Naturgegenstände  und  nicht  auf  allgemeine 
Erscheinungen  beziehen. 

Von  verschiedenartigen  Motiven  ist  die  Gliederung  der  Chemie 
bestimmt  worden.  Bei  der  Eintheilung  in  jene  beiden  Hauptzweige, 
welche  die  wenig  angemessenen  Namen  der  unorganischen  und 
der  organischen  Chemie  tragen,  haben  hauptsächlich  zwei  Ge- 
sichtspunkte zusammengewirkt.  Auf  der  einen  Seite  schien  es 
wünschenswerth ,  die  fundamentalen  Eigenschaften  der  chemischen 
Elemente  und  ihrer  Verbindungen  in  einem  grundlegenden  Theile 
zu  behandeln,  dem  dann  die  systematische  Beschreibung  der  ein- 
zelnen Verbindungen  in  einer  besonderen  Disciplin  zu  folgen  habe. 
Auf  der  andern  Seite  forderten  die  Kohlenstofi'verbindungen  durch 
ihre  Zahl  und  ihre  Eigenschaften  eine  abgesonderte  Behandlung 
heraus.  In  Folge  dieser  heterogenen  Motive  trägt  die  Eintheilung 
in  unorganische  und  organische  Chemie  fast  mehr  das  Gepräge  einer 
praktischen  Arbeitstheilung  als  einer  aus  den  inneren  Eigenschaften 
des  Gegenstandes  erwachsenen  Trennung.  Waltet  auch  in  der 
unorganischen  Chemie,  insofern  sie  es  mit  den  allgemeinen  Grund- 
lagen der  chemischen  Wissenschaft  zu  thun  hat,  im  ganzen  mehr 
der  Versuch  theoretischer  Erklärung,  in  der  organischen  der  Stand- 
punkt systematischer  Classification  vor,  so  hat  sich  doch  theils  in 
Folge  der  Hereinziehung  eines  grossen  Theils  des  Systems  der  chemi- 
schen Verbindungen  in  die  unorganische  Chemie,  theils  in  Folge  der 
Verwerthung  gerade  der  Kohlenstoffverbindungen  zu  theoretischen 
Speculationen  dieses  Verhaltniss  mannigfach  verschoben.     Auch  hat 
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wohl  hauptsächlich  dieser  Umstand  zur  Abzweigung  einer  allge- 
meinen oder  physikalischen  Chemie  Anlass  gegeben.  Indem 
man  in  ihr  alle  diejenigen  Untersuchungen  vereinigt,  die  irgend  eine 
directe  Beziehung  zur  Erklärung  der  chemischen  Fundamentalerschei- 
nungen besitzen,  bereitet  sich  hier  eine  Trennung  vor,  die  in  dem 
bisherigen  chemischen  System  noch  nicht  zur  Durchführung  gelangt 
ist,  die  Trennung  nämlich  in  eine  theoretische  und  in  eine 
systematische  Chemie.  Davon  würde  der  ersteren  die  theoretische 
Erklärung  der  chemischen  Erscheinungen,  der  zweiten  die  syste- 
matische Classification  und  Beschreibung  der  chemischen  Verbindungen 
zufallen. 

Abermals  von  andern  Gesichtspunkten  aus  hat  sich  die  Glie- 
derung der  Biologie  vollzogen.  Zunächst  erwies  sich  hier  eine 
eingehende  Kenntniss  des  Baues  und  der  Structur  der  Organismen 
als  unerlässliche  Bedingung  des  Studiums  der  Lebenserscheinungen. 
Es  schieden  sich  daher  zunächst  die  Anatomie  und  die  Physio- 
logie der  Pflanzen  und  der  Thiere.  Bildet  als  bloss  descriptive 
Disciplin  betrachtet  die  Anatomie  die  Vorbereitung  zur  Physiologie, 
so  ist  sie  als  erklärende  Untersuchung  der  Formentwicklung  oder 
als  Entwicklungsgeschichte  ein  integrirender  Bestandtheil  derselben. 
Die  Physiologie  trennt  sich  sodann  nach  der  durchgreifenden  Ver- 
schiedenheit der  Lebenserscheinungen  in  die  Physiologie  der  Pflanzen 
und  in  die  Physiologie  der  Thiere.  Aus  beiden  hat  sich  die  all- 
gemeine Physiologie  als  diejenige  Wissenschaft  abgesondert, 
welche  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Organismen  und  den  Zu- 
sammenhang der  gesammten  Lebenserscheinungen  zum  Object  ihrer 
Untersuchungen  nimmt. 

Von  den  in  den  einzelnen  Gebieten  der  Naturlehre  zur  Geltung 
gelangten  Principien  aus  werden  nun  durchgängig  die  Anschauungen 
bestimmt,  die  für  die  systematische  Erkenntniss  der  einzelnen  Natur- 
objecte  gültig  sind.  Der  alte  Name  der  Naturgeschichte  deutet 
voUkonmien  treffend  dieses  Verhältniss  an.  Denn  er  bezeichnet  als 
die  eigentliche  Aufgabe  einer  systematischen  Beschreibung  der  Gegen- 
stande die  Ableitung  ihrer  Eigenschaften  aus  den  Bedingungen  ihrer 
Entstehung,  d.  h.  ihre  Erklärung  aus  bestimmten  physikalischen, 
chemischen  oder  biologischen  Gesetzen.  Für  den  jeweiligen  Zustand 
der  systematischen  Naturwissenschaften  ist  nun  aber  ausserdem  die 
Thatsache  bestimmend,  dass  das  Bedürfniss  nach  einer  geordneten 
üebersicht  der  Objecte  schon  in  den  Anfängen  der  wissenschaftlichen 
Erkenntniss  fühlbar  wird,  lange  bevor  in  dem  entsprechenden  Gebiet 


272  AUgemeine  Grundlagen  der  Natarforschong. 

der  Naturlehre  die  zu  einem  genetischen  Yerstandniss  erforderlichen 
Vorbereitungen  gewonnen  sind.  Die  Naturgeschichte  sucht  daher 
zunächst  durch  provisorische,  meist  auf  die  äussere  Form  der  Gtegen- 
stände  gegründete  Eintheilungen  eine  vorläufige  Ordnung  zu  schaflPen, 
und  erst  in  der  weiteren  Entvricklung  ihres  Systems  konmien  all- 
mählich bestimmte  theoretische  Anschauungen  zur  Gleitung.  Von  da 
an  reflectirt  sich  dann  in  dem  Wechsel  der  systematischen  Principien 
die  Entwicklung  der  gesammten  Naturanschauung.  (Vgl.  Abschn.  I, 
S.  47  ff.)  Doch  ist  bei  der  thatsächlichen  Trennung  der  einzelnen 
Zweige  des  naturwissenschaftlichen  Systems  von  einander  der  eigen- 
thümliche  Umstand  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Classification  der 
chemischen  Verbindungen  nicht  getrennt  zu  werden  pflegt  von 
der  Theorie  der  chemischen  Erscheinungen.  Dies  entspringt  theils 
aus  dem  verhältnissmässig  unvollkommenen  Zustand  der  chemischen 
Wissenschaft,  bei  welchem  die  Aufgaben  der  Beschreibung  und  Er- 
klärung noch  nicht  hinreichend  auseinandergehalten  werden,  theils 
aus  den  eingewurzelten  Traditionen  der  Naturgeschichte,  nach  denen 
nur  die  natürlich  vorgefundenen  Objecte,  nicht  die  künstlich  er- 
zeugten, als  Gegenstände  besonderer  systematischer  Wissenschaften 
behandelt  werden. 


2.    Heuristische  Principien  der  Xaturforschung. 

a.    Causale  und  teleologische  Naturbetrachtung. 

Alle  Naturforschung  geht  aus  von  der  Sinneswahmehmung.  So 
sehr  aber  schon  fdr  das  naive  Bewusstsein  die  Sinneserscheinimgen 
in  Beziehungen  zu  einander  treten  und  dadurch  Versuche  zusammen- 
hängender Naturerklärung  herausfordern,  so  vridersetzen  sich  doch 
die  Vorstellungen  der  einzelnen  Sinnesgebiete  durch  ihre  verschieden- 
artige Beschaffenheit  einer  durchgängigen  Verbindung  der  Erschei- 
nungen. Da  nun  gleichwohl  das  Erkenntnissbedürfhiss  zu  einer 
solchen  drängt,  so  wird  das  einzige  Auskunftsmittel  ergriffen,  das 
hier  möglich  ist:  man  ordnet  die  Erscheinungen  unter  gewisse  all- 
gemeine Begriffe,  die  aus  der  Wechselwirkung  unseres  eigenen 
Denkens  und  Handelns  mit  der  Aussenwelt  hervorgegangen  sind. 
Die  Principien,  die  hierbei  zur  Anwendung  kommen,  können  wir 
heuristische  nennen,  weil  sie  nicht  als  Elesultate,  sondern  als 
leitende  Maximen  der  Forschung  auftreten.  Der  Gebrauch  dieser 
Principien  findet  seine  Begründung  darin,  dass  das  denkende  Subject 


Causale  und  teleologische  Natarbetrachtung.  273 

niemals  von  den  Erkenntnissformen  abstrahiren  kann,  welche  sich 
durch  die  Beziehungen,  in  die  es  zu  den  Objecten  seines  Denkens 
tritt,  entwickelt  haben.  Der  berechtigten  Anwendung  derselben  muss 
darum  stets  die  sorgfältige  Untersuchung  der  Frage  vorangehen,  ob 
sie  nothwendige  Erkenntnissbedingungen  sind,  und  ob  die  Objecto, 
in  ihrem  rein  erfahrungsmässigen  Zusammenhang  betrachtet,  ihnen 
wirklich  entsprechen.  An  der  Prüfung  dieser  Frage  l'ässt  es  nun  die 
ursprüngliche  Naturphilosophie  fehlen.  Sie  überträgt  ohne  weiteres 
gewisse  Allgemeinbegriffe  auf  die  Naturgegenstände.  Aber  weder 
weist  sie  deren  specifische  Berechtigung  noch  überhaupt  die  Zulässig- 
keit  des  ganzen  Verfahrens  nach;  daher  denn  auch  ihr  Gebäude 
skeptischen  Angriffen  niemals  Stand  halten  kann. 

Naturgemäss  sind  die  Einflüsse,  welche  die  Gestaltung  bestimmter 
Orundanschauungen  hervorrufen,  von  Anfang  an  doppelter  Art:  einer- 
seits gibt  es  bestimmte  Naturerscheinungen,  die  vor  andern  die  Auf- 
merksamkeit fesseln,  anderseits  subjective  Begriffe  und  Gefühls- 
richtungen, die  als  das  Bewusstsein  beherrschende  Mächte  zugleich 
die  Auffassung  der  Aussenwelt  lenken.  Diese  beiden  Einflüsse  greifen 
stets  in  einander  ein:  nach  den  Ideen,  die  uns  lenken,  richtet  sich 
unsere  Apperception  der  Objecte,  und  an  diesen  wirken  wieder 
gewisse  durch  ihre  Constanz  ausgezeichnete  Eigenschaften  auf  unsere 
Ideen  zurück. 

Schon    in   der  frühesten  Naturphilosophie  treten  uns  auf  diese 
Weise  zwei  Grundanschauungen  entgegen,  die  sich  in  vielfach  ver- 
änderten Gestalten  innerhalb  der  physikalischen  Forschung  bis  zum 
Beginn  der  Neuzeit  bekämpfen.     Auf  der  einen  Seite  ist  die  antike 
Atomistik   beherrscht   von   dem  Begriff  der  mechanischen  Cau- 
salität.      Indem   sich   die  Bewegungserscheinungen,   vor   allem  die 
beim  Stoss  der  Körper  eintretenden  Uebertragungen  der  Bewegung, 
als  ein  unmittelbar  anschauliches  Bild  causaler  Beziehung  darbieten, 
entsteht    die    Forderung,    alle    andern   Formen    der   Naturcausalität 
auf   dieses   Urbild   zurückzuführen   und    so    einen   einheitlichen  Zu- 
sammenhang der  Naturerscheinungen  zu  Stande  zu  bringen,  welcher 
zugleich    der   Forderung    der    Nothwendigkeit   jedes    einzelnen    Ge- 
schehens genüge.    Die  atomistisclie  Hypothese  erkennt  an,  dass  zahl- 
reiche   Erscheinungen    jenem    Bild    des  Stosses    und   der   Bewegung 
nicht   unmittelbar  entsprechen,   und   sie   betrachtet   demgemäss,   um 
gleichwohl  das  Postulat  der  mechanischen  Naturerklärung  aufrecht  zu 
erhalten,    alle  sonstigen  Erscheinungen   als   einen  sinnlichen  Schein, 
hinter  dem  als  reales  Substrat  ein  der  Wahrnehmung  unzugänglicher 
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mecbanisclier  Vorgang  yerborgen  sei.  Der  letztere  fordert  dann 
unsichtbare,  also  unmessbar  kleine  Körperelemente,  die  Atome,  die, 
ähnlich  den  wahrnehmbaren  Körpern,  durch  Zwischenräume  getrennt 
sind,  um  gleich  ihnen  in  mechanische  Wechselwirkungen  treten  zu 
können.  Ebenso  sind  alle  weiteren  Sätze  der  antiken  Atomistik, 
insbesondere  die  Ueberzeugung  von  der  absoluten  Constanz  der  Materie, 
unmittelbare  Folgen  des  in  dieser  Lehre  zum  Ausdruck  gelangten 
mechanischen  Causalitätsbegriffs. 

Einer  Annahme  gegenüber,  für  die  das  denkende  Subject  selbst 
in  dem  Mechanismus  der  Körperwelt  verloren  geht,  erhebt  sich  nun 
um  so  energischer  eine  Anschauung,  die  ein  zusammenhängendes  Bild 
der  Natur  zu  gewinnen   sucht,    indem   sie   die  ethischen  Motive  des 
menschlichen  Handelns  auf  die  Aussenwelt  überträgt.     Dei:  Begriff, 
der  hier  zum  herrschenden  wird,  ist  der  Zweck,    unter  den  Natur- 
vorgängen, nach  deren  Vorbild  man  alle  andern  zu  beurtheilen  sucht, 
fesseln    hier    gerade    diejenigen   hauptsächlich    die   Aufmerksamkeit, 
deren  Realität  der  Atomistiker  leugnet:  die  Erscheinungen  des  Wer- 
dens und  Vergehens  und  die  auf  sie  zurückführenden  qualitativen 
Veränderungen.      Denn    wie    der    Mensch    da    in    eminentem    Sinne 
zwecksetzend    auftritt,    wo    er    schöpferisch   gestaltet,    so    erscheint 
auch  die  Natur  vor  allem  dann  von  Zwecken  bewegt,  wenn  sie  neue 
Bildungen   hervorbringt;    das   Vergehen    aber  ist   ein    nothwendiges 
Correlat  des  Werdens.    Nirgends  tritt  dieses  zweckvolle  Werden  und 
Vergehen  so  augenfällig  hervor  wie  in  der  organischen  Natur.    Der 
organisirte  Körper  hat  zu  jeder  Zeit  den  Vergleich  mit  einem  Kunst- 
werk herausgefordert,  und  die  Aufeinanderfolge  seiner  Entwicklungs- 
zustände  legt  den  allgemeineren  Gedanken  einer  zweckmässigen  Welt- 
entwicklung nahe.  Zu  einer  derartigen  Anschauung  sind  daher  mannig- 
fache Ansätze  schon  bei  den  älteren  Philosophen,  einem  Heraklit, 
Anaxagoras,  Empedokles,  zu  finden.    Eine  klarere  Gestaltung 
aber  gewinnt  sie  sammt  ihren  Motiven  erst  in  der  Platonisch- Aristo- 
telischen Philosophie.    Während  bei  Plato  die  ethische  Quelle  dieser 
ganzen  Richtung  offen  zu  Tage  tritt,  ist  es  Aristoteles,  der  zuerst 
dem   Zweckbegriff  seine   allgemeinere   Bedeutung   gibt   und  in  Ver- 
bindung  damit  den  Entwicklungsgedanken  vollständiger   durchführt. 
Theils  hierdurch,   theils   durch  die  Fülle   seiner  Einzelkenntnisse  ist 
Aristoteles   für   diese  teleologische  Richtung  der  Physik  auf 
lange  Zeit  massgebend  geblieben. 

Es  ist  ein  Irrthum,  wenn  man  zuweilen  die  Gegensätze  mechani- 
scher  und    teleologischer  Physik    zu   den   Gegensätzen    von   Empirie 
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und  Speculation  in  Beziehung  bringt,  indem  man  den  ersten  Stand- 
punkt aus  eiuer  objectiven  Bearbeitung  der  Erfahrung,  den  zweiten 
aus  einer  durch  subjective  Begri£Fe  gefälschten  Ordnung  derselben  zu 
erklären  sucht.  Vielmehr  sind  beide  Anschauungen  von  objectiven 
und  von  subjectiven  Motiven  bestimmt  worden,  und  beide  sind  über- 
wiegend speculativen  Ursprungs.  Der  mechanische  Causalitätsbegriff 
eines  Demokrit  war  in  der  That  ebenso  gut  ein  durch  die  that- 
sächliche  Erfahrung  nur  unzureichend  unterstütztes  Postulat  wie  der 
Entwicklungsgedanke  des  Aristoteles,  und  hinter  jenem  stand 
nicht  minder  wie  hinter  diesem  als  subjective  Grundlage  das  mensch- 
Uche  Handeln;  nur  ging  der  Atomistiker  ebenso  einseitig  von  dem 
äusseren  Effect,  der  bewegenden  Wirkung  auf  umgebende  Körper, 
aus,  wie  der  teleologische  Physiker  von  dem  inneren  Motiv  der  lland- 
luDg,  der  sie  bestinimenden  Zweckvorstellung. 

Was    uns   heute   vor   allem   als   das  Ungenügende  aller  dieser 
Bestrebungen   erscheint,    ist  der  vollständige  Verzicht  auf  jede  Be- 
gründung  ihrer   Voraussetzungen.     Durch   einen   Machtspruch   wird 
Ton  den  alten  Naturphilosophen  die  Idee  eines  allgemeinen  Substrates 
der  Erscheinungen  eingeführt.    Man  denkt  weder  daran  nachzuweisen, 
warum  überhaupt  die  Annahme  eines  solchen  nothwendig  sei,   noch 
warum  es   die   vorausgesetzte  Beschafi'enheit  haben,   also  z.  B.   aus 
Atomen  und  leeren  Zwischenräumen  bestehen  müsse.    Nicht  minder 
treten  in  der  Physik  des  Aristoteles  die  allgemeinen  Begriff'e  des 
Stoflfs,    der  Form   und   des  Entblösstseins ,    die   verschiedenen  Arten 
der  Formbestimmung,   die  vier  Elemente  u.  s.  w.  ohne  jede  Recht- 
fertigung als  thatsächliche  Bestimmungen  des  natürlichen  Seins  auf; 
namentlich  aber  die  Grundanschauung,    dass  der  Zweck  die  höchste 
und  letzte  Formbestimmung  sei,  gilt  als  eine  durchaus  selbstverständ- 
liche Annahme.     Liesse  sich  auch  denken,    einem  Demokrit  habe 
seine   Anschauung    nur    als    eine    hypothetische    Form    einheitlicher 
Naturbetrachtung  gegolten,    ähnlich   wie  dies  bei  dem  späteren  Er- 
neuerer der  Atomistik,  beiEpikur,  der  Fall  war,  so  liegt  doch  im 
allgemeinen  eine  solche  Auffassung   nicht  im  Charakter  der  antiken 
Naturphilosophie,   und  bei  Aristoteles  ist  sie  ganz  und  gar  aus- 
geschlossen.    Mit  Rücksicht  auf  das  Verhältniss  der  zu  Grunde  ge- 
legten Principien   und   der   auf  sie   gegründeten  Erklärungsversuche 
bewahrt  also  die  antike  Naturphilosophie  in  allen  ihren  Richtungen 
einen  überwiegend  speculativen  Charakter.     Aus  einer  geringen  An- 
zahl von  Inductionen  und  Abstractionen,  welche  von  der  Oberfläche 
<ler  Erscheinungen  geschöpft   sind,    und   aus   bestimmten   BegriflFs- 
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postulaten  gewinnt  sie  ihre  Voraussetzungen.  Da  jene  Inductionen 
und  Abstractionen  im  wesentlichen  schon  der  allverbreiteten  vor- 
wissenschaftlichen  Erfahrung  angehören,  so  gelten  sie  als  selbst- 
verständliche Wahrheiten,  bei  denen  man  sich  jeder  Nachweisung 
meint  entschlagen  zu  können.  Wie  wäre  es  auch  nöthig  zu  beweisen, 
dass  der  Stoss  den  Körper  bewegt,  oder  dass  alles  Existirende  aus 
Stoff  und  Form  besteht?  Gibt  man  sich  gleich  auf  einem  Stand- 
punkte reiferer  Reflexion  einigermassen  schon  darüber  Rechenschaft, 
dass  Begriffe  wie  Stoff  und  Form  erst  in  unserem  Denken  ent- 
springen, so  führt  dies  doch  höchstens  zu  der  Ueberzeugung,  welche 
die  Aristotelische  Metaphjrsik  beherrscht,  dass  die  Begriffe  Abbilder 
des  substantiellen  Seins  der  Objecte,  oder  dass,  was  damit  überein- 
stimmt, die  Objecte  realisirte  Begriffe  seien.  Noch  weniger  ist  daran 
zu  denken,  dass  man  die  objective  Berechtigung  jeper  Begriffspostulate, 
durch  welche  die  Erfahrungsbegriffe  überall  erst  ihre  bestimmte  Ge- 
staltung gewinnen,  anzweifelt.  Eben  darum,  weil  Causalität  und 
Zweck  Postulate  sind,  bleibt  ihre  Gültigkeit  ursprünglich  ausser 
Frage.  Doch  besteht  hier  allerdings  ein  bemerkenswerther  Unter- 
schied zwischen  der  causalen  und  der  teleologischen  Naturanschauung, 
der  sich  schon  in  ihren  frühesten  Gestaltungen  äussert.  Wenn 
diese  den  Zweck  als  den  letzten  Grund  des  Geschehens  ansieht, 
so  ist  sie  weit  davon  entfernt,  gleichzeitig  die  CausalitÄt  leugnen  zu 
wollen,  sondern  sie  ist  im  Gegentheil  der  Meinung,  damit  nur  den 
Causalbegriff  selber  vertieft  zu  haben.  Dagegen  verbindet  sich  schon 
der  Atombegriff  eines  Demokrit  mit  der  energischen  Leugnung 
der  Zwecke,  und  diese  Tendenz  ist  seitdem  der  mechanischen  Natur- 
anschauung im  allgemeinen  erhalten  geblieben. 

Dies  fuhrt  uns  auf  einen  Unterschied  beider  Grundanschauungen, 
der  für  ihre  historische  Bedeutung  massgebend  geworden  ist.  Die 
mechanische  Ansicht  hat  die  Vorzüge  der  Folgerichtigkeit  und  der 
Einfachheit  für  sich.  Aber  eben  deshalb  setzt  sie  sich  zunächst  in 
Widerspruch  mit  der  Viel^estÄltigkeit  der  Erscheinungen,  die  ver- 
schiedenartige Principien  der  Erklärung  zu  fordern  scheint.  Dieser 
Forderung  wird  die  teleologische  Physik  mehr  gerecht,  und  sie  ist 
daher  schon  mit  Rücksicht  auf  die  äussere  Erfahrung  ursprünglich 
einleuchtender,  auch  wenn  man  von  ihren  ethischen  Beweggründen 
absieht.  Keine  Naturlehre  hat  aber  wohl  so  sehr  wie  die  Aristotelische 
allen  den  Bedürfnissen  Rechnung  getragen,  die  dem  Standpunkte  der 
unmittelbaren,  wissenschaftlich  noch  nicht  ausgebildeten  Erfahrung 
entsprechen.      Schon    die   Methode,    deren    sich    der   Stagirite    über- 
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wiegend  bedient,  erscheint  vollkommen  geeignet,  das  nächste  Wissens- 
bedürfniss  zu  befriedigen.     Sie  besteht,   gemäss   dem  Charakter  der 
Aristotelischen  Logik,  in  der  Begriffssubsumtion  und  in  der  dialekti- 
schen  Verknüpfung  der  Allgemeinbegri£Fe.     Diese   sind   theils,   wie 
die  Gegensätze  der  Elemente,  der  natürlichen  und  der  gezwungenen 
Bewegung,   des  Stoffs  und  der  Form,   dem   unmittelbaren  Eindruck 
der  sinnlichen  Objecte,    theils,  wie  der  Zweck,  die  Vollkommenheit, 
den  nächstliegenden  subjectiven  Erfahrungen  entnommen.     Nachdem 
die  Begriffssubsumtion   dem   ersten   Ordnungsbedürfniss   des  Geistes 
Genfige  geleistet,  empfängt  dann  durch  die  dialektische  Verarbeitung 
der  Begriffe   der  speculative  Trieb   seine  Befriedigung.     Durch  eine 
scharfsinnige  Benützung  der  logischen  Technik  werden  hier,   indem 
der  Philosoph  die  verschiedenen  Begriffe   zu   einander  in  Beziehung 
setzt  und   namentlich   von   den    Verfahrungsweisen   der  Eintheilung 
nach  Gegensätzen  und  der  Ausschliessung  Gebrauch  macht,  allgemeine 
Begriffe  gewonnen,   die  in  der  Aristotelischen  Physik  die  Rolle  von 
Naturgesetzen  übernehmen.    Jede  Veränderung,  so  wird  z.  B.  deducirt, 
ist  entweder  ein  Werden  oder  ein  Vergehen;  Werden  und  Vergehen 
ereignen   sich   aber  nur  zwischen   entgegengesetzten   Dingen.     Nun 
gibt  es  eine  Bewegung,  die  nicht  zwischen  Gegensätzen  stattfindet, 
die  kreisförmige;   also   ist  die  kreisförmige  Bewegung   des  Himmels 
ewig  und  unveränderlich*).    Auf  diese  Weise  gelangt  Aristoteles 
zu  dem  seine  ganze  Naturlehre  beherrschenden  Satze,  dass  der  gleich- 
förmige Umschwung  des  Himmels   der  Ursprung   aller  Bewegungen 
und  Veränderungen   in  der  Natur   sei.     Diese  Methode  gewährt  zu- 
gleich  den   Vortheil,    dass   sie   gestattet,   mehrere   parallel  laufende 
Beweisführungen  zu  entwickeln,  in  denen  aus  verschiedenen  Vorder- 
sätzen der  nämliche  Schluss  abgeleitet  wird.    So  wird  für  den  oben 
angeführten   Satz    noch    eine    grosse   Anzahl    anderer   Beweise   bei- 
^bracht,   in   denen   successiv   fast   alle  Grundbegriffe  dieser  Physik 
zor  Verwendung   kommen,    so   dass   die   verschiedenen  Deductionen 
theils    gegenseitig  sich   stützen,    theils   die   festere   Verbindung  des 
speculativen  Gebäudes   vermitteln  helfen.     Zugleich   hat  diese  teleo- 
logische Physik   in    dem   »Zufälligen** ,   worunter   sie   alles   versteht, 
was  sich   ihrem  allgemeinen  Zweckzusammenhang   nicht  fügen  will, 
^en  die  Lücken  ihrer  Erklärung  überall  ausfüllenden,  ebenfalls  dem 
Anschauungsbereich  des  vorwissenschaftlichen  Denkens  entnommenen 
Hülfsbegriff  zur  Verfügung. 

•)  Aristoteles,  Physik,  VllI,  7. 


278  Allgemeine  Grandlagen  der  Natarforschong. 

Zu  diesen  scheinbaren  Vorzügen  der  Methode  tritt  die  viel- 
seitigste Berücksichtigung  der  verschiedenen  Elrfahrungsgebiete.  Nir- 
gends wird  an  das  Bewusstsein  die  harte  Zumuthung  gestellt,  von 
den  ihm  selbst  innewohnenden  Motiven  des  Geschehens  völlig  ab- 
zusehen oder  bestimmte  äussere  Naturvorgänge,  die  sich  der  un- 
mittelbaren Beobachtung  aufdrängen,  schlechthin  zu  negiren.  Neben 
der  qualitativen  Veränderung  findet  die  mechanische  Bewegung  ihre 
Stelle,  und  der  teleologische  Grundcharakter  seiner  Physik  hindert 
den  Aristoteles  keineswegs  an  der  richtigen  Erkenntniss  einfacher 
mechanischer  Sätze,  wie  des  Hebelgesetzes  "*").  So  ist  die  Aristotelische 
Naturphilosophie  ein  dem  Standpunkte  unmittelbarer  Erfahrung  voll- 
kommen angemessenes  und  demselben  zugleich  durch  die  unverhältniss- 
mässige  Ausbildung  der  dialektischen  Hülfsmittel  im  höchsten  Masse 
imponirendes  System.  Darum  hat  sie  denn  auch  nicht  nur  während 
einer  langen  Zeit  die  Herrschaft  behauptet,  sondern  der  Entwicklung 
anderer  Anschauungen  als  eines  der  mächtigsten  Hindemisse  im 
Wege  gestanden.  Je  begreiflicher  aber  jene  Herrschaft  erscheint, 
um  so  mehr  drängt  sich  die  Frage  auf,  welche  Ursachen  schliesslich 
das  üebergewicht  der  mechanischen  Naturansicht  herbeiführten. 

b.    Das  Postulat  der  Anschaalichkeit. 

Die  gewöhnliche  Antwort  auf  die  obige  Frage  besteht  darin, 
dass  man  auf  die  Uebereinstimmung  der  auf  der  Grundlage  der 
Mechanik  unternommenen  Erklärungen  mit  der  Erfahrung  hinweist. 
Aber  man  übersieht  hierbei,  dass  diese,  übrigens  nie  mit  absoluter 
Vollständigkeit  und  immer  nur  unter  mancherlei  hypothetischen  An- 
nahmen zu  erreichende  Uebereinstimmung  das  späte  Product  einer 
langen  Entwicklung  ist,  und  dass  niemals  der  Nachweis  der  Durch- 
führbarkeit der  mechanischen  Naturansicht  gelungen  wäre,  wenn 
man  diese  nicht  lange  vorher  als  Forderung  an  die  Interpretation 
der  Erscheinungen  herangebracht  hätte.  Nicht  bloss  die  antike 
Atomistik  war  ein  rein  speculatives  Gebäude,  sondern  auch  im  Zeit- 
alter Galileis,  als  die  mechanische  Physik  ihren  Kampf  um  die 
Herrschaft  begann,  waren  die  Voraussetzungen  derselben  zumeist  noch 
fragwürdig  und  lückenhaft.  In  der  That  ist  der  Grundgedanke  der 
mechanischen  Physik  ebenso  wenig  unmittelbar  und  ausschliesslich  der 
Erfahrung  entnommen,   wie   die  Begrifl'e   der  Dynamis  und  Energie 


")  Aristoteles,  Quaestiones  meclianicae,  cap.  4. 
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bei  Aristoteles,  sondern  jener  Gedanke  ist  zunächst  als  eine 
logische  Forderung  entstanden  und  bat  dann  erst  in  der  fruchtbaren 
Anwendung  die  er  zuliess  seine  Rechtfertigung  gefunden.  Jede 
wissenschaftliche  Erklärung  der  Natur  strebt,  gemäss  dem  logischen 
Trieb  des  Bewusstseins,  nach  Einheit  und  Zusammenhang  der  Er- 
scheinungen* Die  teleologische  Physik  sucht  diese  Einheit  in  dem 
Zweck  als  demjenigen  Allgemeinbegriff,  der  aus  dem  eigenen  Handeln 
des  Bewusstseins  entspringt,  und  dem  sie  daher  die  durch  die  un- 
mittelbare Erfahrung  gewonnenen  Reflexionsbegriffe  unterordnet.  Dem 
gegenüber  besteht  das  treibende  Motiv,  das  die  mechanische  Physik 
und  schon  die  antike  Atomistik  beseelt,  in  der  vollkommenen  An- 
schaulichkeit der  Vorgänge.  Die  Bewegungen  der  Körper  und 
ihre  Wechselwirkungen  im  Stoss  sind  ein  anschauliches  Geschehen, 
bei  dem  zugleich  der  Zuschauer  von  seiner  eigenen  Anwesenheit 
abstrahiren  kann,  so  dass  hierin  eine  Bürgschaft  dafür  zu  liegen 
scheint,  dass  in  Folge  der  Ableitung  aus  Bewegungen  die  Erschei- 
nungen auf  ihren  objectiven  Gehalt  zurückgeführt  werden.  Wie  die 
teleologische  Physik  unter  dem  Postulat  der  subjectiven  Begreif- 
lichkeit, so  handelt  daher  die  mechanische  unter  dem  der  objectiven 
Anschaulichkeit  des  Geschehens,  und  dieses  erst  führt  zu  jener 
streng  causalen  Betrachtung,  welche  dann  durch  den  dem  Causalitäts- 
princip  eigenen  Vorzug  logischer  Folgerichtigkeit  ihrerseits  das  Ueber- 
ge  wicht  der  mechanischen  Naturansicht  verstärken  hilft.  Der  Haupt- 
gegensatz, der  in  dem  Kampfe  teleologischer  und  mechanischer  Physik 
entscheidend  wird,  dreht  sich  demnach  um  die  Frage,  ob  die  Natur 
als  ein  begrifflicher,  oder  ob  sie  als  ein  anschaulicher  Zu- 
sammenhang aufgefasst  werden  solle.  Im  ersteren  Sinne  entscheidet 
sich  das  Aristotelische  System  und  jedes,  das  nach  ihm  von  analogen 
dialektischen  Voraussetzungen  ausgeht,  wie  z.  B.  die  Naturphilosophie 
Schellings  und  Hegels;  im  Sinne  der  Anschaulichkeit  hat  die 
neuere  wissenschaftliche  Physik  die  Frage  beantwortet,  und  sie  hat 
damit  in  Bezug  auf  die  allgemeine  Richtung  seiner  Bestrebungen 
dem  Demokrit  gegen  Aristoteles  und  seine  verspäteten  Nach- 
folger Recht  gegeben. 

Die  innere  Nothwendigkeit  dieser  Entscheidung  liegt  aber  im 
Wesen  der  äusseren  Erfahrung  begründet.  Die  Natur  ist  die  Ge- 
sammtheit  der  in  der  Anschauung  gegebenen  Erscheinungen.  An 
die  Bedingungen  der  Anschauung  bleibt  daher  alle  Erkenntniss  der 
Natur  gebunden.  Niemals  kann  sich  eine  solche  Erkenntniss  anders 
vollziehen,   als  indem  sie  das  anschaulich  Gegebene  auf  ein  anderes 
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anschaulich  Gegebenes  und  so  die  Gesammtheit  der  Natarerscheinungen 
schliesslich  auf  eine  gewisse  Anzahl  primitiver  Thatsachen  der  An- 
schauung zurückfuhrt.  Auch  die  Begri£Fe,  die  zur  Ordnung  dieser 
Thatsachen  dienen,  bedürfen  der  anschaulichen  Verwirklichung;  nie- 
mals können  sie  als  leere  Formen  über  der  Welt  der  Erscheinungen 
schweben.  Dies  ereignet  sich  aber  bei  jenen  Kategorien  der  teleo- 
logischen und  dialektischen  Naturphilosophie,  die  theils  aus  den  Er- 
scheinungen abstrahirt,  theils  aus  gewissen  logischen  und  ethischen 
Motiven  an  sie  herangebracht  werden,  ohne  in  bestimmten  allgemeinen 
Eigenschaften  der  äusseren  Anschauung  unmittelbar  objectivirt  zu 
sein.  Freilich  sind  auch  die  Causalitat  und  der  im  richtigen  Sinne 
verstandene  ZweckbegrifF,  der  lediglich  eine  ümkehrung  der  causalen 
Beziehung  enthält  (vgl.  Bd.  I,  S.  642),  Kategorien,  die  unser  Denken 
an  die  Erfahrung  heranbringt;  aber  diese  Begriffe  sind  eben  nur 
insofern  von  physikalischer  Anwendung,  als  sie  in  einfachsten 
Thatsachen  der  Anschauung  unmittelbar  verwirklicht  sind.  Dies  ge- 
schieht für  das  Gesammtgebiet  der  Naturlehre  in  dem  mechanischen 
Causalbegriff,  welcher  als  Ursache  und  als  Wirkung  nur  anschau- 
lich gegebene  äussere  Bewegungen  anerkennt,  indem  er  lediglich  in 
die  regelmässige  Beziehung  dieser  Bewegungen  das  Causalverhältniss 
verlegt. 

Ohne  sich  dieser  logischen  Motive  ihres  Thuns  im  allgemeinen 
bewusst  zu  sein,  geht  die  mechanische  Physik  von  der  Voraussetzung 
aus,  dass  der  einzige  wirkliche  Gegenstand  ihrer  Untersuchung  die 
Objecte  der  Anschauung  in  ihren  anschaulich  gegebenen  Beziehungen 
seien.  Wenn  sie  sich  gewisser  Allgemeinbegriffe,  wie  der  Substanz 
und  Causalitat,  bedient,  so  bedeuten  diese  nichts,  was  zu  den  An- 
schauungsobjecten  hinzukäme  oder  ausserhalb  derselben  eine  selb- 
ständige Wirklichkeit  besässe,  sondern  es  sollen  durch  sie  nur  ge- 
wisse Existenz-  und  Beziehungsformen  des  Wirklichen  ausgedrückt 
werden ,  zu  deren  Gestaltung  unser  Denken  durch  die  sinnliche 
Wahrnehmung  angeregt  wird.  Indem  nun  aber  jene  Beziehungs- 
formen als  constante  Elemente  der  Wahrnehmungen  wiederkehren, 
neben  denen  sich  veränderliche  und  darum  für  die  begriffliche  Auf- 
fassung zufällige  Bestandtheile  bemerklich  machen,  erhebt  sich  die 
Forderung,  diese  letzteren  zu  eliminiren  und  so  die  äussere  Erfah- 
rung ausschliesslich  auf  die  constanten  Elemente  zurückzuführen, 
mit  deren  Aufhebung  die  anschauliche  und  die  begriffliche  Auffassung 
der  Welt  gleichzeitig  verschwinden  würden.  Diese  constanten 
Elemente   aller  Erfahrung    sind   die  zeitlichen  und  räumlichen 
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Formen   des  Geschehens,   losgelöst  von  den  qualitativen  Ele- 
menten  der  Wahrnehmung,   die  in   der   einzelnen   Vorstellung   nie- 
mals fehlen,   und   von   denen  wir   daher  auch  nur   absehen  können, 
indem  wir  ihren  Inhalt  als  einen  gleichgQltigen  auffassen.    Von  jenen 
beiden  Elementen  der  Erfahrung  sind  aber  die  räumlichen  wieder 
diejenigen,    die   bei   allen   quantitativen    Bestimmungen   der   Natur- 
erscheinungen  die   allein   massgebende  Bedeutung  besitzen,    da  alle 
Zeitmasse  auf  räumliche  Masse  zurückführen.    Die  letzten  Elemente 
aller   Messung    der   Naturerscheinungen    sind   auf   diese    Weise    die 
geometrischen:  die  gerade  Linie  und  der  Winkel.    Durch 
sie    wird   das  räumliche  Verhalten  der  Erscheinungen   direct,   das 
zeitliche  in  direct  gemessen,   indem  auf  das  Postulat  eines  durch- 
gängig gesetzmässigen  Verhaltens   der  Vorgänge   die  Voraussetzung 
gegründet  vrird,  dass  die  unter  übereinstimmenden  Bedingungen  ver- 
flossene Zeit  stets  der  Linien-  oder  Winkelgrösse  einer  Bewegung  von 
gleichem  Werthe  entspreche.  (Vgl.  Bd.  I,  S.  490  und  unten  Cap.  II,  2.) 
Die  grundlegende  Bedeutung,  die  auf  solche  Weise  der  Raum 
für  die   Verknüpfung   der  Naturerscheinungen   gewinnt,    wirkt   nun 
weiterhin  auch  auf  die  Vorstellungen  über  das  Substrat  jener  Er- 
scheinungen zurück,  indem  hieraus  die  an  einer  früheren  Stelle  bereits 
besprochene  Tendenz   der  Naturerklärung   entspringt,   zunächst   der 
materiellen  Substanz  die  abstracten  Eigenschaften   des  Raumes,    vor 
allem  seine  Gonstanz,  beizulegen  und  sodann  von  hier  aus  auch  den 
ursprünglich   regellos   schweifenden  Causalbegriff  auf  die  räumliche 
Wechselbeziehung  unveränderlicher  Gebilde  zu  beschränken.    (Bd.  I, 
S.  543.)     Erst  indem    diese  näheren  Bestimmungen  des   allgemeinen 
Postulates  der  Anschaulichkeit,  welche  die  Grundvoraussetzungen  der 
mechanischen  Naturlehre  bilden,  hinzutreten,  wird  nun  jenes  Postulat 
selbst  in   der   vollkommensten  Weise   erfüllt.     Denn   durch   die  Re- 
duction  der  Beziehungen   aller  Wahrnehmungsobjecte  'auf  die  rein 
geometrischen  Beziehungen  räumlicher  Gebilde  wird  in 
eminentem  Sinn  dem  Streben  nach  Anschaulichkeit  entsprochen.    Eine 
Verstärkung  erhält   ausserdem  diese  Richtung  aus   dem   praktischen 
Wunsche,    die  sich  immer  vollkommener   entwickelnden  üülfsmittel 
der  Mathematik  der  physikalischen  Forschung  dienstbar  zu  machen. 
Hier  treffen    vollständig    die   Entwicklungsbedingungen    der   Natur- 
^rissenschaft   mit   denen    ihrer  abstracten  Grundlage,    der  Mechanik, 
ZQsammen.     Wie  diese  durch  jene  mathematische  Tendenz  dazu  ge- 
trieben wird,  ihre  Deductionen  an  geometrische  Abstractionen  zu 
feiüpfen,   denen  keine  Wirklud»keit  in   der  Erfahrung   zukommt,   so 
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überträgt  hinwiederum  die  Physik  diese  Abstractionen  der  Mechanik 
so  viel  als  möglich  auf  ihr  Gebiet,  um  erst  nachträglich  an  ihnen 
die  Veränderungen  anzubringen,  die  durch  die  einzelnen  Erfahrungen 
gefordert  werden.  Die  Vpraussetzungen  über  die  letzten  Substrate 
von  Substanz  und  Causalität  müssen  aber  in  Folge  dessen  einen  begriff- 
lich abstracten  Charakter  bewahren,  der  ganz  jenen  abstracten 
Form  begriffen  entspricht,  welche  die  Mechanik  ihren  einfachsten 
Deductionen  zu  Grunde  legt. 

Auf  diese  Weise  findet  das  Postulat  der  Anschaulichkeit  in 
gewissem  Sinne  an  den  Voraussetzungen  über  das  Substrat  der 
Naturerscheinungen,  das  niemals  selbst  in  der  Anschauung  gegeben 
ist,  seine  Grenze.  Die  Annahmen  über  dieses  Substrat  müssen  so 
beschaffen  sein,  dass  die  Wirkungen  desselben  dem  Postulat  der 
Anschaulichkeit  genügen,  und  dies  schliesst  nur  ein,  dass  das  Substrat 
selbst  die  abstracten  zeitlich-räumlichen  Elemente  der  Anschauung 
enthalte.  Aber  diese  Elemente  brauchen  keineswegs  irgend  welchen 
wirklichen  Objecten  der  Anschauung  zu  gleichen.  Wie  sich  viel- 
mehr die  Mechanik  mit  vollem  Elecht  der  Abstractionen  eines  physi- 
schen Punktes,  eines  absolut  starren  oder  absolut  elastischen  Körpers 
u.  dergl.  bedient,  ohne  darauf  Anspruch  zu  machen,  dass  diese 
mechanischen  Gebilde  wirklich  in  der  Natur  vorkommen,  ebenso  sind 
die  letzten  Voraussetzungen  über  die  Materie  Begriffsbildungen,  die 
zum  Behuf  der  Verknüpfung  der  in  der  Anschauung  gegebenen  Er- 
scheinungen gemacht  werden,  die  aber  darum  selbst  keineswegs  irgend 
welchen  Objecten  der  Anschauung  zu  gleichen  brauchen.  Wir  werden 
sehen,  dass  die  Nichtbeachtung  dieser  abstracten  Natur  der  hypotheti- 
schen Hülfsbegriffe  der  Naturwissenschaft  von  frühe  an  das  Problem 
der  Materie  in  Verwirrung  gebracht  hat,  indem  man  gerade  vom 
Standpunkte  der  mechanischen  Physik  aus  geneigt  war,  dem  Postulat 
der  Anschaulichkeit  den  Sinn  zu  geben,  dass  dasselbe  die  durch- 
gängig anschauliche  d.  h.  mit  den  Objecten  der  wirklichen  An- 
schauung übereinstimmende  Natur  der  Begriffe  verlange.  (Vgl.  Cap.  II,  3.) 
Man  übersah  hierbei,  dass  diese  Annahme  sogar  mit  der  Forderung, 
alle  Naturerscheinungen  auf  Mechanik  zurückzuführen,  in  Wider- 
spruch stand,  da  die  Mechanik  ihrerseits  alle  ihre  Erklärungen  auf 
abstracte  Begriffspostulate  gründet,  die  in  keiner  wirklichen  An- 
schauung gegeben  sind.  Dieser  Widerspruch  blieb  aber  deshalb  un- 
beachtet, weil  man  zwar  zugab,  dass  die  letzten  Abstractionen  der 
Mechanik,  wie  der  physische  Punkt,  der  absolut  starre  Körper,  gänz- 
lich hypothetischer  Natur  seien,  dagegen  glaubte,  den  Voraussetzungen 
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Ober  das  Substrat  der  Naturerscheinungen  eine  nicht  bloss  hypothetische 
Bedeutung  oder  eine  solche  doch  nur  in  dem  Sinne  zuschreiben  zu 
sollen,  als  der  Widerstreit  der  Meinungen  über  diese  Voraussetzungen 
noch  nicht  ganz  ausgeglichen  sei.  Hierbei  blieb  ausser  Acht,  dass 
die  letzteren  ihrer  Natur  nach  zu  den  definitiven  Hypothesen  ge- 
hören. (Vgl.  Bd.  I,  S.  458.)  Zugleich  hängen  aber  in  diesem  Fall 
der  definitive  und  der  abstract  begriffliche  Charakter  der  Hypothesen 
enge  mit  einander  zusammen:  da  das  letzte  Substrat  der  Erschei- 
nungen nie  unserer  Anschauung  gegeben  sein  kann,  so  sind  alle  An- 
nahmen über  dasselbe  ein  für  allemal  hypothetisch,  und  sie  sind  zu- 
gleich, eben  weil  sie  niemals  anschaulich  sein  können,  von  abstract 
begrifflicher  Art. 

Hiernach  sind  es  bei  allen  diesen  Begriffsentwicklungen  logische 
Motive,  die  der  naturwissenschaftlichen  Erfahrung  in  dem  Sinne  als 
speculative    Beweggründe    gegenübertreten,    als    sie   nicht  erst    die 
Begründung  durch  die  Erfahrung  abwarten,  sondern  von  vornherein 
die  Gesichtspunkte  abgeben,   unter   denen  man  dieselbe  beurtheilt. 
Hier  beginnt  nun  aber   zugleich  der  tiefgreifende  Unterschied   zwi- 
schen den  älteren  Anticipationen  der  mechanischen  Naturanschauung 
UDd  ihrer  Verwirklichung  in  der  neueren  Physik.    Dort  bleibt  diese 
Anschauung  eine  speculative  Forderung,   hier  gilt  sie   nur  deshalb 
als  gesichert,    weil    sie    nicht  bloss    Voraussetzung,    sondern   auch 
Resultat    der    wissenschaftlichen   Erfahrung    ist.      Es    wird    zu- 
gestanden,  dass   alle   speculativen  Gründe   nicht  zureichen   würden, 
die  Voraussetzungen   der   mechanischen   Physik  festzuhalten,   wenn 
sie  sich  nicht  fortwährend  brauchbar  erwiesen  zu  einer  wahren  Inter- 
pretation der  Natur. 


c.   Der  kritische  Zweifel. 

Hiermit  kommen  wir  auf  den  entscheidenden  Grund,  dem  die 
mechanische  Naturansicht  ihren  Sieg  über  die  ältere  teleologische 
Physik  verdankt.  Dieser  Grund,  der  im  historischen  Sinne  der  letzte, 
^  sich  aber  der  wichtigste  ist,  besteht  in  dem  Verhalten  des 
erkennenden  Subjects  zur  Erfahrung.  Ein  naiver  Glaube 
an  die  unmittelbare  Wirklichkeit  der  Erfahrung  ist  der  Standpunkt 
^er  älteren  Naturphilosophie.  Mag  auch  aus  speculativen  Bedürf- 
itissen,  die  mit  einzelnen  Erfahrungseinfiüssen  zusammentreffen,  eine 
Substanz,  die  nicht  unmittelbar  wahrgenommen  werden  kann,  als 
Grundlage  der  thatsächlichen  Erfahrung  gefordert  werden,   so   ge- 
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schieht  dies  doch  nur,  um  Einheit  und  Zusammenhang  in  die  yiel- 
gestaltige  Wahrnehmung  zu  bringen,  an  deren  objecÜTer  Realität 
nicht  gezweifelt  wird.  In  dieser  Beziehung  stehen  die  Demokritische 
und  die  Aristotelische  Physik  auf  gleichem  Boden.  Wohl  hat  auch 
die  Wissenschaft  des  Alterthums  den  Zweifel  gekannt.  Weist  doch 
schon  Protagoras  auf  die  Subjectivitat  der  sinnlichen  Erfahrung 
hin.  Aber  dieser  Zweifel  ist  hier  das  Erzeugniss  einer  rein  logi- 
schen Refleiion,  und  er  bleibt  darum  für  die  positive  Wissenschaft 
unfruchtbar,  der  er  den  Weg  eher  zu  verlegen  als  zu  ebnen  sucht. 
Ganz  anders  verhält  es  sich  mit  demjenigen  Zweifel,  der  die  Trieb- 
feder der  neueren  Naturforschung  ist.  Hier  ist  man  weit  entfernt 
an  der  Erkennbarkeit  der  Dinge  Oberhaupt  zu  zweifeln;  im  Gegen- 
theil,  die  Forderung  einer  solchen  bildet  die  Voraussetzung  aller 
Naturwissenschaft.  Aber  mit  ihr  verbindet  sich  die  Annahme,  dass 
die  unmittelbare  Wahrnehmung  erst  der  wissenschaftlichen  Prüfung 
bedürfe,  ehe  bestimmt  werden  könne,  was  als  das  reale  Substrat 
der  Erscheinungen  anzunehmen  sei.  Dieser  kritische  Zweifel  be- 
seelt die  neuere  Naturforschung  von  ihren  ersten  Anfangen  an,  und 
er  hat  sie  von  Stufe  zu  Stufe  bei  ihrer  Entwicklung  begleitet. 
Seine  Wirkung  aber  war  vielleicht  um  so  grösser,  je  weniger  sich 
die  Forscher,  die  unter  seinem  Antriebe  handelten,  desselben  deutlich 
bewusst  wurden.  Ein  solches  Bewusstsein  wäre  nicht  möglich  gewesen 
ohne  allgemeinere  logische  Reflexionen ,  und  diese  führen  zunächst  nur 
allzu  leicht  die  Gefahr  jenes  absoluten  Zweifels  mit  sich,  der  die 
Voraussetzung  der  physikalischen  Wissenschaft,  das  Postulat  der 
Begreiflichkeit  der  Welt,  aufhebt. 

Mit  den  logischen  Principien,  die  zur  wissenschaftlichen  Unter- 
suchung erfordert  werden,  sind  die  Alten  im  allgemeinen  hinreichend 
bekannt  gewesen;  aber  es  hat  ihnen  der  kritische  Zweifel  ge- 
fehlt, der  den  Antrieb  zu  einer  von  richtigen  Grundsätzen  geleiteten 
Naturforschung  hervorbringt.  Wie  sehr  in  diesem  Punkte  der  ent- 
scheidende Unterschied  der  älteren  und  neueren  Wissenschaft  liegt, 
das  tritt  deutlich  hervor,  sobald  man  die  Behandlung  irgend  eines 
einzelnen  Problemes  vergleicht.  In  der  Untersuchung  der  Farben 
stützt  sich  z.  B.  Aristoteles  so  gut  wie  Newton  auf  die  Vor- 
aussetzung, dass  die  Mannigfaltigkeit  der  Erscheinungen  auf  einen 
einheitlichen  Grund  zurückgeführt  werden  müsse.  Aber  dem  Aristo- 
teles kommt  kein  Zweifel  daran,  dass  Weiss,  Schwarz  und  jede 
einzelne  Farbe  so,  wie  sie  von  uns  empfunden  werden,  auch  objectiv 
existiren ;  für  ihn  besteht  daher  die  Aufgabe  nur  darin,  die  Gesammt- 
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heit  der  Lichierscheinungen  unmittelbar  einem   einheitlichen  Begriff 
unterzuordnen.     Dieser  ist  ihm  die  „Thätigkeit  des  Durchsichtigen', 
welche  die  Bedingung  aller  Lichterscheinungen  sein  soll ;  die  Farben 
gelten    ihm    demnach   als    unmittelbare  Eigenschaften   der  Objecte, 
die  aber   erst   durch   das  Licht,  die  Thätigkeit  des  Durchsichtigen, 
actuell  werden.     Die  Wahrnehmbarkeit  des  Lichts   und   der  Farben 
wird  endlich  darauf  zurückgeführt,    dass   das  Durchsichtige   sowohl 
innerhalb  wie  ausserhalb  des  Auges  vorkomme*).   In  dieser  Theorie 
ist  offenbar   der   unmittelbare  Inhalt   der  sinnlichen  Wahrnehmung, 
dem  ohne  weiteres   objective  Realität  zugeschrieben   wird,   einfach 
unter  gewisse  allgemeine  Begriffe  gebracht,  die  dem  System  conform 
sind.      Newton    ging    aus    von    den   Erscheinungen   der    Farben- 
zerstreuung.   Da  er  entdeckt  hatte,  dass  ein  Sonnenstrahl  durch  das 
Prisma  vollständig  in  divergirende  Farben  zerlegt  wird,  so  begannen 
sich  ihm  Zweifel  an  der  selbständigen  Existenz  des  weissen  Lichtes 
zu  regen,   und   er   wurde   so   zu  Untersuchungen   veranlasst,   deren 
Zweck  zunächst  in  der  Prüfung  jenes  Zweifels  bestand,  und  die  ihn 
schliesslich,  hauptsächlich  in  Folge  der  gelungenen  Wiedervereinigung 
der  Farben  zu  Weiss,  zu  dem  Ergebnisse  führten,  dass  das  Sonnen- 
licht aus  farbigen  Strahlen  von  verschiedener  Brechbarkeit  zusammen- 
gesetzt sei.   Auch  die  hierauf  von  Newton  gegründete  Emanations- 
theorie hielt  aber  dem  kritischen  Zweifel  nicht  auf  die  Dauer  Stand. 
Zunächst  waren  es  die  Bedenken   über  die   weiteren  Schicksale   des 
angenommeneu  Lichtstoffs,  die  hier  als  skeptische  Elemente  wirkten. 
Nachdem    schon    Huygens    die   Erscheinung    der   Doppelbrechung 
entdeckt  und  gezeigt  hatte,  dass  sie  sich  nicht  aus  den  Emanations- 
Torstellungen ,    wohl  aber  aus  der  Annahme  einer  Wellenbewegung 
herleiten  lasse,  neigte  sich   endlich  in  Folge  von  Fresnels  Unter- 
suchung der  Interferenzerscheinungen   dieser  Annahme   der  Sieg  zu. 
In  dem  nun   folgenden  Kampfe  zwischen   diesen  Hypothesen   haben 
dann  die  von  beiden  Seiten  beigebrachten   kritischen  Bedenken   zur 
Vervollkommnung    der    endgültig    siegenden    Theorie    beigetragen. 
Führte  die  ündulationstheorie  Interferenz,  Doppelbrechung  und  Po- 
larisation als  gewichtige  Argumente  gegen  die  Emanationslehre  auf, 
80  keimte  sie  dagegen  nur   langsam  die  Schwierigkeiten   beseitigen, 
die  sich  ihrer  Erklärung  der  Beugung  und  Farbenzerstreuung  in  den 
Weg  stellten. 


*)  De    anima,   cap.    5 — 7.      Vgl.    ausserdem    die    (unechte)    Schrift:    De 
^loribus. 
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In  vielen  Fällen  ist,  wie  in  dem  hier  angeführten,  der  kritische 
Zweifel  durch  Beobachtungen  und  Experimente  angeregt  worden, 
und  seine  Verfolgung  hat  dann  in  wachsendem  Masse  den  Anstoss 
zu  neuen  Untersuchungen  gegeben.  In  andern  Fallen  sind  es  spe- 
culative  Voraussetzungen  gewesen,  die  zuerst  die  Bestreitung  ge- 
wisser naiver  Vorstellungen  veranlassten.  Das  hervorragendste  Bei- 
spiel dieser  Art  ist  die  Copernikanische  Hypothese.  Das 
Ptolemäische  Weltsystem  war  auf  die  üeberzeugung  von  der  unmittel- 
baren Realität  der  wahrgenommenen  kosmischen  Bewegungen  ge- 
gründet, und  es  hatte  den  Zusammenhang  dieser  Bewegungen  durch 
eine  grosse  Zahl  sinnreich  ausgedachter  Hülfsannahmen  hergestellt. 
Der  Zweifel  an  der  Wahrheit  dieses  Systems  entsprang  bei  Coper- 
nikus  lediglich  aus  dem  Gedanken,  dass  es  die  wünschenswerthe 
Symmetrie  und  Regelmässigkeit  vermissen  lasse'*').  Erst  der  Kampf 
beider  Systeme  um  die  Herrschaft  führte  in  der  Beobachtung  der 
Jupitermonde  und  der  Lichtgestalten  der  Venus  durch  Galilei  zu 
entscheidenden  Erfahrungen. 

Das  Copernikanische  Weltsystem  hat  dann  mehr  als  irgend  eine 
andere  Thatsache  dem  kritischen  Zweifel  vorgearbeitet.  Waren  ein- 
mal die  sichtbaren  Bewegungen  der  Stemenwelt  als  ein  sinnlicher 
Schein  nachgewiesen,  so  erschien  jeder  Zweifel  an  der  Realität  der 
unmittelbaren  Wahrnehmung  berechtigt.  Bald  waren  es,  wie  in  diesem 
Fall,  speculative  GrUnde,  bald  zufällige  Beobachtungen,  die  den 
Zweifel  anregten,  bald  hat  derselbe  von  einem  bestimmten  Erfahrungs- 
gebiet aus  auf  andere  sich  ausgebreitet.  In  letzterer  Beziehung  ist 
es  bedeutungsvoll,  dass  die  Entwicklung  der  neueren  Physik  durch 
die  grossen  geographischen  und  kosmologischen  Entdeckungen  vor- 
bereitet wurde.  Bei  diesen  wurde  der  menschliche  Geist  durch 
Thatsachen,  die  sich  mit  zwingender  Gewalt  der  Wahrnehmung  auf- 
drängten, genöthigt  eingewurzelte  Vorstellungen  zu  berichtigen,  und 
er  trat  nun  von  selbst  auch  den  Erscheinungen  seiner  unmittel- 
baren Umgebung  mit  kritischen  Bedenken  gegenüber.  Da  diese 
aber  willkürlichen  Eingriffen  leicht  zugänglich  sind,  so  war  damit 
zugleich  der  Gedanke  der  experimentellen  Untersuchung  nahegelegt. 

d.    Das  Princip  der  Einfachheit. 

Die  Methode  jener  naturphilosophischen  Behandlung  der  Er- 
scheinungen,   für    die    uns    die  Aristotelische    Physik   als    typisches 


*)  Copernicus,  De  revolutionibus  orbium  coelestium,  lib.  I,  cap.l  —  lO. 
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Beispiel  gilt,  ist  hinreichend  gekennzeichnet  durch  die   bereits   an- 
gedeuteten Eigenschaften,   dass   sie   aus   dem   Ganzen   das   Einzelne 
construirt,   dass  sie  in  die  Mannigfaltigkeit  der  Naturerscheinungen 
durch  einen  festgefügten  logischen  Begriffsschematismus  Ordnung  zu 
bringen  sucht,  und  dass  die  Begriffe,   die    diese  Ordnung   bewirken 
sollen,   unbedenklich  aus  allen    dem  Denken   zugänglichen   Gebieten 
aufgenommen  und  in  andere  übertragen  werden ,   dass   insbesondere 
aber  ethische  Begriffe  oder  überhaupt  solche,  die  der  Sphäre  mensch- 
licher Willensthätigkeit    entlehnt   sind,    in   der  Naturerklärung  eine 
wichtige  Rolle  spielen.     Dem  gegenüber   erscheint   die   gewöhnliche 
Angabe,  dass  die  exacte  Naturforschung  überall  mit  dem  Einzelnen 
beginne,    weder  genügend  noch   in  dieser  Allgemeinheit  überhaupt 
richtig.     Denn   oft  genug   muss   ein   allgemeiner   Gedanke   erst  der 
einzelnen  Forschung  den  Weg  zeigen :  so  das  Copernikanische  System 
den  Beobachtungen  und  Rechnungen  Keplers  oder  das  Beharrungs- 
princip  den  mechanischen  Versuchen  Galileis.     Der  Mythus,   dass 
Baco   von  Verulam    der    grosse    Gesetzgeber    naturwissenschaft- 
licher Methodik  gewesen,  ist  zwar  allmählich  im  Verschwinden  be- 
griffen.    Aber   die   durch   diesen   Mj^thus   lebendig   gewordene   Vor- 
stellung,   dass    die   Induction    das    logische  Instrument   der   Natur- 
forschung sei,  dem  sie  alle  ihre  Erfolge  verdanke,  ist  noch  vielfach 
geblieben.     Dass  Baco,  wenn  auch  wenig  vertraut  mit  der  Natur- 
wissenschaft  seiner  Zeit,    doch   von   dem   Geiste   derselben   mächtig 
erfasst  war,  lässt  sich  freilich  fast  aus  jeder  Zeile   seiner  Schriften 
herauslesen.     Aber   ebenso   offenkundig   ist   es,   dass   nicht  die   von 
der  Naturforschung  geübte  Methode  ihn   mit  sich   fortriss,    sondern 
die  von  ihr  herbeigeführte   und  durch   sie   geahnte  Erweiterung  des 
fiorizonts  der  Erfahrung.    Ihn  erfüllt  darum  ganz  der  Gedanke,  wie 
in  der  kürzesten  Zeit  eine  möglichst  grosse  Anzahl  fruchtbringender 
Erfahrungen  zu  sammeln  und  zu  ordnen  sei.    üeber  dem  Eifer,  mit 
dem  er  diesen  Plan  betreibt,  versäumt  er  es,  die  von  ihm  aufgestellte 
%egel,  dass  man  allgemeine  Principien  stets  aus  einzelnen  Thatsachen 
ableiten  müsse,  auf  das  Object   seiner   eigenen  Untersuchungen   an- 
zuwenden.     Seine  Methode   der  Induction   ist  nicht  mustergültigen 
Beispielen  physikalischer  Forschung  entnommen,  sondern  nur  aus  der 
•Ugemeinen  Forderung  hervorgeflossen,    dass   alles  Wissen   aus   der 
Erfahrung  stamme. 
i  In  V^ahrheit   ist  aber  auch  das  Verfahren  der  Naturforschung 

weht  im  mindesten  aus  der  Voraussetzung  der  Baconischen  Regeln, 
i«m  Verzicht  auf  alle  Speculation,  die  der  Sammlung  der  Erfahrungen 
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vorausgehe,  heryorgegangen ,  sondern  es  stützt  sich  auf  einen  Ge- 
danken, der  selbst  speculativen  Ursprungs  ist.  Dieser  Gedanke,  der 
von  den  übrigen  Naturforschern  der  Zeit  in  einer  mehr  instinctiven 
Weise  befolgt,  doch  von  Galilei  erst  an  verschiedenen  Stellen  aus- 
drücklich hervorgehoben  wird,  besteht  in  der  Voraussetzung,  dass 
alles  Geschehen  in  der  Natur  einfachsten  Regeln  folge, 
und  dass  daher  jede  Untersuchung  der  Naturerschei- 
nungen von  möglichst  einfachen  Annahmen  auszugehen 
habe.  Dieses  Princip  der  Einfachheit  ist  es,  das  Copernikus  zu 
seiner  heliocentrischen  Hypothese  führt,  das  Kepler  veranlasst,  die 
excentrischen  Kreise  und  Epicjkeln  bei  Seite  zu  legen,  um  zu  prüfen,  ob 
die  Annahme  einer  einfachen  Curve  den  Forderungen  der  Beobachtung 
genüge,  und  das  dann  bei  Galilei  die  doppelte  Bedeutung  eines 
Naturgesetzes  und  eines  methodologischen  Postulates  annimmt.  Dem 
Naturgesetz  gibt  er  mehrere  Formen,  die  alle  den  nämlichen  Ge- 
danken in  verschiedener  Weise  teleologisch  ausdrücken.  Dass  die. 
Natur  die  Dinge  nicht  ohne  Noth  vervielfältige,  dass  sie  sich  der 
leichtesten  und  einfachsten  Mittel  bediene,  und  dass  sie  nichts  ver-. 
geblich  thue:  diese  Sätze  gelten  ihm  als  Axiome  "*").  Ihnen  parallel 
geht  aber  der  von  ihm  überall  befolgte  methodische  Grundsatz,  der 
ihm  oflFenbar  als  die  logische  Kehrseite  derselben  erschienen  ist: 
dass  man  die  Naturerscheinungen  so  viel  uls  möglich  unter  den  ein- 
fachsten Bedingungen  untersuchen  und  ihrer  Erklärung  die  ein- 
fachsten Annahmen   zu  Grunde    legen   müsse**).     Jene   teleologisch  ^ 

geformten   metaphysischen  Axiome    können   selbstverständlich  kriti 

sehen  Einwürfen  ebenso  wenig  Stand  halten  wie  die  Grundbegriffen» 
der  Aristotelischen  Naturphilosophie.  Dennoch  wird  kein  Einsichtige]«^^ 
bezweifeln,  dass  der  ihnen  entsprechende  methodische  Grundsatz  fÜEjtf 
die  exacte  Wissenschaft  fruchtbringender  geworden  ist  als  alle  RegelcEJ 
Bacos  zusammengenommen. 

Der  Grundgedanke  dieses  Prii\cips  ist  aber  älter  als  das  Zeii^j 
alter  Galileis.  Auch  er  reicht  in  die  antike  Atomistik  zurücl 
Indem  diese  alle  Veränderungen  in  der  Natur  auf  anschaulicl 
Formen  des  Geschehens  zurückzuführen  suchte,  schwebte  ihr  unau^.«: 
gesprochen  bereits  das  Princip  der  Einfachheit  vor.  Mit  Hülfe  des  ^ 
selben  vermied  sie  jene  Vermengung  ethischer  Motive  mit  de- 
natürlichen   Geschehen,    die    der    gleichzeitigen   Elementenlehre 


*)  Dialogbi  dei  massimi  sistemi,  III.     Opp.  Tom.  I,  p.  429. 
**)  Dial.  delle  nuove  scienze,  III.    Opp.  Tom.  XIll,  p.  154.  (Ediz.  Albe"  ^^a**- 


Princip  der  Einfachheit.  289 

Empedokles    ihre  Richt:ung  gab.      Der  Stoss  ist  die 'einfachste 
anschauliche  Form  der  Ursache  einer  Veränderung;   darum  wird  er 
der  Atomistik  zum  Urbild  aller  Causalität.     Dieses  Motiv  der  Ein- 
fachheit ist  es,   welches   so   neben   der  Anschaulichkeit  den  atomi- 
sti  sehen  Vorstellungen  ihren  ungeheuren  Einfiuss  in  den  kommenden 
Zeiten  gesichert  hat,  obgleich  sie  in  der  nächsten  Zukunft  der  über- 
wältigenden .  Macht    teleologischer    Naturanschauungen    unterliegen 
mussten.     Auch  besass  hier  das  Princip  der  Einfachheit  noch  einen 
ausschliesslich   metaphysischen   Charakter;   es    hatte   sich  noch 
nicht  zu  einer  methodischen  Regel  gestaltet.   Hieraus  entsprang  die 
Unzulänglichkeit     und     Einseitigkeit     dieser     mechanischen   Natur- 
philosophie.    Der  Demokritischen  Atomistik  liegt  der  Gedanke   des 
Experimentes   und   der  exacten   Beobachtung   ebenso    fern   wie   der 
Aristotelischen  Physik.     Nur  dadurch,  dass  Galilei  den  Grundsatz 
der  Einfachheit  zum  Leitstern    seiner  Methode  wählte,   wurde   er 
vor  den  Gefahren   bewahrt,   zu   denen   auch   ihn  die   metaphysisch- 
teleologischen  Formulirungen   des   nämlichen  Princips  leicht   hätten 
Terf&hren'  können.     Denn  nun  galt  ihm  die  Einfachheit  nicht  mehr 
an  und  fQr  sich  als  Kriterium  der  Wahrheit,  sondern  sie  blieb  ihm 
lediglich  eine  Forderung,   nach   welcher  sich    die  der  Untersuchung 
Vorausgehenden  Hypothesen  richten  müssten.  Damit  diese  Hypothesen 
Anspruch  auf  Wahrheit  erheben  konnten,  wurde  weiterhin  ihre  Be- 
stätigung  durch  die  Erfahrung   verlangt.     So    vollzog   sich   die   der 
antiken  Naturphilosophie  noch  fem  liegende  logische  Unterscheidung 
^on  Hypothesen  und  Thatsachen,  eine  Unterscheidung,  welche 
das    in    der  Naturwissenschaft    herrschende   methodische  Verfahren 
Vorzugsweise  kennzeichnet.     (Vgl.  Bd.  I,  S.  452  ß.) 

Schon  die  oberflächliche  Betrachtung  irgend  eines  Gebietes  von 
NaturerFcheinupgen  erweckt  in  uns  Vorstellungen  über  die  wechsel- 
seitige Beziehung    der   einzelnen   in   der  Erfahrung   gegebenen  Ob- 
jeete    und  Vorgänge.     Diese   unüberwindliche   Neigung   des  Geistes 
ZjiT    Interpretation    der    Erscheinungen,    die    der    wissenschaftlichen 
Untersuchung    vorausgeht,    und    in    der    die   ursprüngliche   Natur- 
Philosophie  ihre  Quelle  hat,  wird  von  der  exacten  Forschung  nicht, 
'Wie*  es    die  Baconische  Vorschrift  verlangt,  als  eine  unerlaubte  Ueber- 
eilung  angesehen,  sondern  ihr  Streben  geht  dahin,  diese  unvermeid  - 
liehe   ^^anticipatio  mentis"  in  eine  der  Prüfung  durch  die  Erfahrung 
zugängliche   Voraussetzung  umzuwandeln.      Demgemäss    sucht   man 
eine  vorläufige  Hypothese  über  den  zu  erwartenden  Zusammenhang 
der  Erscheinungen  zu  bilden,  bei  welcher  sich  das  Princip  der  Ein- 

Wundt,  Logik.  U,  1.   ».Aufl.  19 


290  Allgemeine  Grundlagen  der  Natnrforschang. 

fachheit  namentlich  in  der  Weise  bethätigt,   dass  alle  Annahi 

theils  den  zn   erklärenden  Thatsachen  selbst,   theils  solchen  Eri 

rangen,  die  ihnen  gleichartig  sind,   entnommen  werden.     Hierdu 

erfährt  jenes  Princip  seine  angemessene  Anwendung  und  seine  nc 

wendige  Einschränkung.    Denn  die  wesentliche  Bedeutung  dessel 

besteht  nun  darin ,   dass  es   erstens  alle  den  beobachteten  Erscl 

nungen  fremdartigen  Gesichtspunkte  fem  hält,  und  dass  es  zweit 

einen  regelmässigen  Fortschritt  der  Untersuchung  von  den  einfache 

zu  den  yerwickelteren  Thatsachen  verlangt.   Zugleich  hat  aber  ni 

mehr  die  Einfachheit  als  solche,  sondern  nur  die  üebereinstimmi 

mit  der  Erfahrung  den  Werth  eines  Kriteriums  der  Wahrheit.    ] 

Princip  der  Einfachheit  hat  auf  diese  Weise  vollständig  die  Bed 

tung  eines    metaphysischen   Axioms    verloren  'und    diejenige    ei 

methodischen   und   heuristischen  Regel  gewonnen.     Bei   der  ünt 

suchung  eines  bestimmten  Oebiets  von  Erfahrungen  geht  der  Nat 

forscher  von  der  einfachsten  Erscheinung   dieses  Gebietes  aus, 

ihm  zugänglich  ist.     Er  legt  der  Ableitung  derselben  eine  einfac 

d.  h.   eine  bloss  den  Thatsachen  selbst  und   den   ihnen   ähnlicl 

entnommene  Hypothese  zu  Grunde.     Die  Zulässigkeit  dieser  Hy] 

these  wird' dann  durch  Beobachtung  oder  Experiment  geprüft, 

sie,    wenn   sich   ein  Widerspruch   zeigt,    angemessen   zu   veränd 

oder  durch  eine  andere  Annahme  zu  ersetzen.   Ist  auf  solche  Wc 

fOr  eine   Anzahl    einfacherer   Thatsachen   eine   Erklärung   gegeb 

so  sucht  man  verwickeitere  Erscheinungen  des  nämlichen  Gebietes  : 

nächst  auf  jene  einfacheren  zurückzufahren  und,  wo  dies  nicht  vc 

ständig  gelingt,   weitere   ergänzende   Hypothesen   zu  erfinden, 

wiederum  die  Probe  der  Prüfung  an  der  Erfahrung  bestehen  müss 

In  diesen  Anwendungen   aber  bewajirt  es  sich,   dass  sich  < 

Princip  der  Einfachheit  mit  dem  der  Anschaulichkeit  verbindet,  i 

einer  Glasse   von  Naturerscheinungen   den   Vorzug  zu   verschal 

vor  allen   andern,   den   Bewegungserscheinungen.      Sie   si 

einfach   und   anschaulich  zugleich,   und   sie   sind   es,   die   einersc 

durch  ihren  relativ  leicht  übersehbaren  Zusammenhang  das  Gaus 

bedürfniss  des  Denkens  vorzugsweise  befriedigen,  und  die  andersei 

wo  es   gelingt  ihnen  die   concrete  Erfahrung  unterzuordnen,   dm 

die   glückliche   Verbindung   von   Hypothesen    and   Thatsachen    d< 

kritischen   Zweifel    ein    Ziel    setzen.     So    weisen    die   faeuristiscb 

Postulate  der  Xaturerkenntniss  auf  die  Principien  der  Mecfaan 

als  diejenigen  Grundsätze  hin.  die  für  den  ganzen  Umfang  der  Nati 

forschung  AllgemeingQltigkeit  besitzen. 
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3.  Die  Frincipien  der  Mechanik  und  der  Cäusälbegriff  der 

mechanischen  Naturlehre. 

a.   Die  Entwicklung  der  mechanischen  Grundbegriffe. 

Die  wissenschafUiche  Mechanik  hat  mit  einzehlen  Erkenntnissen 
begonnen,  die  sich  auf  die  Erscheinungen  der  Bewegung  unter  den 
relatiy  einfachsten  Bedingungen  bezogen.  Solche  einfachste  Be- 
diogungen  des  mechanischen  Geschehens  sind  dann  gegeben,  wenn 
an  einem  Körper  verschiedene  bewegende  Wirkungen  mit  einander 
im  Gleichgewicht  stehen.  Üenn  in  diesem  Falle  kommen,  da  eine 
wirkliche  Bewegung  nicht  eintritt,  Zeit  und  Geschwindigkeit,  die 
sonst  unerlässlichen  Bestandtheile  der  Bewegungsvorstellung,  nicht 
mimittelbar  in  Betracht,  sondern  es  genügt  die  Kenntniss  der  geome- 
trischen Eigenschaften  d6r  Körper  sowie  der  Grösse  und  Richtung 
der  an  ihnen  angreifenden  Kräfte,  um  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts aufzufinden.  In  den  Anfängen  der  statischen  Untecsuchung, 
wie  sie  das  Alterthum  aufzuweisen  hat,  wird  aber  das  Problem  noch 
nicht  einmal  in  dieser  Allgemeinheit  aufgestellt,  sondern  man  be- 
gnügt sich  mit  der  Berücksichtigung  einer  Kraftform,  die  so  zu 
sagen  als  selbstverständliche  Eigenschaft  aller  Körper  zu  den  rein 
geometrischen  Eigenschaften  derselben  hinzugedacht  wird,  der  Schwer- 
kraft. Auf  diese  Weise  wird  die  Statik  in  den  Händen  des 
Archimedes  vollständig  zu  einem  Zweig  der  Geometrie.  Der 
feste  Körper  wird  als  ein  abgegrenzter  Theil  des  Raumes  aufgefasst, 
dessen  einzelne  Punkte,  der  bei  geometrischen  Untersuchungen  an- 
genommenen ünveränderlichkeit  der  Raumgebilde  entsprechend,  in 
Tollkommen  starrem  Zusammenhange  stehen.  Es  tritt  nur  zu  den 
bei  der  gewöhnlichen  Geometrie  gültigen  Voraussetzungen  die  weitere 
hinzu,  dass  das  betreffende  Raumgebilde  Gewicht  besitze.  Das 
Problem  der  Bestimmung  des  Schwerpunkts  wird  so  zu  einer  rein 
geometrischen  Aufgabe,  und  selbst  das  Hebelgesetz,  obgleich  es 
durch  die  Einführung  von  Gewichten,  die  in  verschiedenen  Ab- 
standen an  der  Hebelstange  wirken,  zur  Unterscheidung  äusserer 
Kräfte  nöthigt,  die  nicht  einfach  den  sonstigen  geometrischen  Eigen- 
schaften der  Körper  hinzugefügt  werden  können,  wird  dennoch 
dnrch  einen  eigenthümlichen  Kunstgriff  von  Archimedes  auf  das 
Feld  geometrischer  Betrachtungen  übergeführt,  indem  er  dasselbe 
ans  dem    ab   Axiom    angenommen^  Satze   ableitet,    dass    gleich 
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grosse  Gewichte  in  gleicher  Entfernung  vom  ünterstützungspunkt 
mit  einander  im  Gleichgewicht  stehen.  Da  das  nämliche  Axiom  auch 
der  Bestimmung  des  Schwerpunktes  zu  Grunde  liegt,  so  besteht  die 
Bedeutung  dieser  Ableitung  wesentlich  darin,  dass  sie  es  gestattet, 
nun  den  Hebel  sammt  den  an  ihm  wirkenden  äusseren  Kräften 
wiederum  als  ein  geometrisch  gleichförmiges  Gebilde  zu  betrachten, 
an  welchem  auch  die  Gewichte  gleichförmig  vertheilt  seien. 

Suchen    wir  uns,   insoweit  hier   überhaupt   von   einer   Recon- 
struction  die  Rede  sein  kann,  über  den  Weg  Rechenschaft  zu  geben , 
auf  dem  Archimedes  zu  seinen  statischen  Erkenntnissen  geführt 
wurde,  so  wird  zunächst  nicht  in  Abrede  zu  stellen   sein,  dass   ge- 
wisse experimentelle  Ermittelungen  über  Gewicht  und  Gleichgewicht 
der  Körper  vorangingen.     Nachdem   durch   die   unmittelbare  Wahr- 
nehmung  das   Gewicht   als   ein   vertical   abwärts    gerichteter   Druck 
erfasst  war,  konnten  weitere  zufällige  Beobachtungen  leicht  zu  dem 
Satze   führen,   dass   es   für  jeden  Körper   einen  Punkt  gibt,  dessen 
Unterstützung  Gleichgewicht  herbeiführt.     Hier  war  nun  aber  auch 
sofort  nahe  gelegt,  die  genauere  Lösung  des  Problems  des  Schwer- 
punktes auf  geometrischem  Wege  zu  versuchen.    Daran  schloss  sich 
dann   die   Ableitung   des   Hebelgesetzes,   das  in  Folge   der   leichten 
experimentellen    Bestätigung    die    es    zuHess    dieses   ^anze    Gebiet  , 
geometrisch-statischer  Untersuchungen  zum  Abschluss  brachte.     Im  m 
ganzen  können  wir  somit  hier  drei  Stadien  der  Untersuchung  unter — 
scheiden:  1)  das  der  inductiven  Vorbereitung,   in   welchem  die  Be — 
obachtung  im  wesentlichen  einen  qualitativen  Charakter  besitzt  odeK-^ 
sich  höchstens  zu  approximativen  quantitativen  Schätzungen  erhebt  ^ 
2)  das  der  speculativen  Bearbeitung  der  Probleme,  in  welchem  au-«u 
Grund  der  vorangegangenen  Beobachtung  allgemeine  Voraussetzungen^ 
gebildet  und  aus  diesen  Sätze  von  quantitativem  Charakter  abgeleil 
werden;   3)   das    der  experimentellen  Prüfung,  in  welchem  sich    d( 
Nachweis  vollzieht,  dass  die  Erscheinungen  ihren  quantitativen  V( 
hältnissen  nach  mit  den  gemachten  Voraussetzungen  übereinstimme! 
Diese  Entwicklungsfolge  kommt,    wie   wir   sehen   werden,   in   all< 
Zweigen  der  Naturlehre  zur  Geltung.     Aber   schon   die   antike  M^H 
chanik  ist  gegenüber  andern  Gebieten  der  Naturwissenschaft  dadurc^-^ 
ausgezeichnet,  dass  das  erste  und  sogar  das  dritte  jener  Entwicklung'^^ 
Stadien    im  Verhältniss    zu  dem  zweiten   vernachlässigt   werden. 
Folge  dessen  tritt  die  Mechanik  in  nahe  Beziehung  zur  reinen  Maili^    " 
matik.     Die  inductive  Vorbereitung   beschränkt  sich   dort   wie   hr^-^J 
auf  eine  geringe  Zahl  objectiver  Wahrnehmungen,    und  die   expe-^^^-j 
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mentelle  BestätiguDg  erscheint  als  ein  nahezu  überflüssiges  Geschäft, 
da  sich  die  betreffenden  Sätze  schon  durch  ihre  innere  Evidenz  Bei- 
stimmung zu  erzwingen  scheinen.    Ausserdem  wird  dieser  speculative 
und  mathematische  Charakter  der  Entwicklungen  noch  dadurch  ver- 
stärkt, dass  die  Voraussetzungen,  die  man  der  Ableitung   der  Sätze 
zu  Grunde  legt,  von  den  in  der  Erfahrung  gegebenen  Bedingungen 
in  einem  ähnlichem  Sinne  abweichen  wie  die  geometrischen  Begriffe 
Ton  den  wirklichen  Körpern  im  Räume.    So  ist  insbesondere  in  der 
Archimedischen  Statik  die  Annahme   einer   absolut  homogenen   und 
starren  Beschaffenheit  der  Körper  lediglich  geometrischen  Ursprungs, 
und  eben  dadurch  wird  diese  Statik  gewissermassen  zu  einer  Geometrie 
intensiver  Raumgrössen,  indem  jedem  Raumtheilchen  ausser  seinem 
extensiven  auch  noch  ein  intensiver  Werth  in  Gestalt  eines  bestimmten 
Gewichtes  zugeschrieben  wird*). 

Indem   die  antike  Statik  die  Vorstellung  des  Gewichtes  in  der 
Form,   in    der    sie    dieselbe    in    der   verbreiteten  Anschauung    vom 
Körper  antrifft,  unmittelbar  mit  den  geometrischen  Begriffen  verbindet, 
gelangen  in  ihr  die  specifisch  mechanischen  Begriffe  noch  nicht  zur 
Ausbildung,  und  sie  wird  nicht  einmal  diese  Lücke  gewahr,  weil  sie 
<Jurch  ihre  Beschränkung  auf  die  Erscheinungen  des  Gleichgewichts 
ÄQ  den  wirklichen  Bewegungsproblemen  vorübergeht.     So  werthvoU 
^aher  auch   die  Anregungen   waren,    die    aus    der   Archimedischen 
*^eriode  auf  die  Anfänge  der  neueren  Wissenschaft  übergingen,  so  ge- 
winnt  doch   erst   in   diesen,   insbesondere  in  den  dynamischen  For- 
schungen Galileis,  die  Mechanik  ihre  Selbständigkeit**).  Bedeutungs- 
voll ist  in  dieser  Beziehung  die  Rolle,  die  in  Galileis  Untersuchungen 
^en  Reflexionen  über  den  Kraftbegriff  zukommt.    Um  diesem  Begriff 
^ine   allgemeine  Geltung   zu  sichern,   musste   er  von  der  speciellen 
Vorstellung   des    Gewichtes   losgelöst    werden.      Dies    konnte    nicht 
Wirkungsvoller  geschehen,    als  indem  Galilei  an  eine  davon  völlig 


*)  Von  den  hydrostatischen  Entdeckungen  des  Archimedes  sehen  wir 
*^er  ab,  da  über  die  Art,  wie  er  zu  denselben  gelangte,  zu  wenig  bekannt  ist. 
Vgl.  hierüber  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschiebte  der  Mathematik,  I, 
S.  267,  280. 

**)  Die  an  sich  höchst  bemerkenswerthen  Arbeiten  des  Simon  Ste vi nus, 

^e»  Zeitgenossen  Galileis,   müssen  hier   ausser  Rücksicht*  bleiben,   weil  sie, 

durch  ihre  rein   statische   Richtung  der  antiken  Betrachtungsweise   verwandt, 

«ich  gerade  von  denjenigen  Grundgedanken  fernhalten,   aus*  denen  die  neuere 

Mechanik  hervorgegangen  ist.     Vgl.   über   dieselben  E.  Dtihring,   Kritische 

Geschichte  der  allgemeinen  Principien  der  Mechanik,  Berlin  1873,  S.  60  ff. 
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Terschiedene  Kraftform  seine  Speculationen  anknüpfte,  und  wieder 
konnte  er  hier  keine  glücklichere  Wahl  treffen,  als  indem  er  die 
menschliche  und  thierische  Muskelkraft  zum  ürbilde  der  Kraft  über- 
haupt nahm*).  Denn  so  noth wendig  es  für  die  Vollendung  der 
wissenschaftlichen  Begriffe  ist,  von  aUen  anthropomorphischen  Vor- 
stellungen abzusehen,  so  wünschenswerth  muss  es  fttr  die  erstmalige 
klare  Aufstellung  eines  Begriffes  sein,  dass  man  sich  die  psycho- 
logischen Bedingungen  vergegenwärtige,  die  zunächst  zur  Bildung 
desselben  geführt  haben.  Der  Begriff  des  Gewichtes  schliesst  Kraft 
und  Masse  als  seine  Bestandtheile  ein.  Eine  Trennung  dieser  Ele- 
mente konnte  nur  erfolgen,  indem  man  sich  solche  Formen  der  Kraft- 
wirkung vergegenwärtigte,  bei  denen  sie  deutlich  von  einander  ge- 
schieden sind.  Dies  ist  aber  vor  allem  in  den  Fällen  verwirklicht, 
wo  die  menschliche  oder  thierische  Muskelkraft  eine  äussere  Last  in 
Bewegung  setzt.  Die  verschiedenen  Ausdrücke,  deren  sich  Galilei 
zur  Bezeichnung  der  Kraft  bedient,  impetus,  momentum,  weisen  daher 
auf  die  Vorstellung  hin,  dass  die  Kraft  von  aussen  die  Masse  ergreife, 
um  ihr  entweder  durch  einen  augenblicklichen  Anstoss  (impetus)  oder 
durch  einen  gleichförmig  andauernden  Antrieb  (momentum)  eine 
Bewegung  mitzutheilen**).  Diese  Vorstellung  führt  zu  zwei  Voraus- 
setzungen, die  für  die  moderne  Mechanik  grundlegend  geworden  sind. 
Die  erste  besteht  in  der  Annahme,  dass  die  Masse  des  Körpers  passiv 
der- sie  ergreifenden  Kraft  gegenüberstehe,  die  zweite  in  der  Zurück- 
führung  der  dauernden  Kraftwirkung  auf  eine  stetige  Folge  momen- 
taner Impulse,  deren  Effecte  sich  summiren.  Beide  Voraussetzungen 
finden  ihren  Ausdruck  in  dem  von  Galilei  aufgestellten  Behar- 
rungsprincip,  welchem  später  der  nicht  ganz  passende  Name  des 
Trägheitsgesetzes  verliehen  worden  ist.  Nach  dem  Beharrungsprincip 
erzeugt  der  momentane  Anstoss  eine  an  sich  ins  unbegrenzte  dauernde 
Bewegung  von  gleichförmiger  Geschwindigkeit,  und  der  dauernde 
Antrieb  einer  Kraft  lässt  sich  auf  eine  Anhäufung  elementarer  An- 
stösse  zurückführen,  welche  in  gleichen  Zeiten  gleich  grosse  Zuwüchse 
an  Geschwindigkeit  hervorbringen  müssen***).  Dem  ersten  Theil  dieses 
Satzes  liegt  sichtlich  die  Vorstellung  der  durch  eine  einmalige  Stoss- 


*)  Dialogh.  delle  nuove  scienze,  giom.  III,  lib.  11.    Opera,  ediz.  Alberi. 
Firenze  1855.    T.  XIII,  p.  154.    Vgl.  auch  Dühring,  a.  a.  0.  S.  24  ff. 
*♦)  A.  a.  0.  T.  Xm,  p.  173,  330.    T.  X,  p.  90. 

***)  Dialogh.  giorn.  III,  lib.  II,  p.  163.  Hinsichtlich  der  hierbei  von  Galilei, 
stillschweigend  gemachten  Voraussetzungen  über  das  Mass  der  Q-e8chwindigkeit> 
vgl.  Bd.  I,  S.  583,  620. 
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oder  Wurfbewegung  angetriebenen  Masse  zu  Grunde.     Aber  es  be- 
durfte einer  eminenten  Abstractionskraft,  um  die  in  der  Beobachtung 
niemals    gegebene   Vorstellung    einer   ins   unendliche  fortdauernden 
gleichförmigen  Geschwindigkeit  als  den  an  sich  nothwendigen  E£Pect 
des  Stosses  hinzustellen,   und  die  in  der  Wirklichkeit  stets  vorhan- 
denen Verzögerungen  der  Geschwindigkeit  auf  die  wechselnden  Wider- 
stände zurückzuführen.    Gerade  diese  Abstraction  zeigt,  wie  unschein- 
bar in  solchen  Fällen  der  Antheil  der  Beobachtung  an  dem  endgültig 
durch  Speculation  gefundenen  Princip  sein  kann.    Reducirt  sich  doch 
bei  dem  Trägheitsgesetz  die  Beobachtung  ganz  und  gar  auf  die  That- 
sache,   dass   der  gestossene  Körper  überhaupt  noch  sich  weiter  be- 
wegt,  nachdem   der   Stoss   aufgehört  hat.     Auch  hätte  darin  allein 
nie  ein   zureichendes  Motiv  gelegen,    die  eingewurzelte  Vorstellung 
zu  verlassen,  dass  die  Bewegung  allmählich  von  selbst  erlösche.  Sicht- 
lich war  es   vielmehr  ein   anderes  Element  der  an  die  menschliche 
Eraftäusserung  sich  anlehnenden  Bewegungsvorstellung,  nämlich  die 
oben  schon  betonte  Trennung  von  bewegender  Kraft  und  bewegter 
Masse,  welches  hier  der  Speculation  ihre  Richtung  gab.     Wenn  die 
Kraft  nicht  eine  innere  Eigenschaft  des  Körpers  selbst  ist,  sondern 
nur  als  ein  äusserer  Anstoss  an  ihn  herantritt,  so  ist  nicht  abzusehen, 
wie  an  der  einmal  hervorgerufenen  Bewegimg  Aenderungen  entstehen 
sollen,  wenn  sie  nicht  abermals  durch  äussere  Kräfte  veranlasst  wer- 
den.   So    ist    es   wesentlich    die    Anschauung  von  dem  passiven 
Verhalten  des  Körpers,  aus  welcher  die  Gonception  des  Beharrungs- 
gesetzes entsprang ,   und  mit  Rücksicht  hierauf  hat  auch  der  Name 
der  Trägheit   seine   Berechtigung,    ebenso  wie  aus  diesem  Motiv 
die  spätere  Vereinigung  des  Axioms,  dass  ein  ruhender  Körper  einer 
äusseren  Kraft  bedarf,  wenn  er  in  Bewegung  gerathen  soll,  mit  dem 
Oalilei'schen  Beharrungsprincip,    das  sich   nur  auf  die  Bewegung 
bezieht,  erklärlich  wird. 

Sobald  der  erste  Theil  des  Beharrungsprincips,  der  Satz  von 
der  gleichförmigen  Geschwindigkeit  bei  momentanem  Impuls,  voll- 
kommen klar  erfasst  war,  so  ergab  sich  nun  der  zweite  Theil,  der 
Satz  von  der  gleichförmigen  Beschleunigimg  eines  durch  eine  dau- 
ernde Kraft  bewegten  Körpers,  als  eine  nothwendige  Consequenz  der 
2U  Ghnmde  liegenden  Vorstellung.  Verhält  sich  der  Körper  passiv 
gegen  die  auf  ihn  einwirkenden  Anstösse,  so  muss  ein  neuer  Impuls 
^ine  Wirkung  der  schon  vorhandenen  Bewegung  hinzufügen,  und 
eine  dauernde  Kraft  wird  in  eine  Summe  stetig  auf  einander  folgen- 
^  augenblicklicher  Impulse  aufgelöst  werden  können.     Hier  aber 
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griff  nun  die  Beobachtung  der  beschleunigten  Bewegung  beim  Fall 
der  Körper  nicht  bloss  bestätigend  in  den  Verlauf  der  Speculation 
ein,  sondern  sie  war  wohl  schon  bei  der  inductiven  Vorbereitung 
derselben  betheiligt  gewesen.  Der  wenigstens  qualitativ  leicht  zu 
gewinnende  Nachweis,  dass  die  alte  Annahme  einer  Proportionalität 
zwischen  Fallzeit  und  Falb^aum  ein  Irrthum  sei,  hat  den  Gedanken 
Galileis  frühe  schon  die  Richtung  gegeben.  Aber  zu  der  specu- 
lativen  Entwicklung  des  Beharrungsgesetzes  konnte  dieser  Gedanke 
doch  nur  fuhren,  nachdem  mittelst  anderer  Formen  der  Kräfbewir- 
kung  die  Unterscheidung  Ton  Kraft  und  Masse  vollzogen  war,  so 
dass  es  nun  nahe  lag,  dieselbe  auch  auf  die  Bewegung  der  Körper 
beim  Fall  zu  übertragen. 

Das  Beharrungsgesetz  ist  das  einzige  Princip  der  Mechanik, 
welches  von  Galilei  als  Axiom  aufgestellt  wurde.  Aber  gerade 
darin  zeigt  sich  die  ausserordentliche  Fruchtbarkeit  dieses  Princips, 
dass  es  seinem  Urheber  gelingt,  an  der  Hand  desselben  eine  Menge 
von  Sätzen  abzuleiten,  für  die  eine  spätere  Zeit  noch  weitere  Voraus- 
setzungen erforderlich  hielt.  Dies  ist  freilich  nur  möglich,  weil  bei 
ihm  das  Beharrungsgesetz  eine  allgemeinere  Bedeutung  besitzt,  als 
sie  späterhin  dem  Trägheitsprincip  zugestanden  wurde,  wie  sie  aber 
allerdings  durch  die  speculative  Begründung,  die  Galilei  seinem 
Gesetz  gegeben,  unmittelbar  nahe  gelegt  ist.  Insbesondere  sind  es 
zwei  Principien,  die  bei  Galilei  als  selbstverständliche  Folgen  des 
Trägheitsgesetzes  erscheinen:  das  Princip  der  Zusammensetzung 
der  Kräftewirkungen,  und  das  Princip  der  Zurückführung  des 
Gleichgewichts  der  Kräfte  auf  die  Gleichheit  ihrer  virtuellen 
Momente.  Von  dem  ersteren  Princip  macht  Galilei  bei  der  Ab- 
leitung der  Wurfbewegungen  Gebrauch.  Dass  die  Bahn  eines  horizon- 
tal fortgeworfenen  Körpers  einfach  durch  die  Verbindung  der  durch 
den  Wurf  hervorgebrachten  gleichförmigen  Geschwindigkeit  in  hori- 
zontaler Richtung  mit  der  durch  das  Gewicht  hervorgebrachten  gleich- 
förmig beschleunigten  Geschwindigkeit  in  verticaler  Richtung  ge- 
wonnen wird,  erscheint  bei  ihm  als  eine  unmittelbare  Folge  des 
passiven  Verhaltens  der  Körper  gegenüber  den  auf  sie  einwirkenden 
Kräften,  ohne  dass  er  sich  veranlasst  findet,  hier  ein  besonderes 
Princip  der  Zusammensetzung  herbeizuziehen,  wie  ein  solches  später- 
hin in  dem  Satz  vom  Kräfteparallelogramm  entwickelt  worden  ist*)- 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  der  Zurückführung  des  Gleichgewichts 


*)  Dialogh.  giorn.  IV.     A.  a.  0.  p.  221  ff. 
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auf   mögliche    Geschwindigkeiten.      Da   Oalilei    von   dynamischen 
Untersuchungen  ausgegangen  war,  so  war  die  Reduction  der  Statik 
auf  Dynamik  für  ihn  ein  fast  unvermeidlicher  Schritt.    Die  Anwen- 
dung der  dynamischen  Gesichtspunkte  auf  statische  Probleme  musste 
aber  zu  einer  Vertiefung  des  Kraftbegriffs  selbst  führen,  als  dessen 
wesentlicher  Inhalt   sich  nun   erst   in  vollkommen  klarer  Weise  die 
durch   eine   bestimmte  Ursache  hervorgebrachte   momentane  Be- 
schleunigung einer  Masse  darstellte,    so  dass  als  allgemeine» 
Mass  der  Kraft  das  Product  der  Masse  in  ihre  momentane  Beschleuni- 
gung dienen  konnte.     Das   statische  Verhalten  ergab    sich  jetzt  als 
derjenige  Specialfall,  wo  sich  die  einzelnen  momentanen  Geschwindig- 
keiten, die  durch  verschiedene  Ursachen  an  gegebenen  Massen  ent- 
stehen, in  Folge  der  vorhandenen  Verbindungen  der  letzteren  gegen- 
seitig  aufheben.     Aber   auch  dieses  Princip  tritt  bei  Galilei,    der 
es  auf   den  Hebel   und   den  Flaschenzug   anwendet,   weder  als   ein 
selbständiges  Axiom   auf  noch   als  ein  Satz,   der  aus  andern  abzu- 
leiten wäre,  sondern  es  scheint  ihm  als  eine  nothwendige  Folge  des 
Kraftbegriffs  selbst  zu  gelten*). 

So  fruchtbar  nun  auf  diese  Weise  das  ßeharrungsgesetz  ge- 
worden ist,  indem  es  theils  direct'  theils  durch  die  logische  Aus- 
bildung des  Kraftbegriffs,  zu  der  es  den  Anlass  bot,  eine  Reihe 
anderer  Principien  zur  Entwicklung  brachte,  die  für  die  neuere  Me- 
chanik von  grundlegender  Bedeutung  sind,  so  lässt  sich  doch  nicht 
verkennen,  dass  in  diese  Principien  Voraussetzungen  eingehen,  die^ 
so  sehr  sie  durch  gewisse  einfache  Beobachtungen  nahegelegt  sein 
mögen,  keineswegs  in  dem  Beharrungsprincip  oder  in  dem  aus  ihm 
abgeleiteten  fundamentalen  Kraftbegriff  an  und  für  sich  schon  ent- 
halten sind.  Durch  die  Entwicklung,  welche  die  Mechanik  in  der 
folgenden  Zeit  genommen,  wurde  aber  das  Bedürfniss  nach  einer 
vollständigeren  Darlegung  der  grundlegenden  axiomatischen  Voraus- 
setzungen dieser  Wissenschaft  immer  unabweisbarer.  Denn  in  dem 
Masse,  als  sich  die  mechanischen  Probleme,  die  man  behandelte, 
verwickelter  gestalteten,  musste  die  Strenge  der  Beweisführung  und 
damit  zugleich  die  bestimmte  Sonderung  der  Principien  von  den 
gefolgerten  Sätzen  zunehmen.  Eine  freie  Discussion,  wie  sie  Galilei 
in  seinen  „Discorsi"  übte,  lässt  eine  solche  Sonderung  kaum  auf- 
kommen; die  Euklidische  Demonstrationsweise  dagegen,  deren  sich 
ein  Huygens  und  Newton  mit  Meisterschaft  bedienten,  hat  die- 


*)  Della  scienza  meccanica.    Opere  T.  XIII,  p.  91  f. 
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selbe  zur  Vorbedingung.  Dennoch  trennen  ndi  itmeihaib  dieser  mit 
den  Hfllfsmitteln  der  synthetischen  Demonstnüoii  die  Medamk  be- 
handelnden Richtung  deutlich  wieder  zwei  Entwi^nngen  ¥on  bl- 
ander, deren  chamkteristische  unterschiede  hmupWidilieh  in  der  Ver- 
schiedenheit der  Probleme,  mit  denen  man  sich  besdiiftigt,  ihre 
Quelle  haben.  Auf  der  einen  Seite  waren  es  die  Combinationen  frei 
wirkender  Kräfte,  die  sich  der  Untersuchung  darboten.  Wie  hier 
Galilei  selbst  schon  aus  Anlass  der  Fall-  und  Wurfbewegungen 
zu  der  Conception  des  fundamentalsten  Axioms  der  Mechanik,  des 
B^iarrungsgesetzes,  gelangt  war,  so  musste  die  Weiterf&hmng  solcher 
Untersuchungen  wegen  der  relatiTen  Einfiichheit  und  Gleichartigkeit 
der  Bedingungen,  die  bei  frei  wirkenden  Eüriften  stattfinden,  Torzugs- 
weise  leicht  zur  Aussonderung  einfachster  Voraussetzungen  Ton  axio- 
matiscbem  Charakter  führen.  In  der  Thai  ist  es  Newton,  der, 
indem  er  Galileis  Gesetze  der  Bewegung  schwerer  Körper  auf  das 
Weltsystem  ausdehnt,  zugleich  als  der  Erste  die  nonmtlichen  Axiome 
zu  formuliren  sucht,  die  dem  System  der  Mechanik  zu  Grunde  liegen. 
Auf  der  andern  Seite  handelte  e^  sich  bei  derjenigen  Weiter- 
bildung' der  Mechanik,  die  durch  technische  Zwecke,  durch  die 
Anwendung  der  Bewegungsgesetze  auf  einfache  Maschinen  gefordert 
war,  im  aUgemeinen  um  die  Combination  gegebener  Kräfte  mit  be- 
stimmten statischen  Bedingungen,  die  durch  die  gegenseitige  Ver- 
bindung der.Theile  der  Maschine  vorgeschrieben  werden.  Der  Hebel 
und  die  schiefe  Ebene  sind  die  einfachsten  Fälle  dieser  Art,  die 
zugleich  insofern  einen  typischen  Charakter  besitzen,  als  bei  allen 
diesen  statischen  Combinationen  die  Wirkungen  der  äusseren  Kräfte 
entweder,  wie  beim  Hebel,  durch  den  Zusammenhang  des  Körpers 
selbst,  an  dem  sie  angreifen,  oder  aber,  wie  bei  der  schiefen  Ebene, 
durch  äussere  Hemmungen,  welche  die  Bewegungen  des  Körpers 
bestimmen,  beschränkt  sind.  Wie  der  Hebel  und  die  schiefe  Ebene 
die  einfachsten,  so  wurden  bald  das  physische  Pendel  und  die  Brachy- 
stochrone  (die  Bahn  des  schnellsten  Falls)  die  für  die  Ausbildung 
der  Mechanik  wichtigsten  Beispiele  aus  diesen  beiden  einander  er- 
gänzenden Classen  Ton  Problemen.  Die  verhältnissmässig  verwickelte 
Beschaffenheit  der  letzteren,  sowie  die  Complication  verschiedenartiger, 
theils  dynamischer  theils  statischer  Bedingungen  bewirkte  nun  aber 
hier,  dass  an  Stelle  einfacher  Axiome  gewisse  Principien  von  zu* 
sammengesetzterer  Art  zur  Entwicklung  gelangten,  welche  sich  fOr 
die  Lösung  bestimmter  technischer  Aufgaben  unmittelbar  fruchtbar 
erwiesen.     So  kam   es,    dass   in   der  Mechanik  überhaupt  Vorzugs- 
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weise  solche  Sätze  den  Namen  von  Principien  erhielten,  die  durch- 
aus nicht  den  Cjiarakter  ursprünglicher  Voraussetzungen,  sondern 
den  von  Lehrsätzen  besitzen,  die  des  Beweises  bedürfen. 


b.   Die  Formulirung  der  mechanischen  Axiome  durch  Newton. 

An  den  Anfang  seiner  .mathematischen  Principien  der  Natur- 
Philosophie'  hat  Newton  ausser  den  grundlegenden  Definitionen, 
deren  seine  Mechanik  bedurfte,  drei  axiomatische  Gesetze  der  Be- 
wegung gestellt,  die  er,  gleich  jenen  Definitionen,  als  die  allgemeinsten 
Abstractionen  aus  der  Erfahrung  zu  betrachten  scheint,  da  er  zur 
näheren  Er^uterung  lediglich  auf  geläufige  Erscheinungen  hinweist, 
in  denen  sie  sich  bewähren.  Diese  drei  Axiome  Newtons  bestehen 
in  dem  Trägheitsgesetz,  in  dem  Satz,  dass  die  Aenderung  der  Be- 
wegung der  Einwirkung  der  bewegenden  Kraft  proportional  sei  und 
nach  der  Richtung  der  geraden  Linie  erfolge,  nach  der  die  Krafb 
wirke,  und  endlich  in  dem  Gesetz  von  der  Gleichheit  der  Wirkung 
und  Gegenwirkung.  Merkwürdiger  Weise  ist  unter  diesen  Sätzen 
der  erste,  das  Trägheitsgesetz,  am  wenigsten  glücklich  formulirt. 
Nicht  nur  tritt  es  hier  zum  ersten  Mal  in  jener  seitdem  gangbar 
gewordenen  Doppelgestalt  auf,  in  der  es  Bewegung  und  Ruhe  gleich- 
zeitig umfassen  soll^  sondern  es  wird  auch  auf  eine  innere  Eigen- 
schaft der  Körper  bezogen,  die  als  Vis  inertiae  den  äusseren  Kräften 
analog  gedacht  ist,  und  es  kommt  daher  der  nämliche  Satz  in  einer 
doppelten  Form  Tor,  zuerst  unter  den  Definitionen  der  Materie,  und 
dann  noch  einmal  als  oberstes  Bewegungsaxiom.  Gerade  diese  dop- 
pelte Aufstellung  beweist  aber,  dass  auch  Newton  das  Streben 
nach  einer  speculatiyen  Begründung  jenes  Fundamentalgesetzes  nicht 
überwinden  konnte.  Denn  für  die  empirische  Auffassung  hegt  kein 
Anlass  vor,  ein  Gesetz,  das  sich  in  aller  Erfahrung  bewährt  und  das 
aus  keinem  andern  Erfahrungsgesetz  abgeleitet  werden  kann,  aus 
irgend  einer  Qualitas  occulta  in  den  Dingen  selbst  zu  erklären.  ^Eine 
solche  Qualitas  occulta  ist  aber  die  Trägheit,  wenn  sie  als  eine 
Eigenschaft  oder  gar  als  eine  Kraft  der  Körper  gedacht  wird.  Das 
Beharrungsgesetz  ist  ja  ein  Axiom,  das  für  die  Wirkungen  äusserer 
Kräfte  auf  die  Körper  gültig  ist;  es  ist  also  in  die  allgemeine  De- 
finition der  Kraft  aufzunehmen  und  darf  nicht  auf  eine  .specifische 
innere  Straft  zurückgeführt  werden,  welche  zu  den  äusseren  Kräften 
erst  hinzukomme.  Eine  solche  Betrachtung  schliesst  eigentlich  die 
Annahme  in  sich,  dass  die  äusseren  Kräfte  für  sich  genommen  dem 
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Behammgsgesetz  nicht  folgen.  In  der  That  zeigen  spätere  Aus- 
führungen über  die  Vis  inertiae,  die  sich  direct  an  die  Newtonsche 
Definition  anschliessen,  deutlich  genug,  dass  im  Hintergrunde  dieser 
Auffassung  der  alte  scholastische  Satz  steht:  ^Cessante  causa  cessat 
effectus',  und  dass  man  in  der  ZurückfÜhrung  des  Beharrungsgesetzes 
auf  eine  in  den  Körpern  permanent  anwesende  Kraft  eine  Art  von 
speculatiyer  Begründung  desselben  gefunden  zu  haben  glaubte'^). 

Das  zweite  Gesetz  Newtons  schliesst  strenggenommen  zwei 
Axiome  oder  ein  Postulat  und  ein  Axiom  in  sich :  das  Postulat,  dass 
die  Aenderung  der  Bewegung  der  bewegenden  Kraft  proportional 
sei,  und  das  Axiom,  dass  sie  in  der  Richtung  der  geraden  Linie 
erfolge,  in  welcher  die  Kraft  wirkt.  Das  ganze  Gesetz,  das  schon 
Galilei  überall  angewandt,  aber  nirgends  formulirt  hatte,  erscheint 
als  eine  Anwendung  der  vorangegangenen  Definition  der  Kraft,  wo- 
nach diese  das  auf  einen  Körper  ausgeübte  Bestreben  ist,  seinen 
Zustand  der  Ruhe  oder  der  gleichförmigen  geradlinigen  Bewegung 
zu  ändern.  Als  ein  neues  Princip,  das  nur  in  den  Arbeiten  von 
Hujgens  bereits  gelegentlich  seine  stillschweigende  Anwendung 
gefunden  hatte,  tritt  endlich  das  Gesetz  von  der  Gleichheit  der  Action 
und  Reaction  auf,  dem  allein  keine  grundlegende  Definition  gegen- 
übersteht. 

Bei  der  Beurtheilung  dieses  ersten  Versuchs  eines  synthetischen 
Systems  der  Mechanik  darf  man  die  Kunst,  mit  der  aus  den  Prin- 
cipien  der  Bewegung  die  Gesetze  des  Weltsystems  entwickelt  wer- 
den, nicht  mit  dem  logischen  Werth  jener  Principien  selbst  ver- 
mengen. In  ersterer  Beziehung  ist  Newtons  Gravitationsmechanik 
noch  heute  für  uns  das  bewundernswertheste  Beispiel  einer  strengen 
Deduction  einzelner  Erfahrungsgesetze  aus  ihren  allgemeinen  Voraus- 
setzungen. In  der  zweiten  Beziehung  dagegen  werden  wir  bei 
Newtons  Formulirung  der  Bewegungsgesetze,  abgesehen  von  dem 
zwiespältigen  Charakter  des  Trägheitsprincips,  von  der  Verbindung 
zweier  Axiome  in  dem  zweiten  Gesetz  und  von  der  wechselnden 
Beziehung  zu  den  vorangegangenen  Definitionen,  vor  allem  die  Voll- 
ständigkeit vermissen.  In  der  That  wiederholt  sich  hier  in  beschränk- 
terem Masse  der  nämliche  Vorgang,  der  uns  schon  bei  Galllei 
begegnet  ist.     Wie  dieser  alle  Erscheinungen  auf  sein  Beharrungs- 

*)  Vgl.  Chr.  Wolffs  Ontologia,  §.  321,  sowie  Euler,  Theoria  motus, 
Introd.  Cap.  II.  (Mechanik,  Ausgabe  von  Wolfers,  Bd.  I,  S.  5,  21  ff.)  Euler 
gibt  im  ganzen  der  Bezeichnung  , Eigenschaft*  für  die  Trägheit  den  Vorzug. 
Theoria  motus,  Def.  II,  Schol.) 
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gesetz  zurückfuhrt,  dabei  aber  in  Wirklichkeit  eine  Reihe  weiterer 
Voraussetzungen  stillschweigend  hinzunimmt,  so  wird  bei  Newton 
ein  wichtiger  Satz  scheinbar  aus  dem  zweiten  Bewegungsgesetz  ab- 
geleitet, in  Wahrheit  aber  in  den  zu  diesem  Behuf  geführten  Beweis 
als  eine  Petitio  principii  eingeführt:  es  ist  dies  der  Satz  von  der 
Zusammensetzung  der  Bewegungen.  Er  tritt  als  Corollarsatz  zu  den 
drei  Bewegungsgesetzen  auf,  und  das  in  ihm  zur  Aeusserung  kom- 
mende Princip,  dass  eine  zweite  Kraft  nichts  an  der  Geschwindig- 
keit ändert,  welche  die  erste  für  sich  allein  hervorbringen  würde, 
ist  in  der  hinzugefügten  Erläuterung  als  eine  unmittelbare  Folgerung 
aus  dem  zweiten  Bewegungsgesetz  bezeichnet*).  Aber  es  ist  nicht 
abzusehen,  wie  aus  einem  Oesetz,  das  die  Wirkungsweise  einer  ein- 
zigen Kraft  bestimmt,  irgend  etwas  über  die  Verbindung  der  Kräfte 
gefolgert  werden  kann;  vielmehr  . macht  offenbar  diese  letztere  eine 
neue  axiomatische  Annahme  erforderlich.  Ausserdem  ist  in  den 
aufgestellten  Bewegungsgesetzen  die  der  ganzen  neueren  Mechanik 
zu  Grunde  liegende  Voraussetzung,  dass  die  Kraft  stets  räumlich 
getrennt  sei  von  der  Masse,  auf  welche  sie  wirkt,  nicht  zum  Aus- 
druck gekommen.  Für  Galilei  lag  diese  Trennung  in  der  Vor- 
stellung von  der  menschlichen  Muskelkraft,  von  der  er  bei  seiner 
Conception  des  Kraftbegriffs  ausgegangen  war,  als  ein  selbstverständ- 
licher Bestandtheil  eingeschlossen.  In  dem  Masse  aber,  als  man  mit 
Recht  diesen  anthropomorphischen  Ursprung  des  Kraftbegriffs  zurück- 
treten Hess,  wäre  die  Nöthigung  dringender  gewesen,  sich  von  der 
wirklichen  Bedeutung,  die  jene  Vorstellung  für  die  Reform  des 
Krafkbegriffs  gehabt  hatte,  deutliche  Rechenschaft  zu  geben ;  nur  so 
wäre  es  möglich  geworden,  die  Irrungen  zu  vermeiden,  die  sich  später 
in  die  Auffassung  des  Trägheitsgesetzes  einmengten.  Ein  letzter 
Mangel  dieser  frühesten  Gestaltung  mechanischer  Axiome  liegt  end- 
lich in  der  unzureichenden  Entwicklung  des  Begriffs  der  Bewegung. 
Galilei  hatte  die  Bewegungsvorstellung  einfach  der  sinnlichen  Wahr- 
nehmung entnommen,  ohne  an  eine  Zergliederung  ihrer  Bedingungen 
zu  denken.  Newton  scheidet  die  wirkliche  von  der  scheinbaren 
Bewegung,  indem  er  nur  die  erstere  der  Mechanik  zuweist,  da  bloss 
die  wirkliche  Bewegung  der  Körper  im  Raum  in  wirkenden  Kräften 
ihre  Ursache  habe.  Aber  indem  er  dem  Raum,  in  welchem  die  wirk- 
liche Bewegung   vor   sich   geht,   eine    absolute  Existenz   zuschreibt. 


*)  Phiiosophiae  naturalis  princip.  math.  Axioraata,  Lex  III,   Coroll.  Edit. 
nltim.   Amstelod.  1714,  p.  13. 
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wird  ihm  zugleich  die  wirkliche  zur  absoluten,  die  scheinbare  zur 
relativen  Bewegung,  und  es  verbirgt  sich  ihm  so  der  aller  Mechanik 
vorausgehende  phänomenologische  Grundsatz,  dass  jede  Bewegung 
an  und  fbr  sich  nur  eine  relative  sein  kann,  weil  wir  die  Ortsver- 
änderung irgend  eines  Körpers  nur  wahrnehmen  können,  insofern 
wir  sie  auf  irgend  einen  Punkt  ausserhalb  desselben  beziehen,  den 
wir  als  ruhend  voraussetzen*). 

Mit  dieser  mangelhaften  Entwicklung  des  Begriffs  der  Bewe- 
gung hängt  eine  Vermengung  zusammen,  welche,  so  natürlich  sie 
auch  für  die  Anfönge  der  Mechanik  ist,  doch  einer  klaren  Auffas- 
sung und  Unterscheidung  der  Axiome  hindernd  im  Wege  stand:  es 
ist  dies  die  Vermengung  solcher  Sätze,  die  einen  rein  phoronomischen 
Charakter  besitzen,  insofern  sie  nichts  als  die  Anschauung  der  Be- 
wegung voraussetzen,  mit  andern  Sätzen  von  dynamischem  Inhalt, 
die  auf  bestimmten  Annahmen  über  die  Kräfte  und  über  die  Massen, 
auf  welche  sie  wirken,  beruhen.  Diese  Vermengung  ist  es  aber, 
welche  noch  weit  mehr  als  in  der  immerhin  auf  die  äewinnung  fun- 
damentaler Voraussetzungen  gerichteten  Naturphilosophie  Newtons 
in  jener  zweiten  Entwicklung  der  Mechanik  hervortritt,  die  sich  vor- 
zugsweise an  die  technischen  Anwendungen  derselben  anschliesst  und 
der  Gestaltung  complicirter ,  aber  praktisch  fruchtbarer  Principien 
zugewandt  ist**). 

c.   Teleologische  Fundamentaltheoreme  der  Mechanik. 

Vom  Standpunkt'C  der  reinen  Mechanik  aus  erscheint  es  gleich- 
gültig, ob  die  allgemeinen  Bewegungsgesetze  auf  irgend  einen  natür- 
lichen Zusammenhang  von  Bewegungserscheinungen  wie  das  Welt- 
system, oder  auf  eine  künstliche  Vorrichtung  wie  die  Pendeluhr  an- 
gewandt werden.  Trotzdem  steht  die  Ausbildung  der  Mechanik  ia 
beiden  Fällen  unter  sehr  verschiedenen  Bedingungen.  Die  Natur 
bietet  vorzugsweise  Combinationen  frei  wirkender  Kräfte,  und  am 
günstigsten  gestaltet  sich  in  dieser  Beziehung  wieder  das  Weltsystem 
als  Ganzes,  weil  hier  gegenüber  einigen  wenigen  nach  einfachen 
Gesetzen  wirkenden  Ursachen  alle  etwa  stattfindenden  Nebeneinflüsse^ 
bei   einer   approximativen  Betrachtung   der  Erscheinungen  vemach- 


*)  Philos.  nat.  princip.  math.     Definitionee,  Schol.  1.  c.  p.  5. 
**)  Vgl.   zu  Obigem  die   in  Bd.  I,   S.  580  und  618  ff.  gegebenen  Formu- 
limngen  der  phoronomischen  und  physikalischen  Axiome. 
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lässigt  werden  können.  Von  Anfang  an  streben  daher  die  aus  den 
allgemeinen  Naturerscheinungen  abgeleiteten  Principien  einer  cau- 
salen  Form  zu.  Auf  die  künstliche  Maschine  dagegen  wirken  die 
Bewegungsursachen  unter  bestimmten  Bedingungen  des  Zusammen«* 
hangs  der  Theile,  und  diese  sind  von  den  Zwecken  abhängig,  denen 
die  Maschine  dienen  soll.  Hier  wird  daher  die  ganze  Beurtheilung 
Ton  dem  Zweckbegriff  gelenkt,  und  die  auf  Grund  solcher  Betrach- 
tangen gewonnenen  Principien  nehmen  eine  teleologische  Form 
an.  Nach  der  Natur  des  Zweckbegriffs  kann  freilich  dies  Verhält- 
niss  kein  ausschliessliches  sein,  sondern  die  auf  dem  ersten  Weg 
entstandenen  Causalgesetze  wirken  ebenso  auf  die  technische  Mechanik 
wie  die  in  dieser  herrschende  Zweckbetrachtung  auf  die  physikalische 
zurück.  Zudem  liegen  in  der  Ausbildung  der  letzteren  selbständig 
wirkende  teleologische  Motive.  An  ihren  Endpunkten  gehen  endlich 
beide  Entwicklungen  in  einander  über,  indem  der  causale  Gesichts- 
punkt im  ganzen  zum  Uebergewichte  gelangt,  während  nebenbei 
gewissen  Zweckprincipien  eine  allgemeinere  Uebertragung  auf  die 
Natur  zu  Theil  wird. 

Die  Entwicklung  der  Mechanik  von  Huygens  und  Newton 
an  bis  zum  Ende  des  18.  Jahrhunderts  ist  der  aus  beiden  Quellen 
geflossenen  Ausbildung  der  mechanischen  Fundamentaläieoreme  ge- 
widmet. Eine  Reihe  von  Sätzen  wurde  hier  in  die  Wissenschaft 
eingeführt,  deren  jeder  nach  seinem  Ursprung  die  Bedeutung  eines 
ans  axiomatischen  Voraussetzungen  abzuleitenden  Theorems  und  in 
Bezug  auf  seine  Anwendung  die  Bedeutung  eines  Princips  besitzt, 
auf  das  man  wo  möglich  die  ganze  Mechanik  zu  gründen  sucht. 
Nicht  selten  war  man  zugleich  bemüht,  gewisse  speculative  Gründe 
ftr  das  gewählte  Princip  geltend  zu  machen  und  dasselbe  auf  diese 
Weise  dennoch  zum  Rang  einer  axiomatischen  Voraussetzung  zu  er- 
heben. Solche  Gründe  sind  regelmässig  teleologischer  Art,  so  dass 
hier  der  technische  Ausgangspunkt  und  die  philosophische  Gedanken- 
richtung auf  das  gleiche  Ziel  hinwirken.  Die  letztere  verstärkt 
aosserdem  die  Neigung  zu  einer  Uebertragung  der  nämlichen  Ge- 
ächtspunkte  auf  die  Betrachtung  der  frei  wirkenden  Naturkräfte. 
£rst  gegen  das  Ende  dieser  Zeit  kommt  in  der  hauptsächlich  durch 
d'Alembert  und  Lagrange  der  analytischen  Mechanik  gegebenen 
Gestaltung  die  causale  Betrachtung  zum  Uebergewicht,  und  man  sucht 
iiiui  nachzuweisen,  dass  alle  jene  teleologischen  Principien  Folge- 
ningen  sind  aus  den  einfachsten  Bewegungsgesetzen  oder  aus  einem 
diese  umfassenden  mechanischen  Grundsatz  von  causaler  Bedeutung. 
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Eine  hervorragende  Rolle  unter  den  so  entstandenen  fundamen- 
talen Lehrsätzen  der  Mechanik  von  teleologischem  Inhalt  kommt 
^iner  Reihe  Ton  Principien  zu,   die  wir  unter  dem  Namen  der  Er- 
haltungsprincipien   zusammenfassen.     Sie   bilden    den   Anfangs- 
und Endpunkt  dieser  Entwicklung.     Denn  zum  ersten  Mal  tritt,   in 
«iner  freilich  ausschliesslich  speculatiy  begründeten  und  in  der  An- 
wendung irreführenden  Form,   der  Gedanke  der  Erhaltung  in  dem 
Oartesianischen  Satz  von  der  Erhaltung  der  Quantität  der  Be- 
wegung in  die  Geschichte  der  Mechanik  ein;  ihren  Abschluss  aber 
findet  die  ganze  Entwicklung   in   dem   erst    der   neuesten   Zeit  an- 
gehörenden Princip  der  Erhaltung  der  Energie,  welches  den  Oar- 
tesianischen Gedanken  auf  seine  haltbare  physikalische  Form  zurück- 
führt.    [Jebrigens   sind   gerade   die  Aufstellungen  dieses  ersten  und 
letzten  Princips  ursprünglich  bloss  von  speculativen  Erwägungen  aus- 
gegangen, und  sie  haben  daher  auch  von  Anfang  an  den  Anspruch 
auf  die  Bedeutung  allgemeiner  Naturgesetze  erhoben.  Dagegen  kommt 
die   technische   Bedeutung   des  Erhaltungsgedankens  in  einer  Reihe 
zwischenliegender    Principien   zur   Geltung,    welche   für   das   engere 
Gebiet  der  Mechanik  fruchtbarer  geworden  sind  als  jene  allgemeinen. 
Formuliningen,   deren  Werth  mehr  auf  physikalischem  Boden  liegb. 

Unter  diesen  specifisch  mechanischen  Erhaltungsgesetzen  nimuL'fc 
das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  der  Zeit  wi^ 
der  Bedeutung  nach   die   erste  Stelle  ein.     Als  eine  selbstverständL - 
liehe  Voraussetzung  wurde  es  von  Huygens  in  die  Mechanik  eil 
geführt,  indem  derselbe  bei  der  Untersuchung  der  Pendelbewegungi 
von  dem  Satze  ausging,  dass  ein  fallender  Körper  durch  die  erlang^^ 
Geschwindigkeit   niemals    in    eine    grössere   Höhe    gehoben    werd.^: 
könne,  als  die  er  herabgefallen  sei  *).    Seine  weitere  Ausbildung  kma 
das  Princip   in   mathematischer   und   physikalischer  Richtung   duxr-cA 
Jacob,  Johann  und  Daniel  Bernoulli,  in  philosophischer  Ri^^h- 
tung  aber  durch  Leibniz  gewonnen.     In  rein  mathematischer  F"  or- 
mulirung  lautet   dasselbe:    «Wenn   sich  ein  System   irgendwie  ^i^^er- 
bundener  Massen   unter   dem  Einfluss  constanter  Kräfte  bewegt»     so 
ist  die  Summe  der  Producte  der  Massen  in  die  Quadrate  ihrer    Ge- 
schwindigkeiten zu  allen  Zeitpunkten,  in  welchen  die  Massen  diese H)6ii 
relativen  Lagen  gegen   einander  einnehmen,   die   nämliche****).       Die 
«rsten  Begründungen  dieses  Satzes  stützen  sich  auf  das  Beharnimigs- 


*)  Horologium  oscillatorium.     Pars  IV,  hyp.  I,  IL 
**)  D*Alembert,  Trait^  de  dynamique.     Paris  1743,  p.  169. 
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gesetz  und  auf  die  stillschweigende  oder  ausdrückliche  Annahme,  dass 
keine   Kraft  aus   nichts  entstehen  könne.     In  diesem  Sinne  suchte 
namentlich  Leibniz  dem  Product  aus  der  Masse  in  das  Geschwindig- 
keitsquadrat, für  das  er  im  Gegensatze  zu  der  bei  dem  Gleichgewicht 
der  Körper   in  Wirksamkeit  tretenden    „todten   Kraft^    den   Namen 
lebendige  Kraft  einführte,  seine  allgemeinere  philosophische  Bedeu- 
tung zu  sichern,  ohne  dass  es  ihm  jedoch  gelang,  für  dasselbe  eine 
andere  Ableitung   zu   finden   als   aus   den  Fallgesetzen  und  aus  der 
Voraussetzung,    dass   die   Wirkung   einer   Kraft   durch   das  Product 
eines  gehobenen  Gewichtes  in  seine  Erhebuugshöhe  gemessen  werde*). 
In   dieser  letzten  Voraussetzung  lag  nun  insofern  eine  Petitio  prin- 
cipii,   als    dabei  der  Arbeitseffect ,    ohne  Rücksicht  auf  die  Zeit,   in 
welcher  derselbe  zu  Stande  kommt,  als  Mass  der  Kraft  angenommen 
^ward.     Dem   von  Leibniz   so   lebhaft  bekämpften  Cartesianischen 
Kräftemass   dagegen,    dem  Product   der  Masse   in  die  einfache  Ge- 
schwindigkeit, lag  gerade  die  Berücksichtigung  der  Zeit  zu  Grunde, 
ohne  dass  dies  jedoch  in  der  metaphysisch-teleologischen  Erklärung, 
<iie  Descartes  von  seinem  Princip  gegeben  hatte,  irgend  ersieht- 
Jach   gewesen   wäre.     So   war    denn   im    wesentlichen    dieser   ganze 
Streit   um   das   Kräftemass,   der   übrigens   in   der  Entwicklung   der 
^Alechanik   grosse   Dienste   geleistet  hat,   ein   Streit  um  Worte,   bei 
em  man  sich  sowohl  über  die  einfachen  Elemente  des  Kraftbegriffs 
über  den  eigentlichen  Grund  der  Meinungsunterschiede  im  ün- 
en  befand.     Uebrigens  scheint  Leibniz  selbst  in  späterer  Zeit 
iner  Erkenntniss   des   richtigen  Sachverhältnisses   nahe  gewesen  zu 
da   er  in   seinem    ^Specimen  dynamicum"    für   den  Stoss   der 
örper  ein  Princip  der  «Erhaltung  des  Totalfortschritts  der  Körper** 
ufstellt,  das  mit  dem  Cartesianischen  Mass  übereinstimmt'*).     Die 
Grundlosigkeit  dieses  Streites,  die  wohl  zuerst  d'Alembert  durch- 
^tchaute***),  wird  vollkommen  deutlich,  wenn  man  beide  Kräftemasse 
^^uf  ihre  einfachen  Voraussetzungen  zurückführt.     Nach  dem  Gali- 
1  einsehen  Beharrungsgesetz   ist   die   unter  dem  Einfluss    einer   con- 
9tant  wirkenden   Kraft   in   einer   Zeit  t  erlangte   Geschwindigkeit  v 
eines  Körpers: 


*)  Brevis   demonstratio   crroris   memorabilis  Cartesii.      Ausg.    von   Ger- 
bardt,  VI,  p.  122. 

**)  Ausg.  von  Gerhardt,  S.  226  f. 
•**)  Traitö  de  dynamique,  pr6f.  p.  XVI— XXI. 
Wttndt,  Logik.  U,  i.   8.  Aufl.  20 


\ 
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wenn  g  die  in  der  Zeiteinheit  erlangte  Geschwindigkeit  bedeatet.    Der 
Weg  s  aber,  welchen  der  Körper  in  der  Zeit  t  zurücklegt,  ist: 

Nun  ist  die  in  der  Zeiteinheit  erlangte  Geschwindigkeit  proportional 

— ,  wenn  wir  mit  k  die  Kraft  und  mit  m  die  Masse  bezeichnen.  Nimmt 
m 

man  also  zur  Einheit  der  Kraft  diejenige  Kraftgrösse,  die  der  Ein- 
heit  der  Masse   in  der  Einheit  der  Zeit  die  Geschwindigkeitseinheit- 
mittheilt,  so  wird: 

r  =  —  J  und  Ä  =  — - .  —  .  ^* 
m  2     m 

oder: 

m  r  -:=k  .t  und  -r-fnv^^=k  ,8. 

2 

Diese  Entwicklung,  die  nebenbei  zeigt,  dass  das  correcte  Mi 
der  Arbeit  einer  Kraft  das  halbe  Product  der  Masse  in  das  Qw 
drat  der  Geschwindigkeit  ist,  deutet  auf  zwei  Terschiedene  Erhaltung- — ^s- 
principien  hin,  welche  in  der  That  als  die  eigentlichen  Früchte  jrn   wm  ii  i 
Streites   anzusehen   sind.     Das   eine,   das   an   die   zweite   Gleichu^r^^^Bg 
anknüpft,  ist  das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräftü^^  te: 
es  kommt,  wie  sein  Ursprung  andeutet,   in  solchen  Fällen  zur  Ga»  -fiteV- 
tung,  wo  es  sich  um  die  Beurtheilung  eines  Massensystems,  z.  B.  einrtM-irinet 
Maschine,  nach  ihren  Arbeitseffecten  handelt,   ohne  dass  bei  dies^^3«seii 
die  Zeit,  in  der  sie  geleistet  werden,  unmittelbar  in  Rücksicht  fa'.^S^äU* 
Dasselbe  hat  in  technischer  sowohl  wie  in  physikalischer  BeziehusLP'.fiunj 
die  überwiegende  Bedeutung,    da   es  bei  der  Untersuchung  der  Y^         Bö 
wegungen  zusammenhängender  Massensysteme  in  den  meisten  FälLd^^Uei 
für  uns  vorzugsweise  von  Interesse  ist  die  ArbeitseflFecte  zu  kenn  ^:^  -inen, 
die  gewissen  Lagen  des  Systems   entsprechen.     Das  andere  Prino  Mzucip^ 
das  auf  die  erste   der  obigen  Gleichungen  zurückführt,   ist  das  •  der 

Erhaltung   des   Schwerpunktes.     Es   kommt   in   solchen  FalC^^Wefl 
zur  Anwendung,    wo   es   sich,    wie   beim  Stoss   der  Körper,    dBr^^Bvm 
handelt   zu  wissen,    in  welcher  Weise   sich   in  Folge  eines  währ^-'^^/irf 
einer   bestimmten   Zeit    ablaufenden   Vorgangs,    z.  B.    eines  Stos— ^=»«8^, 
der  Zustand  des  betheiligten  Massen  Systems  verändert  hat. 

Die  Keime  zur  Entwicklung  des  Satzes  von  der  Erhaltung  des 
Schwerpunktes  finden  sich  schon  in  den  von  Wren,  Wallis  ^«itii 
Huygens  gelieferten  Untersuchungen  über  den  Stoss;  auch  Descar*  "^  ^s 
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iiat  bei  seinem  Satz  von  der  Erhaltung  der  Quantität  der  Bewegung 
Iiauptsächlich  an  den  Stoss  gedacht,  aber  irrthümiich  angenommen, 
ciass  die  absolute,  nicht  die  algebraische  Summe  der  Bewegungs- 
ssen  erhalten  bleibe.  In  exacter  Weise  wurde  das  Princip  zuerst 
on  Newton  ausgesprochen,  der  dasselbe  unter  die  Corollarsätze 
einer  Bewegungsaxiome  aufnimmt  und  ihm  folgende  Form  gibt: 
Der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  zweier  oder  mehrerer  Körper 
dert  seinen  Zustand  der  Ruhe  oder  Bewegung  durch  die  Wirkung 
er  Körper  unter  sich  nicht,  und  derselbe  wird  daher,  so  lange 
eine  äusseren  Sjräfte  einwirken,  entweder  ruhen  oder  sich  gleich- 
in gerader  Linie  fortbewegen'*')/  Werden  demnach  durch  ntj 
d  m^  zwei  gegen  einander  stossende  Massen,  durch  v^  und  v^ 
Tiire  Qeschwindigkeiten  vor  dem  Stoss,  durch  t;/  und  v/  dieselben 
ach  dem  Stoss  bezeichnet,  so  ist  nach  dem  obigen  Princip: 

m^  17,  +  m^v^  =  m,  t?/  +  m^  v/, 

ine  Formel,  die  unmittelbar  zeigt,  dass  in  den  Ausdruck  dieses  Er- 
altungsprincips  das  von  Descartes  als  Quantität  der  Bewegung 
ezeichnete  Product  m .  v  eingeht. 

In  der  Beziehung   der   beiden   genannten  Erhaltungsprincipien 
u  den  allgemeinen  Bewegungsgesetzen  liegt  nun  die  Aufforderung, 
de  des  Charakters  ursprünglicher  Principien  ganz  zu  entkleiden,  um 
ie  unter  die   aus  den  Bewegungsgleichungen  gefolgerten  Theoreme 
verweisen.     Dieser  Schritt  ist  hauptsächlich   durch  Lagrange 
eschehen,  der  damit  vollends  jenen  Principien  den  Charakter  causal 
^begründeter  Sätze  gegeben  haf*"*).   Es  versteht  sich  von  selbst,  dass 
^8  dadurch  leicht  wird,  ihnen  auch  im  Ausdruck  ihren  ursprünglich 
^«leologischen  Charakter  zu  nehmen,   und   es  mag   sein,  dass   man 
^ch  deshalb   gegenwärtig,   selbst   wenn  man  die  alten  Namen  bei- 
Viehält,  kaum   noch  ihrer  Zweckbedeutung  bewusst  ist.     Gleichwohl 
l^edarf   es    kaum   des    näheren   Nachweises,   dass   der   Gedanke   der 
Erhaltung  nothwendig  den  des  Zwecks  in  sich  schliesst.   Die  Be- 
deutung  des  Zweckprincips  besteht  ja  in   allen  Fällen    darin,   dass 
^^rir  von  einem  zu   erreichenden  Endeffect  aus   auf  die  Bedingungen 
anirückgehen,  die  denselben  herbeiführen.   (Vgl.  Bd.  I,  S.  642.)    Bei 
der  Anwendung  des  Begriffs  der  Erhaltung  vergleicht  man  aber  un- 
mittelbar den  Endeffect   mit  den  Anfangsbedingungen,    indem   man 
beide  einander  gleich  setzt. 

*)  Philos.  nat.  princ.  math.  Coroll.  II,  1.  c.  p.  17. 
**)  Mäcaniqne  analytique,  sec.  part,  sect.  III,  §.  I  et  V. 
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Die  beiden  Erhaltungsprincipien ,  in  denen  der  Streit  um  das 
Kr'äfiemass  seine  Lösung  gefunden,  stehen  nun  ausserdem  in  naher 
Beziehung  zu  zwei  weiteren  Principien,  in  denen  sich  ebenfalls  der 
Erhaltungsgedanke  bewahrt  hat.  Aus  dem  Princip  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kräfte  ist  das  der  Erhaltung  der  Energie  her- 
vorgegangen ;  der  Satz  von  der  Constanz  der  Quantität  der  Bewegung 
aber,  der  sich  in  den  von  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes  fort- 
setzte, hat  einen  weiteren  Ausläufer  in  dem  so  genannten  Princip  der 
Erhaltung  der  Flächen  gefunden.  Der  beschränkte  Werth  des 
letzteren  im  Vergleich  mit  der  universellen  Bedeutung  des  Energie- 
gesetzes zeigt  übrigens  schon,  dass  unter  den  beiden  ursprünglichen 
Erhaltungsgesetzeu  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  das  entwicke- 
lungsfähigere  ist. 

In  seiner  rein  mechanischen  Bedeutung  betrachtet  erscheint 
das  Energiegesetz  als  eine  Erweiterung  des  Princips  der  leben- 
digen Kräfte.  Durch  die  Erwägung,  dass  bei  einem  abgeschlossenen 
System  von  Körpern  bei  bestimmten  periodisch  wiederkehrenden 
Lageverhältnissen  die  Summe  der  vorhandenen  lebendigen  Kräfte 
jedesmal  dieselbe  ist,  wird  diese  Erweiterung  unmittelbar  nahe  ge- 
legt; denn  die  Bedingungen  zur  Erzeugung  jener  Kräfte  müssen 
auch  in  irgend  einer  der  andern  Positionen,  welche  das  System 
durchläuft,  schon  vorhanden  sein,  insofern  durch  die  in  dem  System 
ursprünglich  gegebenen  Bedingungen  auf  ein  bestimmtes  Lage- 
verhältniss  alle  andern  nothwendig  folgen.  In  diesem  Sinne  kann 
aber  die  Arbeit,  die  das  System  in  einer  späteren  Position  leistet, 
bereits  als  potentiell  vorhanden  in  irgend  einer  vorangegangenen 
angesehen  werden*).  So  ist  die  lebendige  Kraft  der  Schwingung 
des  Pendels  bei  seinem  Durchgang  durch  die  Gleichgewichtslage  in 
der  äussersten  Abweichung  von  der  letzteren,  in  der  seine  wirkliche 
Geschwindigkeit  null  ist,  potentiell  vorhanden,  da  jene  lebendige 
Kraft  von  der  Grösse  der  Ablenkung  unmittelbar  abhängt.  Das 
Wesen  dieser  Auffassung  besteht  also  darin,  dass  man  nicht  bloss 
einen  gegebenen  Zustand  des  Systems,  sondern  den  ganzen  Zu- 
sammenhang auf  einander  folgender  Zustände  berücksichtigt.  Die 
so  erweiterte  Betrachtung  erfordert  aber  eine  Erweiterung  des  ur- 
sprünglichen Kraftbegriffs  oder  die  Ueberführung  desselben  in  den 
allgemeineren  Begriff  der  Energie.     Der  Kraftbegriff  bezieht  sich. 

*)  Helmholtz,  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft.  Berlin  1847,  S.  20  ff. 
Thomson  und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik.  Deutsche  Aus- 
gabe. I.  1,  S.  211  ff. 
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da  der  Inhalt  desselben  die  Beschleunigung  einer  Masse  ist,  nur  auf 
unmittelbar  gegebene  Wirkungen;  der  Begriff  der  Energie  dagegen 
bezeichnet  überhaupt  die  in  einer  Masse  oder  in  einem  System  von 
Massen   vorhandene   Wirkungsfähigkeit.     Die  in   einem   gege- 
benen Augenblick  vorhandene  Energie  zerfällt  daher  in  zwei  Theile: 
in  die  ac  tu  eile  Energie,    die  dem    älteren  Begriff  der  lebendigen 
Kraft   entspricht  und   durch   das   halbe  Product  der  Massen   in  das 
Quadrat  ihrer  Geschwindigkeiten  gemessen  wird,  und  in  die  poten- 
tielle Energie,  die  sich  aus  den  Lageverhältnissen  der  Massen  er- 
gibt und   daher   auch   als  Energie   der  Lage  bezeichnet   werden 
kann.     Das  Energiegesetz   nimmt  nun  die  einfache  Form   an:    „Die 
Energie  eines  gegebenen  unter  unveränderlichen  äusseren  und  inneren 
Bedingungen   stehenden  Systems    ist   eine    constante    Grösse/      Im 
Gebiete  der  eigentlichen  Mechanik   bewährt  sich  dieses  Erhaltungs- 
princip   vor   allem   in  der   genauen  Wechselbeziehung,  die  zwischen 
Energie  der  Lage  und  actueller  Energie  stattfindet,  indem  jede  Ab- 
nahme der  ersteren  mit  einer  entsprechenden  Zunahme  der  letzteren 
verbunden  ist,  und  umgekehrt.     Dennoch  geht  hier   die  Bedeutung 
des  Princips  kaum  über  diejenigen  Anschauungen  hinaus,  die  bereits 
in  dem  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte,  wenn  auch  in 
beschränkterer  Form,   ihren   Ausdruck   fanden.     Eine  umfassendere 
Bedeutung  gewinnt  das  Princip  erst  auf  physikalischem  Boden,   wo 
^38  unmittelbar  zu   der  Feststellung   der  Beziehungen   zwischen    den 
"verschiedenen  Formen   der  Energie,    die   in   der  Natur   vorkommen, 
^QberfÜhrt,    und    wo   es    die   leitende  Maxime   abgibt,   nach   der   die 
^^nannigfaltigen  Transformationen  der  Naturkräfte  zu  beurtheilen  sind. 
^ÜVährend  daher  das  Energiegesetz  in  der  Mechanik  die  Stellung  eines 
abgeleiteten  Satzes   von   verhältnissmässig   untergeordnetem   Werthe 
einnimmt,  erhebt  es  sich  in  der  Physik  zur  Rolle  des  allgemeinsten 
xind  fundamentalsten  Naturgesetzes.     Aus  diesem  Grunde  muss  aber 
auch  die  nähere  Würdigung  dieses  Princips,  sowie  der  Modificationen, 
die  zu  bestimmten  Zwecken  mit  ihm  vorgenommen  worden  sind,  der 
Untersuchung   der  physikalischen   Forschungsprincipien    vorbehalten 
Weihen. 

Von  weit  beschränkterer  Bedeutung  ist  das  letzte  der  Er- 
luütungsprincipien,  das  Princip  der  Erhaltung  der  Flächen. 
Dasselbe  wurde  für  einen  speciellen  Fall  und  als  ein  rein  empiri- 
sches Gesetz  zuerst  von  Kepler  aufgestellt  und  dann  von  Newton 
aus  dem  Trägheitsgesetz  sowie  aus  dem  Satz  des  Kräfteparallelo- 
pfMnms  abgeleitet.   Newtons  Lehrsatz,  der  nur  eine  Verallgemeine- 
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rung  des  ersten  Eepler'schen  (Gesetzes  ist,  lautet:  «Wenn  Körper 
sich  in  Bahnen  bewegen,  deren  Radien  nach  dem  unbeweglichen 
Mittelpunkt  der  Kräfte  gerichtet  sind,  so  liegen  die  von  ihnen  be- 
schriebenen Flächen  in  festen  Ebenen  und  sind  den  Zeiten  propor- 
tional"*). Durch  Euler,  Dan.  Bernoulli  und  d'Arcy  erfuhr 
dieser  Satz  eine  weitere  Verallgemeinerung,  indem  er  auf  ein  System 
von  Körpern,  die  sich  in  yerschiedenen  Ebenen  um  ein  festes  Cen- 
trum bewegen,  ausgedehnt  wurde.  Hierbei  ergab  sich  dann  die  Noth- 
wendigkeit,  diese  yerschiedenen  Drehungsebenen  auf  eine  einzige  zu 
projiciren,  für  weiche  der  ursprüngliche  Satz  seine  Geltung  behielt. 
Das  Princip  der  Erhaltung  der  Flächen  nahm  daher  die  Form  an: 
,,Wenn  beliebige  Massen  um  einen  Mittelpunkt  rotiren,  so  ist  die 
Summe  der  Producte  der  Massen  in  die  Projectionen  der  von  ihren 
Hadiusvectoren  beschriebenen  Flächenräume  auf  eine  und  dieselbe 
Ebene  der  Zeit  proportional'',  oder  in  anderer  Fassung:  „Wenn  die 
Bewegungen  eines  um  einen  Mittelpunkt  rotirenden  Systems  auf  eine 
und  dieselbe  Ebene  projicirt  werden,  so  ist  die  Summe  der  Producte 
der  Massen  in  ihre  Geschwindigkeiten  und  in  die  Abstände  vom 
Mittelpunkt  eine  constante  Grösse.  '^  Diese  letztere  Formulirung  zeigt 
unmittelbar,  dass  das  Flächenprincip  ein  Satz  ist,  der  für  die  drehende 
Bewegung  die  nämliche  Bedeutung  hat  wie  das  Princip  der  Er- 
haltung des  Schwerpunktes  für  die  fortschreitende.  Es  kann  daher 
ebenso  wie  dieses  aus  den  Fundamentalgesetzen  der  Bewegung  ab- 
geleitet werden,  was  in  Bezug  auf  die  speciellere  Form  des  Satzes 
schon  von  Newton,  in  Bezug  auf  die  allgemeinere  aber  namentlich 
von  Lagrange  dargethan  worden  ist**). 

Eine  zweite  Reihe  mechanischer  Zweckprincipien ,  denen  der 
teleologische  Charakter  in  der  Regel  noch  deutlicher  aufgeprägt  ist 
als  den  Erhaltungsprincipien,  kann  mit  dem  Namen  der  Maximal- 
und  Minimalprincipien  belegt  werden.  Sobald  das  Ergebniss 
mechanischer  Betrachtungen  in  die  Form  gebracht  ist,  dass  irgend 
eine  bei  einem  mechanischen  Vorgang  resultirende  Grösse  als  eine 
solche  bezeichnet  wird,  die  entweder  einen  Maximal-  oder  Minimal- 
werth  annehme,  so  liegt  darin  an  und  für  sich  eine  Anwendung  des 
teleologischen  Gesichtspunktes ;  denn  die  relative  Grösse  des  Erfolgs 
ist  hier  massgebend  für  die  Aufstellung  der  Bedingungen,  und  es 
tritt   somit   die   für   das  Zweckprincip   charakteristische  ümkehrung 

*)  Philos.  nat.  princip.  math.,  lib.  I,  prop.  I,  1.  c  p.  34. 
**)  M^canique  analytique,  sec.  part.  sect.  I,  16;  sect.  III,  §.  II;  3.  edit.  t.  1. 
p.  227,  244. 
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der  Causalbeziehung   ein.     Ein  leicht  begreifliches  Motiv  hat  nun 
aber  ausserdem   in  diesem  Falle  die  Minimalwerthe   bevorzugen 
lassen.     Geht  man  nämlich  von  den   technischen  Anwendungen  der 
Mechanik  aus,  so  wird  die  Zweckmässigkeit  irgend  einer  mechani- 
schen Vorrichtung,  einer  Maschine  z.  B.,  zunächst  danach  beurtheilt 
werden,   ob  der   zur   Wirkung   kommende  Aufwand   an   Kraft   dem 
von  der  Maschine  zu  leistenden  Nutzeffect  möglichst  zu  statten  kommt 
oder  nicht.     Eine  Maschine  wird  offenbar  dann  am  zweckmässigsten 
construirt  sein,  wenn  ein  gegebener  Nutzeffect  durch  einen  möglichst 
geringen  Kraftaufwand   erreicht   wird.     Für   eine   Zeit,   welche   die 
Natur   mit  Vorliebe    unter    dem    Gesichtspunkte    des  Nutzens   auf- 
fasste,  lag  es  nun  nahe,  diese  technische  Betrachtungsweise  auf  die 
natürlichen  Bewegungssysteme  zu  übertragen.   Rein  logisch  beurtheilt 
würde  man  ebenso  gut  zu  einem  Maximal-  wie  zu  einem  Minimal- 
princip  gelangen  können.     Denn  ob  ich  einen  gegebenen  Effect  als 
einen   möglichst  grossen   oder  den  Kraftaufwand,    der   zu   ihm   ge- 
führt hat,  als  einen  möglichst  kleinen   bezeichne,   ist  für  das   that- 
sächliche  Verhältniss  gleichgültig.      Aber  der  teleologische  Stand- 
punkt begünstigt .  hier   die  Form  des  Minimalprincips,   da  derselbe, 
von  der  Folge  zum  Grund  zurückgehend,   zu  der  Frage  führt,   wie 
ein  gegebener  Effect  unter   möglichst   günstigen   Bedingungen   ent- 
stehen   könne,    worauf  nun   als   quantitativer  Ausdruck   dieser  Be- 
dingungen am  natürlichsten  ein  Minimum  an  Kraftaufwand  sich  her- 
auszustellen scheint. 

Diese   Erwägungen    haben    bereits   unmittelbar    zu   derjenigen 
Gestalt  geführt,   in   welcher   die   hier   erörterte  Form   teleologischer 
Principen  zum  ersten  Mal  in  die  Entwicklung  der  Mechanik  einge- 
treten ist,  zu  dem  um  das  Jahr  1746  von  Maupertuis  aufgestellten 
Princip   der  kleinsten   Action*).     In   der  Formulirung,   welche 
ihm  sein  Urheber  gibt,   reflectirt   sich  auf  das   deutlichste  die  ein- 
seitige Teleologie  jener  Zeit:   „Wenn  in  der  Natur  irgend  eine  Ver- 
änderung vor  sich   geht,   so  ist  die   zu   dieser  Veränderung  nöthige 
Menge  von  Thätigkeit  eine  möglichst  kleine/     Die  Natur  erscheint 
bier  als  die  grosse  Sparerin,  deren  Weisheit  man  in  diesem  Princip 
bewundert,  und  ebendeshalb   ist  man   geneigt,   das  letztere   als  das 
Fimdamentalgesetz  anzuerkennen,  auf  das  alle  andern  Sätze  zurück- 
geführt werden  sollen.   Dabei  zeigt  freilich  die  Durchführung  sofort. 


*)  Vgl.  hiei'zu  Ad.  Mayer,  Geschichte  des  Piincips  der  kleinsten  Action. 
L«ipög  1877. 
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dass  man,  um  eine  solche  Behauptung  aufrecht  erhalten  zu  können^ 
von  der  Unbestimmtheit  der  Begriffe  Thätigkeit  und  Veränderung^ 
Gebrauch  macht.  Maupertuis  selbst  benützt  als  Mass  der  Thätig- 
keit das  Product  aus  Masse,  Geschwindigkeit  und  durchlaufenem 
Raum  (mvs),  als  Veränderung  aber  betrachtet  er  bald,  wie  beim 
Stoss  der  Körper,  die  Differenz  der  lebendigen  Kräfte,  bald,  wie  bei 
der  Brechung  und  Reflexion  des  Lichtes,  die  Summe  der  Actions- 
mengen  vor  und  nach  dem  Ereigniss,  so  dass  das  behauptete  Mini- 
mum in  verschiedenen  Fällen  eine  sehr  verschiedene  physikalische 
Bedeutung  hat  und  überdies,  wie  d'Arcy  zeigte,  bei  der  Licht- 
brechung sogar  gelegentlich  zu  einem  Maximum  werden  kann.  Es 
war  daher  nur  eine  äusserliche  Anbequemung,  die  freilich  in  der 
philosophischen  Zeitrichtung  ihre  Quelle  hatte,  wenn  Euler  Resul- 
tate, die  dem  Gebiete  der  so  genannten  isoperimetrischen  Probleme 
angehörten,  als  Specialfälle  des  Princips  der  kleinsten  Action  be- 
trachtete. Es  ist  selbstverständlich,  dass  Aufgaben,  bei  denen  es 
sich  von  vornherein  darum  handelt,  die  Bedingungen  für  den  Minimal- 
oder auch  Maximalwerth  irgend  einer  Grösse  zu  Anden,  zu  Lösungen 
fähren  können,  die  eine  äussere  Aehnlichkeit  mit  dem  hier  bespro- 
chenen Princip  darbieten,  da  ja  an  und  für  sich  jede  solche  Auf- 
gabe auf  einem  verwandten  teleologischen  Gesichtspunkt  beruht,  wie 
dies  z.  B.  schon  bei  dem  ältesten  isoperimetrischen  Problem,  dem 
der  Curve  des  schnellsten  Falls,  deutlich  hervortritt.  Da  nun  aber 
dieser  Gesichtspunkt  schliesslich  auf  alle  mechanischen  Probleme  an- 
wendbar ist,  indem  nach  den  Minimal-  und  Maximal werthen  einer 
Function  und  nach  den  Bedingungen,  unter  denen  sie  auftreten^ 
überall  gefragt  werden  kann ,  so  ist  auch  die  zu  Grunde  liegende 
Methode,  welche  die  Analytiker  des  vorigen  Jahrhunderts  als  die 
isoperimetrische  bezeichneten,  und  aus  welcher  die  von  Lagrange 
begründete  Variationsrechnung  (S.  255  f.)  hervorging,  von  einer  ganz 
allgemeinen  Anwendbarkeit,  und  sie  bietet  auf  diese  Weise  die 
Gelegenheit  dar,  jedes  mögliche  mechanische  Problem  unter  dem  ihr 
eigenen  Gesichtspunkte  zu  behandeln. 

In  der  That  ist  die  ganze  Weiterentwicklung  des  Princips  der 
kleinsten  Action  von  diesen  beiden  Motiven  aus  bestimmt  worden, 
von  dem  philosophischen,  welches  seine  ursprüngliche  Aufstellung 
veranlasste,  und  von  dem  rein  mathematischen,  welches  aus  den  iso- 
perimetrischen Problemen  entsprang.  Je  mehr  im  Laufe  der  Zeit 
die  Willkürlichkeit  in  der  AusfUhnmg  des  ersten  philosophischen 
Grundgedankens  zu  Tage  trat,  um  so  mehr  musste  das  Princip  den 
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Charakter  einer  bloss  mathematischen  Formulirung  annehmen,   die 
sich  durch  ihren  Nutzen  für  bestimmte  Anwendungen   empfahl.     In 
diesem  Sinne   ist   es   zunächst   von   Lagrange    behandelt  worden, 
der    es    als    das    ^Princip    der    grössten    oder    kleinsten    lebendigen 
Kraft  ^  bezeichnete  und  gleich  allen  andern  zusammengesetzten  Prin- 
cipien   aus   den  allgemeinen  Bewegungsgesetzen  ableitete*).     Schon 
der   gewählte  Ausdruck   zeigt,   indem   er   eine  Alternative   zwischen 
dem  Maximum  und  Minimum  aufstellt,  dass   hier  der  ursprüngliche 
teleologische  Gedanke   verloren   gegangen    ist.      Das    nämliche   gilt 
von  den  weiteren  Entwicklungen,    die  .das  Princip   bei  W.  R.  Ha- 
milton und  Jacob i  gefunden  hat**).     Es  verbleibt  ihm  hier  nur 
insofern  der  teleologische  Charakter,  als  es  in  directe  Abhängigkeit 
von   dem   Princip    der  Erhaltung    der   lebendigen    Kräfte   gebracht 
wird,  welches  letztere  ja,  wie  oben  erörtert,  auf  einer  Zweckbetrach- 
tung  beruht.      Die   Principien    von  Hamilton   und   Jacobi   selbst 
aber  besitzen,   nachdem  diese  Beschränkung  auf  ein    „conservatives 
System*    vorausgesetzt   ist,    lediglich  mathematische  Bedeutung;  sie 
bieten  Ausdrücke  dar,  welche  die  Lösung  bestimmter  Probleme  er- 
Jeichtem,   ohne  jedoch    ein   besonderes   Princip    teleologischer   oder 
oausaler   Betrachtung   zu   enthalten  oder  gar   im   Sinne   der   ersten 
ufstellung  des  Princips  der  kleinsten  Action  auf  eine  ursprüngliche 
weckmässigkeit  der  Natur  hinzuweisen. 

Ihre  letzte  und  definitive  Gestaltung  haben  endlich  die  Maximal- 
nd  Minimalprincipien    in   dem   von   Gauss   aufgestellten   Princip 
es   kleinsten    Zwangs   gefunden***).      Nach    ihm    erfolgen    die 
ewegungen  eines  Massensystems,  wie  auch  die  Massen  mit  einander 
erbunden  sein  mögen,   in  jedem  Augenblick   in   möglichst  grosser 
^Uebereinstimmung  mit  der  freien  Bewegung,  also  unter  dem  kleinsten 
wang.     Als  Mass  des  Zwangs   betrachtet   man   dabei   die   Summe 
er  Producte   aus  dem  Quadrat  der  Ablenkung  jedes   Punktes   von 
der  freien  Bewegung  in  seine  Masse.    Man  wendet  also  auf  die  Ab- 
'^eichung  der  gezwungenen   von  der  freien  Bewegung  eine  ähnliche 
Betrachtung  an,  wie  sie  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in 
Bezug  auf  die  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler  stattfindet.    Mit 
Rücksicht  hierauf  bemerkte  Gauss,   die  Natur   verfahre,    wenn    in 
ihr  die  Bewegungen  durch  irgend   welche  hemmende  Bedingungen 

*)  M^c.  analyt.,  sec.  part.  sect.  III,  §.  VI. 

**)  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,   S.  45.     Thomson  und  Tait, 
»•  a.  0.  I,  1,  8.  258  f. 

***)  Gauss'  Werke  V,  S.  25. 
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modificirt  werden,  in  der  nämlichen  Weise  wie  der  rechnende  Mathe- 
matiker, wenn  er  Erfahrungen  ausgleicht,  die  sich  auf  von  einander 
abhängige  Grössen  beziehen.  Man  wird  nicht  verkennen,  dass  es 
auch  im  ersteren  Falle  der  rechnende  Mathematiker  ist,  der  unter 
einem  bestimmten  Gesichtspunkt  die  Erscheinungen  betrachtet,  und 
der  nun  nachträglich  diese  seine  Betrachtungsweise  der  Natur  selbst 
unterschiebt.  Werden  die  Vorgänge  in  ihren  rein  causalen  Be- 
ziehungen aufgefasst,  so  ist  es  selbstverständlich,  dass  bestimmte 
Hemmungen  eine  Bewegung  um  nicht  mehr  abändern  können,  als 
dem  Betrag  der  Hemmung  entspricht;  jedes  Mehr  wäre  ein  ursach- 
loses Geschehen.  Kehrt  man  nun  dieses  causale  Verhältniss  um, 
indem  man  den  Endeffect  aller  Bedingungen  der  Bewegung,  die  nach 
Massgabe  der  vorhandenen  Hemmungen  eintretende  Abweichung 
von  der  freien  Bewegung,  zum  Ausgangspunkt  nimmt,  so  gelangt 
man  zum  Princip  des  kleinsten  Zwangs.  Der  dem  letzteren  zu  Grunde 
liegende  Zweckgedanke  wird  dann  aber  zum  objectiven  Naturzweck 
erhoben,  wenn  man  dieses  Princip  als  ein  Gesetz  hinstellt,  nach 
welchem  die  Natur  selber  verfahre.  Diese  Auffassung  ist  bestreit- 
bar, weil  sich  damit  die  Vorstellung  verbindet,  der  erreichte  End- 
zweck sei  zugleich  die  Ursache  der  Bewegungsgesetze  selbst,  wo- 
durch die  Natur  zu  einem  mit  Zweckbewusstsein  handelnden  Wesen 
gemacht  wird. 

d.   Causale  Fundamentaltheoreme  der  Mechanik. 

Die  oben  angedeutete  Gefahr,  die,  wie  das  letzte  Beispiel  zeigt, 
selbst  bei  einer  sonst  richtigen  Anwendung  des  Zweckgedankens  so 
leicht  nebenherläuft,  ist  es,  die  sichtlich  in  der  neueren  Entwicklung 
der  Mechanik  die  Anwendung  causaler  Principien  hat  bevorzugen 
lassen.  Doch  ist  es  bemerkenswerth ,  dass  in  dieser  Beziehung  die 
exacteste  der  Naturwissenschaften  den  nämlichen  Wandelungen  des 
Zeitgeistes  unterworfen  war  wie  jede  andere.  Der  teleologischen 
Mechanik  entspricht  eine  teleologische  Physik  und  Physiologie,  und 
die  causale  Mechanik  gibt  auch  auf  diesen  Gebieten  der  causalen 
Betrachtung  ihre  Richtung.  Nur  werden  freilich  in  beiden  Fällen 
Verirrungen,  denen  der  exacte  Charakter  der  Mechanik  engere 
Grenzen  setzt,  um  so  schwerer  und  andauernder,  je  verwickelter  die 
Erscheinungen  sind.  Für  die  Mechanik  vollzieht  sich  in  der  Hervor- 
hebung causaler  Principien  eine  Rückkehr  zu  dem  Zeitalter  Galileis. 
Diese  Beziehung  macht  sich  vor  allem  darin  geltend,  dass  man  die 
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mechanischen  Principien  wieder  auf  die  einfachsten  Bewegungsvor- 
stellungen    zu    gründen    sucht.       In    diesem    Sinne    war    zunächst 
d'Alembert  bemüht,  den  Begriff  der  Kraft,  der  in  der  teleologischen 
Periode  der  Mechanik  und  namentlich  in  dem  berühmten  Streit  über 
das  Ejräftemass  vielfach  verdunkelt  worden  war,  wieder  auf  die  an- 
schaulichen Elemente  zurückzuführen,  die  er  bei  Galilei  und  Newton 
gehabt   hatte,    und    damit  Hand   in  Hand    ging    sein    Streben,    die 
wegen    ihrer   nützlichen  Anwendungen    nicht    zu    entbehrenden  Er- 
Ihaltungsprincipien   aus   den   einfachsten   dynamischen  Vorstellungen 
Abzuleiten.     Das   von   ihm   begonnene  Werk   führte  Lagrange  zu 
lEnde.     Schon  d'Alembert  hatte  mit  der  causalen  Betrachtung  den 
Tlan  verbunden,  aus  einem  durch  unmittelbare  Evidenz  oder  durch 
<inen  anschaulichen  Beweis    feststehenden  Fundamentaltheorem  alle 
andern  Sätze  abzuleiten.     Aber   das    von    ihm    aufgestellte    Princip 
eignete   sich  weder  zu   einer  hinreichend  allgemeinen  Formulirung 
«der  Bewegungsgesetze  noch  in  der  von  ihm  gegebenen  Fassung  zu 
^iner  unmittelbaren  Verbindung  der  Statik  mit  der  Dynamik,  auf  die 
^  doch  hinwies.     Dies  leistete  erst  Lagrange,  indem  er  auf  das- 
jenige Princip  zurückging,  welches  schon  dem  d^Alembert'schen  Satze 
^dllschweigend  zu  Grunde  lag,auf  das  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten, das  er  in  einer  Weise  verallgemeinerte,  in  der  es  sich  zur 
-Ableitung    aller    andern   statischen  und  dynamischen  Principien  ge- 
eignet erwies.    Auch  in  dieser  Hervorkehrung  des  virtuellen  Princips 
^ag  eine  Rückkehr  zu  den  Anschauungen  Galileis,  der  dasselbe  in 
«einfacherer  Gestalt  bereits  besass,    wenn   ihm   auch  der  Name  noch 
^fehlte.     Diese  Rückkehr  ist  aber  doch  zugleich  verbunden  mit  einer 
^mkehrung  der  Betrachtungsweise.    Galilei  hatte  dynamische  Vor- 
stellungen in  die  Statik  eingeführt.   Dazu  hatte  ihm  der  Begriff  des 
^virtuellen  Momentes  gedient.      Lagrange   führte  jedes  dynamische 
l^roblem  auf  ein  statisches  zurück,    was    freilich   wiederum  nur  da- 
durch möglich  war,  dass  in  Folge  jener  Galil einsehen  Anschauung 
das  Gleichgewicht  als  ein  Grenzfall  der  Bewegung  erscheint. 

Das  Princip  von  d'Alembert  bildet  zu  dieser  systematischen 

Gestaltung   der  gesammten   Statik   und  Dynamik    auf    Grund    eines 

emzigen  causalen  Grundsatzes   die  Vorbereitung.     Es  lautet  in  der 

von  d^Alembert  selbst  gegebenen  Formulirung:  „Um  die  wirklichen 

Bewegungen  eines  Systems  von  Körpern  zu  finden,  die  mit  einander 

im  Zusammenhang   stehen,    zerlege    man    die  jedem  Körper  mitge- 

Üheüten  Bewegungen  a,  i,  c  .  .  .   in  je  zwei  andere   a^,  a^,  ß^,  ß^, 

Tu  Y, .  .  .    Diese  sollen    so  beschaffen  sein ,   dass ,    wenn    man  dem 


316  Allgemeine  Grundlagen  der  Naturforschang. 

Körper  die  Bewegungen  a^ ,  ß^ ,  T«  •  •  •  allein  mittheilte,  das  System 
im  Gleichgewicht  sein  würde.  Es  werden  dann  die  Bewegungen 
^n  ßi)  Ti  •  •  •  zugleich  diejenigen  sein,  welche  der  Körper  wirklich 
annimmf**).  Die  Nützlichkeit  dieses  Princips  besteht  darin,  dass 
dasselbe  in  allen  Fällen,  wo  bewegende  Kräfte  unter  bestimmten 
statischen  Bedingungen  einwirken,  eine  Zerlegung  des  Problems  in 
einen  statischen  und  dynamischen  Theil  herbeiführt,  worauf  nach  Fest- 
stellung der  im  Gleichgewicht  stehenden  oder  der  so  genannten  «ver- 
lorenen Kräfte**  die  übrig  bleibenden  wie  frei  wirkende  Kräfte  be- 
handelt werden  können.  Es  liegt  nahe,  diesem  Resultat  eine  solche 
Wendung  zu  geben,  dass  der  Bewegung  vollständig  der  Fall  des 
Gleichgewichts  substituirt  wird.  Dies  geschieht  dann,  wenn  man  zu 
den  übrig  bleibenden  Kräften  a^,  ß^,  Ti  •  •  •  solche  von  gleicher 
Gh-össe,  aber  entgegengesetzter  Richtung  hinzugefügt  denkt.  Diese 
Wendung  ist  dem  d'Alembert'schen  Princip  in  der  That  später  ge- 
geben worden,  und  es  ist  dasselbe  dadurch  zu  der  von  Lagrange 
vollbrachten  Zurückführung  der  Dynamik  auf  die  Statik  in  noch 
nähere  Beziehung  getreten.  Eine  besondere  Beweisführung  f&r  das 
Princip  hat  sein  Urheber  nicht  für  nöthig  gehalten;  vielmehr  be- 
trachtete er  dasselbe  als  eine  unmittelbar  einleuchtende  Folge  der 
vorgenommenen  Kräftezerlegung.  Da  sich  jede  solche  Zerleg^ung  auf 
das  Princip  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  stützt,  so  ist  aber 
jedenfalls  das  letztere  vorausgesetzt. 

Die  oben  angeführte  Veränderung  des  d'Alembert'schen  Prin- 
cips, durch  die  jedes  dynamische  auf  ein  statisches  Problem  reducirt 
wird,  scheint  nun  der  nächste  Anlass  zu  der  von  Lagrange  unter- 
nommenen einheitlichen  Gestaltung  der  Mechanik  auf  Grund  eines 
einzigen  causalen  Fundamentalsatzes  gewesen  zu  sein.  Als  solches 
dient  ihm  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten, 
dem  er  die  Bedeutung  eines  allgemeinsten  statischen  Gesetzes  gibt. 
Massgebend  für  dieses  Princip  ist  zunächst  der  Begriff  des  «virtuellen 
Momentes'',  unter  dem  man  das  Product  einer  Kraft  in  die  im  Sinne 
ihrer  Wirkung  zurückgelegte  unendlich  kleine  geradlinige  Wegstrecke 
versteht.  Dies  vorausgesetzt  lautet  das  Princip:  ,£in  zusanunen- 
hängendes  System  von  Körpern  oder  Punkten  ist  im  Gleichgewicht, 
sobald  die  Summe  seiner  virtuellen  Momente  gleich  null  ist*  **).  Man 
ermittelt  also  hier  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts,  indem  man 


)  D'Alombert,  Traite  de  dynamique.     Paris  1748,  p.  51. 

)  Vgl.  hiei-zu  die  ausführlichere  Formulirung  bei  Lagrange  ft.  a.  O.p.  20. 


i 


Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  317 

sich  denkt,  jede  einzelne  Kraft  übe  eine  ihrer  Grösse  entsprechende, 
Aber  unendlich  kleine  Wirkung  aus,  und  feststellt,  dass  die  Summe 
dller  so  gebildeten  positiven  und  negativen  virtuellen  Geschwindig- 
keiten gleich  null  ist.    Findet  kein  Gleichgewicht  statt,  so  wird  diese 
Summe  nicht  gleich   null  sein;   man  kann  sich  aber  dann  stets  die 
^Bewegung  dadurch  aufgehoben  denken,  dass  man  die  nach  den  drei 
<]loordinatenaxen    genommenen    Gomponenten    der    Bewegung   durch 
lErafte   von  gleicher  Grösse   und  entgegengesetzter  Richtung  auf  ge- 
loben denkt.    Durch  diese  dem  d'Alcmbert'schen  Princip  entnommene 
ISetrachtungsweise  iiefert  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
^ie  Grundgleichungen  der  Dynamik   für  die  Bewegung  irgend  eines 
IKörpersystems*).     Hierbei  beruht  die  mathematische  Ableitung  der 
letzteren  auf  einem  sehr  einfachen  Verfahren.     Ist  nämlich  im  Fall 
^es  Gleichgewichts   die  Summe   der  statischen  Momente  gleich  null, 
^0  wird  dieselbe,  wenn  kein  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  den  momen- 
'^»nen  Beschleunigungen  nach  den  drei  Coordinatenaxen  gleich  gesetzt 
^werden  können.    Bringt  man  nun  aber  diese  Beschleunigungen  unter 
abgeändertem  Vorzeichen  auf  die  andere  Seite,  so  wird  man  wieder 
^ine  Summe  erhalten,  die  der  Null  gleich  ist,  und  die  sich  von  der 
^statischen  Bedingungsgleichung  nur  dadurch  unterscheidet,    dass  sie 
ausser  den  virtuellen  Momenten  die  Gomponenten  der  Beschleunigung 
^m  umgekehrten   Sinne   genommen   enthält.     Mit  demselben  Rechte 
^ann  man  übrigens  auch  die  Bedingungsgleichungen  der  Bewegung 
^^  den   allgemeineren  Fall  betrachten,    aus   welchem  die  statischen 
CJmndgleichungen    hervorgehen ,    wenn    die    Gomponenten    der    Be- 
schleunigung sämmtlich  gleich  null  werden.    Die  neuere  Mechanik  hat 
im  ganzen  die  letztere  Auffassung  bevorzugt.    Wesentlich  ermöglicht 
"^ird  diese  Zurückführung  auf  ein  einziges  dynamisches  Grundprincip 
€iarch  die  Anwendung  der  Infinitesimalmethode,  welche  bei  der  Auf- 
stellung  der   Grundgleichungen    der   Bewegung   überhaupt   von   der 
-Annahme   unendlich   kleiner  Verrückungen  ausgeht,    wie  solche  das 
^rtuelle  Princip  verlangt.    Da  übrigens  bei  jedem  Bewegungsvorgang 
fi^ewisse  constante  Bedingimgen,  unter  denen  sich  die  bewegten  Massen 
befinden,  von  Einfluss  sind,   so  müssen  solche  ebenfalls  in  den  Be- 
^egungsgleichungen    berücksichtigt    werden.       Zu     diesem    Zweck 
werden  jene  Bedingungen  zunächst  unabhängig  von  dem  untersuchten 
Bewegungsvorgange    betrachtet  und    und   in   gewissen  Bedingungs- 
gleichungen  f  =  c,    f!^  =  e  ,  ,,  ausgedrückt,    wo  die  Grössen  c,  e  . . . 


*)  Lagrange,  a.  a.  0.  p.  234. 
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irgend  welche,  von  der  Natur  des  Problems  abhängige  Functionen 
der  Coordinaten  bedeuten.  Es  werden  dann  derivirte  Functionen 
der  Werthe  f ,  ^  .  .  .  in  die  Bewegungsgleichungen  aufgenommen, 
indem  man  sich  des  S.  252  erwähnten  Princips  der  partiellen  Differen- 
tiation bedient.  Betrachtet  man  hiemach  das  bewegte  System  als 
ein  System  von  Punkten ,  deren  Massen  m^ ,  m^  .  .  .  sind ,  und  be- 
zeichnet man  die  Componenten  der  Kräfte  nach  den  drei  Coordinaten- 
axen  mit  X^^  Y^^  Z^,  X^,  Y^^  Z^  .  .  .,  so  nehmen  die  Gleichungen 
Lagranges  die  Form  an: 


09 

dx^ 

Oy 

<^yi 

df 

+  K. 

i)^ 

dx^ 

+  K.- 

84» 

'^Vi 

-L  ..  . 

d^ 

Der  mathematische  Vorzug  dieser  abstracten  analytischen  For- 
meln besteht  in  ihrer  Anwendbarkeit  auf  jedes  specielle  Problem, 
ihr  logischer  Vorzug  darin,  dass  sie  eine  vollständige  Zerlegung  des 
Bewegungsvorganges  in  seine  Elemente  enthalten  und  hierbei  die 
Bedeutung  der  einzelnen  Factoren,  wie  der  Massen  (w^,  m^  ,  .  .),  der 

d^  X        d^  V 
Kräfte   (definirt   durch  die  Differentialquotienten      ,  ^^  ,       ,  f^'    .  .  ., 

d.  h.  durch  die  Beschleunigungen),  sowie  der  äusseren  Bedingungen 
('f,  ^  .  .  .)i  deutlich  hervortreten  lassen*). 

Einen  wichtigen  Theil  seiner  Dynamik  hat  Lagrange  dem 
Nachweis  gewidmet,  dass  alle  jene  complicirteren  Principien  von 
grossentheils  teleologischem  Charakter,  die  sich  ftlr  die  Behandlung 
bestimmter  Arten  von  Aufgaben  nützlich  erwiesen,  aus  dem  so  ge- 
wonnenen Fundamentalgesetz  abgeleitet  werden  können.  Auf  diese 
Weise  finden  sich  bei  ihm  zum  ersten  Mal  die  genannten  Principien 
als  einzelne  Folgen  aus  den  allgemeinsten  Causalgesetzen  der  Mechanik 
im  Zusammenhange  entwickelt. 

Mit  dem  hierin  hervortretenden  Streben  einer  vollkommen  ein- 
heitlichen Ausführung  der  Mechanik  geht  Hand  in  Hand  der  Ver- 
such, auch  dem  zu  Grunde  gelegten  Princip  eine  Selbständigkeit  zu 

*)  Vgl.  Kirchhoff,  Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  Mechanik, 
2.  Vorl.   S.  28  ff.     Leipzig  1876. 
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geben,  durch  die  es  von  allen  etwa  sonst  massgebend  gewesenen 
Voraussetzungen  unabhängig  wird.  Das  Ideal  wissenschafthcher 
Darstellung  würde  in  der  That  dann  erreicht  sein,  wenn  es  nicht 
nur  gelänge,  aus  einem  Princip  alles  Einzelne  abzuleiten,  sondern 
wenn  auch  ausserdem  dieses  Princip  nur  auf  sich  selber  gestellt 
wäre.  So  erfolgreich  nun  Lagranges  Bemühungen  in  ersterer  Be- 
ziehung gewesen  sind,  so  ist  es  ihm  doch  zweifellos  nicht  geglückt, 
durch  seine  Ableitung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
wirklich  alle  andern  Voraussetzungen  entbehrlich  zu  machen.  Viel- 
mehr werden  dieselben  auch  hier  stillschweigend  vorausgesetzt. 
Lagrange  bezeichnet  den  Satz  vom  Hebel  und  den  Satz  vom 
Kräfteparallelogramm  als  die  beiden  Principien,  auf  welche  man  bis 
dahin  die  Statik  gegründet  habe,  und  er  ist  der  Ansicht,  dass  das 
virtuelle  Princip  das  allgemeinere  sei,  weil  es  als  ein  allgemeiner 
Ausdruck  für  die  sämmtlichen  Gesetze  des  Gleichgewichts  betrachtet 
Werden  könne.  Das  virtuelle  Princip 

Ä€lbst  sei  zwar  nicht  unmittelbar  ^^*  ^^* 

Evident,  aber  es  könne  aus  einem 
andern  unmittelbar  evidenten  Prin- 
zip, aus  dem  des  Flaschenzugs, 
abgeleitet  werden,    ohne   dass    es 
^öthig  wäre,  das  Hebelgesetz  und 
^as  Gesetz   der  Zusammensetzung 
^er  Kräfte  zu  dieser  Deduction  zu 
^^nützen.    Kaum  dürfte  jedoch  der 
-daschenzug  den  Namen  eines  be- 
sonderen   Princips    verdienen ,    da 

^r  lediglich  die  Bedeutung   einer  Veranschaulichung  des  virtuellen 
*Vincips  selbst  besitzt.    Angenommen,  es  wirkten  auf  einen  Körper  K 
^me  Reihe  von  Kräften   P^ ,   P^ ,   P^  ...  in  den  Richtungen  a^  6^, 
<ij  6,,    «3  A3  .  .  .   ein,    so   besteht    die  Anwendung  der   Vorstellung 
^es  Flaschenzuges   darin,   dass  man  an  den  AngriflFspunkten  a^,  o^, 
^  .  .  .  der  Kräfte  bewegliche  Rollen,  irgendwo  in  der  Richtung  des 
^Kraftezugs  dagegen  feste  Rollen  b^,  A^,  b.^  .  .  .   angebracht  und  um 
«ben  diese  Bollen  einen  einzigen  unausdehnsamen  und  absolut  bieg- 
samen Faden   geschlungen    denkt,   dessen  Ende   an    der  letzten  be- 
^egUchen  Rolle  O5   befestigt  ist.     Bringt    man   nun   an   einer  be- 
liebigen Stelle  ausserhalb  des  Kräftesystems   noch  einmal  eine  feste 
Bolle  c  an,   über  welche   der  Anfang  des  Fadens  gelegt  wird,   so 
mk.  aSe  Xiftfte  P,,  P,,  P3  .  .  .   durch  ein  hier  angehängtes 
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Gewicht  q  ersetzt  denken,  wenn  man  zwischen  je  zwei  zusammen- 
gehörigen Hollen  a^  und  &j,  a^  und  b^  u.  s.  w.  den  Faden  so  oft- 
mal geschlungen  denkt,  dass  der  durch  q  ausgeübte  Zug  succesiv 
den  Kräften  Pj,  P^^  ^n  -  -  -  ^n  Grösse  gleichkommt.  Bezeichnet 
also  Mj,  n^j  ^<3  •  •  •  die  Zahl  der  Fäden  zwischen  a^  und  6j,  a^  und 
b^ ,  r/3  und  b.,,.^  80  sind  diese  Zahlen  durch  die  Bedingung  ge- 
geben ,  dass  ftj .  9  ^  P, ,  «ä .  9  -  ~  Pa ,  fi^ .  3  =  P3  .  .  .  sein  muss. 
Denkt  man  sich  nun  ferner,  jede  der  Rollen  a^  a^,  ri.3  .  .  .  erführe 
durch  das  Gewicht  q  unendlich  kleine  VerrUckungen  e^,  e^^  e..  .  .  ., 
so  wird  offenbar  ein  Sinken  dieses  Gewichtes  dann  nicht  eintreten 
können,  wenn  w,  .  ^^  -(-  w^  .  «^  ^-  nj, .  e.j  .  .  .  ^  0  ist,  d.  h.  wenn  die 
vorausgesetzten  unendlich  kleinen  VerrUckungen  einander  g^enseitig 
aufheben.  Hieraus  ergibt  sich  aber,  wenn  man  die  zwischen  Pp 
P^,  P3  .  .  .  und  q  festgestellte  Beziehung  berücksichtigt,  unmittelbar 
die  Gleichung  der  virtuellen  Momente 

e,  Pj  -I  -  e^  P,  -f-  ^3  P,  +  .  .  .  =  0, 

welche  der  gewöhnliche  Ausdruck  des  Princips  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten ist.  Diese  Ableitung  gewinnt  noch  eine  abstractere 
Allgemeinheit,  wenn  man  der  Schwere  des  Gewichtes  q  eine  beliebige 
Kraft  p  substituirt,  die  in  irgend  einer  Richtung  ij  c  wirken  kann, 
und  wenn  man,  wie  dies  in  der  Fig.  16  angedeutet  ist,  voraussetzt, 
die  Rollen  r/^,  b^  .  .  .  seien  von  verschwindendem  Durchmesser,  so 
dass  alle  zwischen  zwei  zusammengehörigen  R'ollen  verlaufende  Fäden 
in  eine  einzige  gerade  Linie  zusammenfallen.  Es  wird  aber  dann 
zugleich  noch  deutlicher,  dass  dieser  ganze  Mechanismus  des  Flaschen- 
zugs nur  die  Bedeutung  einer  mathematischen  Hülfsvorstellung  be- 
sitzt, die  anschaulich  machen  soll,  unter  welcher  Bedingung  Kräfte, 
die  auf  einen  Körper  oder  auf  ein  System  unter  einander  verbundener 
Punkte  wirken,  im  Gleichgewicht  stehen.  Auf  den  mathematischen 
Charakter  der  ganzen  Vorstellung  weist  überdies  die  physikalisch 
unmögliche  Annahme  unausdehnsamer  und  absolut  biegsamer  Fäden 
hin,  die  auf  den  tingirten  Rollen  reibungslos  gleiten  sollen.  In 
dieser  Beziehung  gleicht  die  Vorstellung  des  Flaschenzugs  vollständig 
einer  jener  geometrischen  Hülfsconstructionen ,  welche  einen  Satz, 
der  aus  der  ursprünglichen  Figur  nicht  entnommen  werden  kann, 
unmittelbar  evident  machen.  (Vgl.  S.  170  ff.)  Das  Zwingende  der 
Veranschaulichung  liegt  in  diesem  Falle  darin,  dass  die  Erfolge  der 
Gombination  einer  Mehrheit  in  verschiedenen  Richtungen  wirkender 
Kräfte  durch   die  Beziehung  auf  eine   einzige   mehrfach  gebrochene 
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gerade  Linie  yersinnlicht  werden,   deren  einzelne  Theile  man  durch 
angemessene  Knickungen  successiv  mit  den  Richtungen  sämmtlicher 
Kräfte  zusammenfallen  lässt,  wodurch  nun,  unter  der  Voraussetzung, 
dass    sich    alle   Kräftewirkungen   längs    derselben   fortpflanzen,    der 
Oesammteffect   der   auf   das   System    ausgeübten   Wirkung   als   eine 
Bewegung   des   freien  Endes    merklich   werden    muss.     Demgemäss 
lässt  es  sich  dann  umgekehrt  als  Bedingung  des  Gleichgewichts  hin- 
stellen,  dass,   wenn  alle  Kräfte  momentan  in  Wirksamkeit  gedacht 
werden,  eine  solche  Bewegung  nicht  stattfinden  darf.    Die  hypothe- 
tischen Eigenschaften   des  geschlungenen  Fadens   sind  hiemach  nur 
insofern  berechtigt,  als  sie  den  unveränderlichen  Zusammenhang  der 
Massenpunkte  des  Körpers  K  in  einer  andern  für  den  vorliegenden 
Zweck  geeigneten  Form  zur  Darstellung  bringen.    Im  übrigen  aber 
zeigt  die  obige  Zergliederung,  wie  die  ganze  Veranschaulichung  ihre 
zwingende  Kraft  bloss  dadurch  gewinnt,  dass  man  gewisse  Voraus- 
setzungen  stillschweigend   hinzudenkt.     Erstens    nämlich    wird    an- 
genommen,  dass  Kräfte,    die  in  einer  und  derselben   geraden  Linie 
auf  ein   starres   Massensystem   einwirken,   sich   in  Bezug  auf  diese 
Wirkungen  algebraisch  addiren  lassen,  und  zweitens,  dass  die  Grösse 
emer  Kraft  an  sich  nicht  verändert  wird,  wenn  man  derselben  durch 
irgend    welche   äussere  Hülfsmittel    eine   veränderte   Richtung   gibt. 
Diese  beiden  Voraussetzungen  sind  es  nun,  welche  allen  Sätzen  über 
die  Gombination  von  Kräftewirkungen,   insbesondere  also  auch  dem 
Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  zu  Grunde  liegen.    Das  virtuelle 
Princip  hat  den  Vorzug,  dass  es  diese  allgemeinsten  Voraussetzungen 
der  Gombination  von  Kräften   unmittelbar   in  ihrer  einfachen  Natur 
hervortreten  lässt,   während  der  Satz  vom  Kräfteparallelogramm   in 
directerer  Weise  geeignet  ist,  zu  gegebenen  Kräften  die  Resultirende 
nach  Grösse  und  Richtung  zu  finden  oder  eine  Kraft  von  bestimmter 
Richtung  auf  eine  beliebige  andere  Richtung  zu  reduciren.    Uebrigens 
bietet  auch  der  Satz  vom  Kräfteparallelogramm  diesen  Vortheil  nur 
80  lange  dar,    als    die    Kräfte   auf   einen    einzigen   Punkt    wirken, 
während,  sobald  an  einem  System  fest  verbundener  Punkte  die  Kräfte 
angreifen,   die  Möglichkeit   des  Eintritts   rotirender  Wirkungen    ein 
Problem   der   Kräftecombination  einschliesst,   das   durch  jenen  Satz 
nicht  gelöst  wird.     In  dieser  Beziehung  bildet  der  von  Poinsot*) 
eingeführte    Begriff   des    Kräftepaars    eine    wichtige    Ergänzung 


*)  Poinsot,  Neue  Theorie  der  Drehung  der  Körper.   Deutsch  von  Schell- 
bach.   Berlin  1854. 

Wnndt,  Logik.  II,  i.  2.  Aufl.  21 
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desselben,  indem  er  eine  ähnliche  Reduction  auf  beliebige  Richhingen 
auch  für  die  drehende  Bewegung  gestattet.  Dabei  hat  nun  aber- 
mals das  virtuelle  Princip  den  Vorzug  grösserer  Allgemeinheit  für 
sich,  da  es  sich  auf  ein  System  beliebig  vieler  fest  verbundener 
Punkte  bezieht,  so  dass  die  Bedingungsgleichung,  zu  der  es  führt, 
ebensowohl  die  drehende  wie  die  fortschreitende  Bewegung  umfasst. 
Endlich  wird  auch  die  Richtungsreduction  bei  dem<  virtuellen  Princip 
verwerthet:  sie  besteht  hier  darin,  dass  alle  Kräfte  schliesslich  auf 
eine  einzige  Richtung  reducirt  werden. 

Auf  diese  Weise  ergibt  sich,  dass  alle  die  genannten  Sätze  nur 
verschiedene  Gestaltungen  eines  einzigen  Princips  der  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  sind.  Es  kommt  auf  die  specielle  Beschaffenheit 
der  Aufgabe  an,  welche  von  ihnen  zu  bevorzugen  ist;  doch  besitzt 
der  Satz  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  wegen  seiner  Ausdehnung 
auf  beliebig  viele  Kräfte  von  translatorischer  oder  rotatorischer 
Wirkung  jedenfalls  die  grösste  Allgemeinheit.  In  Folge  dieser  ge- 
meinsamen Wurzel  ist  nun  auch  für  keinen  jener  Sätze  ein  eigent- 
licher Beweis,  d.  h.  eine  Ableitung  aus  andern  fundamentaleren 
Principien,  möglich.  Was  man  Beweis  zu  nennen  pflegt,  das  be- 
steht nur  in  einer  Veranschaulichung,  bei  der  das  zu  beweisende 
Princip  schon  vorausgesetzt  ist.  So  beweist  man  z.  B.  angeblich 
den  Satz  vom  Kräfteparallelogramm,  indem  man  die  simultane  Wir- 
kung der  Coraponenten  in  eine  successive  auflöst  und  zeigt,  dass, 
wenn  man  sich  diese  successiven  Wirkungen  in  unendlich  kleinen 
Zeittheilchen  einander  folgend  denkt,  der  beschriebene  Weg  die 
Diagonale  des  Parallelogramms  ist.  Nun  besteht  aber  das  Princip 
gerade  darin,  dass  die  simultanen  Wirkungen  der  Kräfte  ebenso  wie 
die  successiven  sich  combiniren.  Genau  ebenso  verhält  es  sich  mit 
der  Zusammensetzung  der  Kräftepaare,  bei  der  man  ganz  nach  dem 
Satz  vom  Kräfteparallelogramm  verfährt.  Nicht  minder  hat  für  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  die  Anwendung  des  Flaschen- 
zugs nur  die  Bedeutung  der  Veranschaulichung  eines  von  vornherein 
feststehenden  Princips*). 

e.    Die  phoronomischen  und  die  dynamischen  Voraussetzungen  der 

Mechanik. 

Der  allgemeine,  in  allen  einzelnen  Sätzen  über  die  Zusammen- 
setzung  von    Kräften   zur   Geltung   kommende    Grundsatz,    dass   die 

*)  Vgl.   hierzu   das   Princip   der  Zusammensetzung  der  Bewegungen    in 
seiner  allgemeinsten  Fassung,  Bd.  I.  S.  582. 
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Zusammensetzung  einzig  und  allein  durch  die  geometrischen  Eigen- 
schaften der  erzeugten  Bewegungen  bestimmt  wird,  gestattet  es,  alle 
hier  in  Rede  stehenden  Principien  unter  einem  veränderten  Gesichts- 
punkte zu  betrachten.  Es  wird  nämlich  bei  allen  Problemen  über 
Kraftezusammensetzung  von  den  Kräften  selbst  völlig  abstrahirt 
werden  können,  und  es  werden  dann  die  betreffenden  Sätze  eine  rein 
phoronomische  Gestalt  annehmen,  indem  sie  lediglich  die  all- 
gemeinsten Gesetze  über  die  Zusammensetzung  von  Bewegungen 
enthalten.  In  der  That  ist  schon  um  deswillen  diese  phoronomische 
Gestaltung  der  Principien  die  allein  correcte  Form,  weil  die  ver- 
anschaulichenden Beweise  für  dieselben  lediglich  phoronomischer  Art 
sind,  so  dass  die  Einführung  des  Kraftbegriffs  hier  eine  überflüssige 
Rolle  spielt. 

Dies  führt  uns  auf  denjenigen  Punkt,  in  dem  die  systematische 
Gestaltung,    welche    die   Mechanik    bei   Lagrange    gefunden,    un- 
genügend geblieben  ist.    Er  betrifft  die  logische  Scheidung  der  ver- 
schiedenen Gebiete  der  Mechanik  nach  den  in  ihnen  vorausgesetzten 
Grundbegriffen,  eine  Scheidung,  die  von  ungleich  grösserer  Wichtig- 
keit  ist   als    die   alte   Trennung   in    Statik   und  Dynamik,    da   diese 
beiden  in  ihrer  neueren  Entwicklung  durchaus  die  nämlichen  Grund- 
begriffe   zur   Anwendung    bringen.      Mit   Rücksicht    hierauf   hat    in 
einzelnen  Darstellungen  der  Mechanik  eine  Gliederung  Platz  gegriffen, 
die  in  der  That  bestimmt  zu  sein  scheint,  an  die  Stelle  jener  älteren 
Eintheilung  in  Statik  und  Dynamik  zu  treten:  die  Gliederung  näm- 
lich in  Phoronomie   (oder  Kinematik)   und  Dynamik.      Von 
ihnen  hat  sich  die  erstere  mit  den  Gesetzen  der  Bewegung  als  solcher 
zu  beschäftigen,    abgesehen    also    von    den   Ursachen,    welche   Be- 
wegungen   erzeugen ,    und    von    den    physischen    Eigenschaften    der 
Körper,   an   denen   sie   stattfinden*).     Die  Phoronomie  in  diesem 
Sinne  ist   eine   der   Geometrie   nahe   verwandte   Disciplin;    auch   sie 
bezieht  sich   nur  auf  reine   Anschauungen,    sie    fügt    aber  zu   den 


*)  Zwischen  Phoronomie  und  Kinematik  unterscheidet  der  Sprach- 
gebrauch der  neueren  Mechanik  im  allgemeinen  wieder  derart,  dass  man  unter 
Phoronomie  die  abstracte  Behandlung  der  allgemeinsten  Bewegungsgesetze, 
^ter  Kinematik  die  Anwendung  dieser  und  der  geometrischen  Gesetze  auf 
^e  verwickeiteren  Bewegungsprobleme  versteht.  Anfänge  einer  rein  phoronomi- 
Khen Behandlung  finden  sich  schon  bei  d^Alembert,  der  durch  seine  Skepsis 
gegenüber  dem  Krafbbegriff  hierzu  geführt  wurde,  namentlich  aber  bei  L.  M. 
N-  Carnot.  Vgl.  dessen  Grundsätze  der  Mechanik  vom  Gleichgewicht  und  der 
Bewegung.    Deutsche  Ausg.    Leipzig  1805. 
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geometrischen  Grundbegriffen  den  der  Bewegung  hinzu.  Auf  diese 
letzteren  Umstände  beruht  ihre  Selbständigkeit,  welche  in  der  Existe 
besonderer  phoronomischer  Axiome  ihren  Ausdruck  findet.  Di( 
Axiome,  zu  denen  neben  dem  Satz  von  der  Relativität  der  Bewegu 
vor  allem  das  Princip  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  g 
hört,  haben  gleich  den  geometrischen  Axiomen  eine  anschaulic 
Gewissheit,  d.  h.  ihre  Richtigkeit  kann  nur  durch  den  unmittelbar 
Hinweis  auf  die  Anschauung  festgestellt  werden.  Die  D  y  n  a  m 
dagegen,  von  welcher  die  Statik  nur  einen  Theil  bildet,  setzt  aust 
den  phoronomischen  Begriffen  noch  die  beiden  Begriffe  der  Era 
und  der  Masse  voraus.  Auf  diese  Begriffe  beziehen  sich  zv 
andere  Fundamentalgesetze  der  Mechanik,  welche  darum  als  specifis 
dynamische  Axiome  bezeichnet  werden  können,  das  Beharrung8ges< 
und  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Action  und  Reaction.  A 
ihnen  und  aus  den  phoronomischen  Axiomen  können  die  ande 
dynamischen  Principien,  insbesondere  die  verschiedenen  Erhaltung 
principien  abgeleitet  werden.  Während  die  phoronomischen  Axioi 
nur  der  Vorstellungen  des  Raumes  und  der  Bewegung  bedürft 
stützen  sich  die  dynamischen  Grundsätze  ausser  auf  diese  auch  no 
auf  den  Gausal-  imd  Substanzbegriff.  So  lässt  sich  das  Beharrung 
gesetz  geradezu  als  CoroUarsatz  des  Causalgesetzes  auffassen,  we 
man  die  Voraussetzung  der  Un  Veränderlichkeit  der  Substanz  als  g 
geben  annimmt.  Die  übrigen  dynamischen  Axiome  aber  gehen  a 
den  phoronomischen  Grundsätzen  hervor,  sobald  man  in  sie  d 
Gausal-  und  Substanzbegriff  mit  den  näheren  Bestimmungen  einfüh 
die  sie  durch  das  Zusammenwirken  der  Erfahrung  und  der  PostuL 
der  reinen  Anschauung  gewonnen  haben.     (Bd.  I,  S.  618  ff.). 

Die  Begriffe  von  Kraft  und  Masse  enthalten  nun  aber  in  c 
abstracten  Fassung,  die  ihnen  die  Dynamik  gibt,  zunächst  eine  U 
bestimmtheit,  welche  den  dynamischen  Untersuchungen  einen  weit 
Spielraum  sowohl  innerhalb  wie  ausserhalb  der  concreten  Bedingung 
des  Geschehens  lässt.  Die  Kraft,  indem  sie  lediglich  als  Beschleui 
gung  einer  Masse  definirt  wird,  ist  nur  durch  die  phoronomiscb 
Gesetze  einerseits  uud  durch  die  allgemeinen  dynamischen  Grundsä 
anderseits  ^bestimmt.  Innerhalb  dieser  Voraussetzungen  ist  es  ( 
Dynamik  vollkommen  freigestellt,  beliebige  Annahmen  über  Gröi 
und  Vertheilung  der  Kräfte  zu  machen.  Trotzdem  bleibt  hier  c 
üebergang  zu  den  concreten  physikalischen  Problemen  stets  ein  sc 
einfacher,  weil  der  Begriff  der  Kraft  selbst  in  diesen  Anwendung 
nur  specielle  Werthe  annimmt,  sonst  aber  ungeändert  bleibt.    And< 
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yerhält  es  sich  mit  dem  Begriff  der  Masse.    Er  enthält  an  und  fUr 
sich  nur  die  Vorstellung  eines  räumlich  selbständigen  Gebildes,   auf 
welches   die   Kraft   wirkt,    und   welches   dieser  Wirkung   einen   be- 
stimmten messbaren  Widerstand  entgegensetzt,  nach  dem  die  Grösse 
der   Masse    geschätzt    wird.      Hier    sind   erstens   die    geometrischen 
Eigenschaften  der  Masse  unbestimmt  gelassen  —  in  der  That  kann 
Tom  Punkt  an  bis  zum  beliebig  ausgedehnten  Körper  jedes  denkbare 
geometrische  Gebilde  auch  im  dynamischen  Sinne  als  Masse  gedacht 
werden,  —  sodann  aber  bleiben,  wenn  die  Masse  ausgedehnt  ist,  hin- 
sichtlich  des   gegenseitigen  Verhältnisses  der  einzelnen  Punkte  der- 
selben   die   verschiedensten   Vorstellungen   möglich:   die   Verbindung 
dieser  Punkte   kann   als   eine   absolut  starre,    als  eine  in  einem  ge- 
wissen Grade  verschiebbare,   als   eine   absolut  verschiebbare  gedacht 
werden  u.  s.  w.     Es  ist  naturgemäss,    dass  die  Dynamik  gegenüber 
dieser    unbeschränkten   Zahl    von   Möglichkeiten    zunächst   die   ein- 
fachste  Voraussetzung    über    die   Constitution    der  Massen   macht. 
Sie  besteht  in  der  Annahme,  dass  der  Masse,  abgesehen  von  der  in 
ihrem  dynamischen  Begriff  gelegenen  Eigenschaft  eines  Widerstandes 
^on  bestimmter  Grösse,  nur  diejenigen  Eigenschaften  zukommen,  die 
in  ihrer  geometrischen  Vorstellung  enthalten  sind.     Diese  Annahme 
führt  zu  der  in  der  Mechanik  benützten  Fiction  absolut  starrer,  un- 
aosdehnsamer  und  in  sich  gleichartiger  Linien,  Flächen  und  Körper, 
^immt  man  zu  diesen  geometrischen  Abstractionen  die  phoronomische 
Vorstellung  der   absoluten   Beweglichkeit   eines   gegebenen   Punktes 
liinzu,    so    entsteht   die  Annahme  eines  unausdehnbaren  und  absolut 
\>iegRamen  Fadens,  wie  sie  z.  B.  beim  Princip  des  Flaschenzugs  zur 
-Anwendung   kommt,    oder   bei   noch   allgemeinerer  Ausdehnung   die 
-Annahme   einer   körperlichen  Masse,    deren   einzelne  Punkte  absolut 
beweglich  sind,  wie  eine  solche  zur  Ableitung  der  abstracten  hydro- 
tjynamischen   Grundgesetze   verwerthet   wird*).      Diejenige   Behand- 
Inngsweise  der  Dynamik  nun,  welche  sich  auf  den  allgemeinen  Kraft- 
begriff  beschränkt   und    in    den    Begriff   der    Masse    ausschliesslich 
gewisse    mathematische   Voraussetzungen    von    absolutem    Charakter 
einf&hrt,  die  in  der  Natur  niemals  verwirklicht  sind,  wollen  wir  als 
die  abstracte   oder    mathematische   Dynamik   bezeichnen.     Da- 
gegen kann  derjenigen  Behandlungsweise,   welche   gewisse  Bestand- 
i      Adle  dieser   abstracten  Voraussetzungen  aufgibt,   um  die  Probleme 
1     den  wirklich   in  der  Natur  gegebenen  Bedingungen  zu  nähern,   der 

rV  *)  Lagrange,  M^can.  anal.  I,  p.  172. 
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Name  der  concreten  oder  physikalischen  Dynamik  beigeleg 
werden.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  abstracie  der  concreto 
Dynamik  vorarbeiten  muss.  Diese  würde  niemals  zu  einer  Lösun 
der  verwickelteren  physikalischen  Aufgaben  gelangen,  wenn  sie  dies 
Aufgaben  nicht  zunächst  auf  ihre  einfachste  mathematische  Fori 
zurückführte.  Aus  diesem  Grunde  vollzieht  sich  auch  der  üebei 
gang  von  der  mathematischen  zur  physikalischen  Dynamik  keines 
wegs  mit  einem  Schritte,  sondern  successiv  werden  in  die  ursprünglic 
ganz  abstracten  dynamischen  Voraussetzungen  limitirende  Annahme 
eingeführt.  Solange  man  im  Gebiete  der  eigentlichen  Mechanik  vei 
weilt,  verlässt  man  aber  niemals  das  Gebiet  abstracter  Betrachtungei 
Denn  selbst  jene  limitirenden  Annahmen  pflegen  zunächst  scho 
um  der  mathematischen  Behandlung  willen  wiederum  eine  abstract 
Form  anzunehmen.  Unmerklich  erweitert  sich  auf  diese  Weise  di 
Mechanik  zur  theoretischenPhysik,  deren  ausgebildetere  Theil 
geradezu  als  die  einzelnen  Zweige  der  concreten  Dynamik  betrachte 
werden  können. 

f.    Der  Causalbegriff  der  mechanischen  Naturlehre  und  das  Postula 

der  geschlossenen  Naturcausalität. 

Die  Annahme,  dass  die  Materie  das  qualitativ  wie  quantitativ 
unveränderliche  Substrat  aller  Naturerscheinungen  sei,  hatte  schoi 
die  antike  Atomistik  zu  dem  Schlüsse  geführt,  diese  Erscheinungei 
seien  sämmtlich  aus  Bewegungszuständen  und  Bewegungsvorgänge] 
theils  der  unmittelbar  wahrzunehmenden  materiellen  Massen  theil 
hypothetisch  vorauszusetzender  Massentheilchen  abzuleiten.  Die  Ent 
Wicklung  der  neueren  Mechanik  hat  dann  die  üeberzeugung  voi 
der  Richtigkeit  jenes  Schlusses  befestigt,  indem  sie  die  Hülfsmitte 
an  die  Hand  gab,  mittelst  deren  es  mehr  und  mehr  gelang,  die  ver 
schiedensten  Theile  der  Naturlehre  in  Gebiete  der  angewandte 
Mechanik  umzuwandeln.  Dabei  bleibt  jedoch  selbstverständlic: 
überall  da,  wo  die  Bewegungsvorgäuge  nicht  direct  nachweisbar  sin« 
sondern  nur  hypothetisch  angenommen  werden,  um  die  empirisc 
gegebenen  Erscheinungen  abzuleiten,  auch  diese  ganze  Subsumtic 
unter  die  Mechanik  ein  hypothetisches  Verfahren,  das  seine  RecL' 
fertigung  lediglich  seiner  Fähigkeit  verdankt,  auf  diesem  Wege  eim 
widerspruchslose  und  einheitliche  Erklärung  der  Naturerscheinung^ 
zu  Stande  zu  bringen.  Darum  ist  der  Satz,  dass  alle  Naturersche 
nungen  schliesslich  auf  die  Principien  der  Mechanik  zurückftlhrl> 
seien,  kein  Erfahrungssatz,  und  er  kann  sich  niemals  in  einen  soIcIb.« 
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umwandeln,  sondern  er  ist  und  bleibt  ein  heuristisches  Postulat,  welches 
sich  aber  als  ein  so  wirksames  Förderungsmittel  der  naturwissenschaft- 
lichen Forschung,  namentlich  auf  vielen  Gebieten  der  Physik,  erwiesen 
hat,  dass  es  auf  alle  Naturgebiete  übertragen  worden  ist. 

So  wenig  nun  auch  die  mechanische  Naturansicht  im  Sinne 
einer  vollständig  gelungenen  Durchführung  jenes  Princips  der  Re- 
duction  aller  Naturerscheinungen  auf  mechanische  Bewegungen 
jemals  absolut  beweisbar  sein  wird,  so  ist  es  doch  nicht  wahrschein- 
lich, dass  die  Naturwissenschaft  dieses  Princip  jemals  aufgeben 
wird.  Dazu  ist  es  zu  sehr  verwachsen  mit  allen  sonstigen  Voraus- 
setzungen derselben :  mit  dem  Princip  der  Anschaulichkeit,  der  Ein- 
fachheit, sowie  mit  dem  Princip  der  Constanz  der  Materie.  Dagegen 
ist  niemals  zu  vergessen,  dass  jene  Annahme  der  Oesammtheit  der 
Naturerscheinungen  gegenüber  lediglich  ein  methodologisches  Postulat 
ist,  welches  uns  sagt,  in  welcher  Richtung  die  Voraussetzungen  zu 
machen  sind,  mittelst  deren  wir  eine  gegebene  Erscheinung  in  den 
allgemeinen  Zusammenhang  der  Naturerscheinungen  einreihen  können. 
Dagegen  darf  dieses  Postulat  niemals,  wie  es  beispielsweise  in  den 
mechanistischen  Theorien  der  früheren  Physiologie  der  Fall  gewesen 
ist,  dazu  verführen,  dass  man  empirisch  gegebene  Thatsachen  ver- 
nachlässigt oder  unvollständig,  etwa  mit  Hülfe  leerer  mechanischer 
-Analogien,  interpretirt.  In  diesem  verkehi-ten  Sinn  angewandt  wird 
^e  mechanische  Naturanschauung,  statt  zu  einem  Förderungsmittel, 
'^dmehr  zu  einem  Hinderniss  der  Forschung. 

Jener  regulative  Grundsatz  der  mechanischen  Interpretation 
liat  einen  weitgreifenden  allgemeinen  Einfiuss  auf  das  Gesammt- 
S^biet  der  Naturwissenschaft  namentlich  dadurch  ausgeübt,  dass  er 
^em  Causalprincip  die  ihm  für  alle  Naturgebiete  eigenthümliche 
I'orm  gab.  Diese  Form  besteht  darin,  dass  jede  Causalbeziehung 
frincipiell  als  ausdrückbar  durch  eine  Causalgleichung  angesehen 
'vird,  deren  eine  Seite  den  als  „Ursache**,  und  deren  andere  den  als 
»Wirkung*  aufgefassten  Complex  von  Thatsachen  enthält.  Der  Auf- 
stellung solcher  Causalgleichungen  entspricht  der  schon  im  Beginn  der 
Entwicklung  der  neueren  Naturwissenschaft  zur  Geltung  gebrachte 
^mndsatz:  „Causa  aequat  eflfectum**,  oder,  wie  er  wegen  der  Trans- 
formationen der  Naturkräfte  angemessener  auszudrücken  ist:  „Die 
Wirkung  ist  äquivalent  ihrer  Ursache***).    Sobald  sich  für  bestimmte 

*)  Ueber  die  geschichtliche  Entwicklung  dieses  Grundsatzes  vgl.  meine 
Sduift:  Die  physikalischen  Axiome  und  ihre  Beziehung  zum  Causalprincip. 
^ritogen  1866,  S.  57  ff. 
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Naturerscheinungen  solche  Causalgleichungen  aufstellen  lassen,  sine 
mittelst  ihrer  demnach  stets  die  Kriterien  gegeben,  nach  denei 
der  engere  Begriff  der  Ursache  von  dem  der  entfernteren  Be* 
dingungen  einer  Erscheinung  zu  sondern  ist,  eine  Unterscheidung 
die  darum  auch  im  Gebiet  der  exacteren  Naturwissenschaften  niemals 
Schwierigkeiten  bereiten  kann,  falls  man  nur  eben  dieses  thatsäch* 
lieh  von  der  Naturwissenschaft  selbst  angewandten  Kriteriums  siel 
bedient.  Von  den  im  Zusammenhang  mechanischer  und  physika- 
lischer Entwicklungen  auftretenden  Definitionsgleichungen  sind  di( 
Causalgleichungen  stets  dadurch  unterschieden,  dass  sie  auf  beidei 
Seiten  verschiedene  Begriffe  enthalten,  nicht  ein  und  denselben,  wi< 
die  Definitionsgleichungen.  Sobald  verschiedene  Erscheinungen  ah 
causal  zusammengehörig  und  zugleich  als  quantitativ  einander  gleicl 
oder  äquivalent   erkannt   sind,    werden  sie  in  einer  Causalgleichung 

k 
zusammengefasst.  So  ist  z.  B.  die  Oleichung  t?  =  —  ,t  für  die  Ge- 
schwindigkeit einer  Masse  tu,  auf  die  während  der  Zeit  t  eine  Kraft  j 
wirkt,  eine  Causalgleichung:  v  kann  als  die  Wirkung  der  auf  dei 
rechten  Seite  der  Gleichung  stehenden  ursächlichen  Factoren  be- 
trachtet werden.  Indem  sich  die  Causalgleichungen  der  Naturwissen- 
schaft stet^  auf  Ereignisse,  niemals  auf  ruhende  Zustände  be- 
ziehen, fügen  sie  sich  den  allgemeinen  Bedingungen  für  die  Bildung 
des  Causalbegriffs.  (Bd.  I,  S.  596  ff.)  Der  Naturcausalität  eigenthüm- 
lich  ist  es  aber,  dass  in  jede  Causalgleichung  neben  veränderliche!] 
auch  constante  Factoren  eingehen,  die  in  derselben  Grösse  in  anderen 
Causalgleichungen  vorkommen  können,  und  die  auf  die  unveränder- 
lichen Bedingungen  der  Naturcausalität,  auf  die  Materie  als  die 
Trägerin  beharrender  Naturkräfte  einerseits  und  constanter  Wider- 
stände der  Massen  andrerseits,  hinweisen.  Mit  Rücksicht  auf  diese 
Gebundenheit  an  constante  substantielle  Substrate  kann  man  di^ 
Naturcausalität  auch  als  substantielle  Causalität  bezeichnen. 

Nun  hat  die  Mechanik,  wie  wir  sahen,  zwei  Begriffe  von  causalei 
Bedeutung  entwickelt:  die  Begriffe  der  Kraft  und  der  Energie, 
(S.  308  f.)  Demnach  können  wir  auch  schon  im  Gebiet  der  Mechanik 
zweierlei  Causalgleichungen  unterscheiden :  Kraftgleichungen  und 
Energiegleichungen.  Die  Fundamentalgesetze  der  Mechanik  sind  die 
Kraftgleichungen:  so  die  oben  als  Beispiel  angeführte  Relation 
zwischen  beschleunigender  Kraft,  Masse  und  Geschwindigkeit.  Vor 
allem  gehören  Lagranges  Grundgleichungen  der  Bewegung  hierher. 
(S.  318.)     Energiegleichungen  besitzt  die  Mechanik  in  der  Form 
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fester  Relationen  zwischen  Lageenergie  und  Bewegungsenergie.  (S.  309.) 
Insofern  es  sich  dabei  um  verschiedene,  unter  Umständen  zeitlich 
mehr  oder  weniger  weit  von  einander  entfernte  Zustände  der  be- 
wegten Massen  handelt,  können  wir  solche  Causalgleichungen  auch 
Zustandsgieichungen  nennen.  Wenn  wir  z.  B.  ein  Gewicht  p 
auf  die  Höhe  h  heben,  so  wird  ihm  dadurch  eine  Lageenergie  mit- 
getheilt,  vermöge  deren  es,  von  der  Höhe  h  herabfallend,  eine  be- 

wegende   Energie  — - —  entwickeln   kann.     Demnach   ist   die   Glei- 

chung/>A= — - —  eine  Causalgleichung,  in  welcher  der  eine  Zu- 
stand als  die  Ursache  des  andern  betrachtet  wird.  Diese  Gleichungen 
haben  das  Eigenthümliche ,  dass  sie  auf  Zwischenvorgänge,  die 
zwischen  dem  Uebergang  aus  dem  einen  in  den  andern  Zustand 
liegen,  die  aber  für  die  quantitative  causale  Beziehung  beider  Zu- 
stande unwesentlich  sind,  keine  Rücksicht  nehmen,  und  ferner,  dass 
sie  besondere  Bedingungen  für  den  Uebergang  des  einen  Zustands 
in  den  andern  voraussetzen,  von  denen  ebenfalls  abstrahirt  wird. 
Dabei  wird  jedoch  im  allgemeinen  stillschweigend  angenommen,  dass, 
wenn  auf  solche  Zwischenvorgänge  und  Uebergangsbedingungen  Rück- 
sicht genommen  würde,  diese  stets  in  besonderen  Causalgleichungen 
dargestellt  werden  könnten. 

In  dem  weiteren  Gebiet  der  Naturlehre  tritt  nun  zu  diesen  der 
Mechanik  eigenthümlichen  Arten  der  Causalgleichungen  noch  eine 
weitere  hinzu,  bei  der  die  Transformationen  der  verschiedenen  Natur- 
bafte,  also  z.  B.  der  Uebergang  von  mechanischer  Kraft  in  Wärme, 
dieser  in  Volumänderung,  in  die  Gleichung  eingehen.  Da  diese 
Transformationen  nach  festen  quantitativen  Verhältnissen  stattfinden, 
so  lässt  sich  auch  hier  jede  Causalität  in  die  Form  einer  Gleichung 
'>ringen.  Solche  Transformationsgleichungen  sind  wieder  in 
zwei  Formen  möglich.  Die  erste  entspricht  den  Kraftgleichungen, 
indem  bei  ihr  ein  unmittelbarer  Uebergang  bestimmter  Naturkräfte 
in  andere,  unter  der  Voraussetzung,  dass  dieser  Uebergang  in  äqui- 
valenten Verhältnissen  geschieht,  in  einer  Gleichung  ausgedrückt 
wird.  Die  zweite  Form  hat  die  Bedeutung  einer  Zustandsgieichung, 
indem  zwei  äquivalente  Glieder  eines  Umwandlungsprocesses,  die  in 
«ine  causale  Beziehung  gebracht  werden  können,  in  einer  Gleichung 
verbunden  werden.  Wenn  man  z.  B.  den  Uebergang  einer  einem 
Körper  zugeführten  unendlich  kleinen  Wärmemenge  rf^  in  lebendige 
Kraft  der  Molecularbewegungen  dW^   Veränderung   der  Mittellagen 
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der  kleinsten  Tbeilchen  dJ  und  Aenderung  des  Gesammtvolums  dL 
ausdrückt  durch  die  ideale  Gleichung 

dQ  =  A{dW'^dJ  +  dL), 

so  ist  dies  eine  unmittelbare  Transformationsgleichung*).  Wenn 
dagegen  die  Wärmetheorie  die  Beziehung  zwischen  Druckänderung 
und  Temperaturänderung  eines  Gases  beim  Ausströmen  aus  einem 
Behälter  in  einen  andern,  der  mit  gleichem  Gas  von  geringerer 
Spannung  gefüllt  ist,  unter  der  Voraussetzung  constant  bleibenden 
Drucks  darstellt  durch  die  Gleichung 

worin  2\  die  absolute  Anfangs-  und  T^  die  absolute  Endtemperatur, 
F^  den  Anfangs-  und  P^  den  Enddruck,  k  aber  eine  von  der  Natur 
des  Gases  abhängige  Constante  bedeutet,  so  hat  dieselbe  den  Charakter 
einer  Zustandsgieichung.  Die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Func- 
tion der  relativen  Druckänderung  wird  dabei  als  Ursache  der  rela- 
tiven Temperaturänderung  gedacht.  Aber  durch  welche  Bedingungen 
die  Druckänderung  herbeigeführt  worden  ist,  und  mit  welcher  Ge- 
schwindigkeit das  Gas  aus  dem  einen  in  das  andere  unter  niedrigerem 
Druck  stehende  Gefäss  ausströmte,  bleibt  völlig  dahingestellt.  Von 
dem  oben  angeführten  Beispiel  einer  mechanischen  Zustandsgieichung 

Iph  =  — - — I  unterscheidet  sich  das  vorliegende  übrigens  dadurch, 

dass  die  beiden  Zustandsänderungen  des  Drucks  und  der  Temperatur 
während  des  ganzen  Vorgangs  an  einander  gebunden  sind.  Dem- 
nach besteht  überhaupt  nicht  in  dem  zeitlichen  Verhältniss  der  causal 
verknüpften  Zustände,  sondern  in  der  Abstraction  von  nebenbei  vor- 
auszusetzenden weiteren  causalen  Bedingungen,  die  auf  das  quanti- 
tative Verhälfcniss  der  herausgegriffenen  Functionen  ohne  Einfluss 
bleiben,  das  Wesen  der  Zustandsgieichungen.  Gerade  diese  Abstrac- 
tion begründet  aber  die  grosse  Brauchbarkeit  derselben,  da  sie 
unzähligen  Fällen  causale  Verknüpfungen  gestatten,  wo  diese,  wen 
es  sich  um  eine  Aufstellung  vollständiger  Kraft-  und  Transformations- 
gleichungen  handelte,  unausführbar  sein  würden.  Solcher  Zustands- 
gieichungen sind  nun,  den  beiden  obigen  Beispielen  entsprechend 
zwei  typische  Formen  möglich:    bei  der  ersten  werden  zeitlich  vor 


*)  Zaun  er,  Grundzüge  der  mechanischen  Wärmetheorie.    2.  Aufl.,  S.  2' 
**)  Ebend.  S.  175. 
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einander  entfernte  Zustände,  die  durch  irgend  welche  nicht  berück- 
sichtigte   Zwischenprocesse    in    einander    übergeführt    worden    sind, 
causal  verknüpft;    die   zweite  Form   bezieht   sich  auf  zwei  sich  be- 
l^leitende  Veränderungen,    von   denen   die  eine   als  die  Ursache  der 
;aiadem  betrachtet  werden  kann,  bei  denen  aber  von  den  den  Eintritt 
daeser  correlativen  Vorgänge   erzeugenden   sowie   von  den  den  zeit- 
Ii<;hen  Verlauf  bestimmenden  Momenten  völlig  abstrahirt  wird.    Auf 
diese  Weise  hat  in  diesen  beiden  Fällen,  die  bei  den  physikalischen 
TLTntersuchungen  über  den  Energiewechsel  eine  grosse  Rolle  spielen, 
cl^r  Factor  der  Zeit   keine   massgebende  Bedeutung,   während  der- 
s^be   bei  den  fundamentalen  Causalgleichungen   der  Mechanik,   den 
eigentlichen  Kraftgleichungen,  sehr  wesentlich  ist. 

Insofern  jedoch  diese  Abstraction  von  der  Zeit  bei  den  Energie- 
l^leichungen   nur  dadurch  zu  Stande   kommt,   dass   bei   ihnen  über- 
lustupt   causale  Momente  ausser  Betracht   bleiben,   stehen   alle  diese 
C7ausalverknüpfungen  unter  der  Voraussetzung,  dass,  wenn  die  nicht 
l> «rücksichtigten  Glieder  hinzugefügt  würden,   der  Verlauf  der  Vor- 
gänge  auch   zeitlich   vollständig    bestimmt  wäre.     Es  würden  dann 
si-bier    alle    Energiegleichungen,     insbesondere    also     alle    Zustands- 
^leichungen,    theils   in    Kraftgleichungen,    theils    in    solche   Trans- 
i:V>rmationsgleichungen  übergeführt  sein,   in  welchen  nicht  bloss  alle 
intercurrirenden  Nebenvorgänge  berücksichtigt  sondern  insbesondere 
a.iach  die  Umwandlungen  der  Energie   in  Bezug  auf  ihren  zeitlichen 
^^«rlauf  bestimmt  wären.    Die  mechanische  Naturansicht  fügt  hiei'zu 
i^och    die    weitere    Voraussetzung,    dass    auch    die    übrig    bleiben- 
den vollständigen  Transformationsgleichungen  principiell    in   Kraft- 
$?leichungen  umgewandelt  werden  können,  sobald  die  den  verschiedenen 
Üuergieformen,  Wärme,  Licht,  Elektricität  u.  s.  w.,  entsprechenden 
öcwegungsformen  bestimmt  sind.    Da  eine  solche  Bestimmung  aber 
^Ur   durch  hypothetische  Annahmen    über    die   jenen  Energien  zu- 
kommenden Bewegungsvorgänge  möglich  ist,  so  ist  diese  letzte  Ueber- 
ftihrung  in  Kraftgleichungen   immer   nur   durch  Hülfshypothesen  zu 
Streichen.    In  diesem  Sinne  interpretirt  z.  B.  die  mechanische  Wärme- 
^heorie   in  den  obigen  Transformationsgleichungen    die  Grössen  d(>, 
^owie  T,  und  Tj  selbst  als  mechanische  Energien,  so  dass  die  Glei- 
chungen, da  die  auf  der  rechten  Seite  derselben  angegebenen  Werthe 
^n  und  für  sich  schon  eine  mechanische  Bedeutung  besitzen,    voll- 
ständig in  Causalgleichungen  zwischen  verschiedenen  Formen  mecha- 
^Uscher  Energie    übergehen:    solche    müssten   sich   aber   schliesslich 
^namer  in  Kraftgleichungen  nach  dem  Muster  der  Fundamentalformeln 
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Lagranges  umwandeln  lassen.  Dennoch  ist  dies  Üieils  wegei 
unserer  ünkenntniss  der  Molecularrorgänge  theils  wegen  der  Schwie« 
rigkeiten  ihrer  mechanischen  Behandlung  bis  jetzt  nur  in  seltenei 
Fällen  möglich,  und  es  bleibt  daher  jener  letzte  Schritt  vorläufig  eii 
bloss  regulatives  Postulat,  das  überdies,  auch  wenn  es  einmal  theo- 
retisch durchführbar  sein  sollte,  wahrscheinlich  aus  praktischei 
Gründen,  wegen  der  einfacheren  Betrachtung  und  um  bei  der  blossei 
Feststellung  empirischer  Zusammenhänge  Hypothesen  zu  vermeiden 
niemals  durchgängig  zur  Anwendung  kommen  wird. 

In  der  Voraussetzung  der  mechanischen  Naturlehre,  dass  all 
Naturvorgänge  auf  mechanische  Bewegungen,  alle  Causalgleichungei 
daher  schliesslich  auf  Eraftgleichungen  zurückführbar  seien,  Leg 
nun  ein  für  die  Naturforschung  ausnehmend  wichtiges  Postulat  ein 
geschlossen:  das  Postulat  der  geschlossenen  Naturcausalität 
Dasselbe  sagt  aus,  dass  Naturvorgänge  immer  nur  in  andern  Natur 
Vorgängen,  nicht  aber  in  irgend  welchen  ausserhalb  des  Zusammen 
hangs  der  Naturcausalität  gelegenen  Bedingungen  ihre  Ursachei 
haben  können.  Für  die  Naturwissenschaft  selbst  hat  dieses  Postula 
zunächst  eine  regulative  Bedeutung:  es  fordert  auf,  jeden  Natur 
Zusammenhang  auf  Causalgleichungen  zurückzuführen,  in  die  ledig 
lieh  genau  analysirbare  und  auf  die  allgemeinen  Naturgesetze  zu 
rückführbare  Naturvorgänge  als  ihre  Glieder  eingehen.  Eine  weit 
tragende  Bedeutung  empfängt  aber  dieses  Postulat  ausserdem  fO 
die  Psychologie  und  die  Geisteswissenschaften,  weil  sich  aus  ihm  di( 
Forderung  ergibt,  die  Voraussetzungen  über  die  geistige  Causalitä 
so  zu  gestalten,  dass  sie  mit  diesem  Grundsatz  der  Naturwissen 
Schaft  nicht  in  Widerspruch  gerathen.  (Vgl.  Abschn.  IV,  Cap.  I. 
Für  das  Mass  der  Sicherheit  jenes  von  der  heutigen  Naturwissen 
Schaft  theils  stillschweigend,  theils  ausdrücklich  überall  anerkannte! 
Postulates  ist  es  übrigens  beachtenswerth ,  dass  dasselbe  zwar  ur 
sprünglich  aus  der  mechanischen  Naturansicht  hervorgegangen  ist 
keineswegs  aber  mit  der  Nichtanerkennung  der  letzteren  ebenfall; 
fallen  würde.  Vielmehr  bleibt  die  Voraussetzung  der  geschlossene! 
Naturcausalität  so  lange  eine  nothwendige,  als  man  überhaupt  zu 
gibt,  dass  die  Erklärung  aller  Naturvorgänge,  wenn  sie  endgültig 
zu  leisten  wäre,  lediglich  auf  Kraft-  und  vollständige  Transformations 
gleichungen  zurückführen  müsste.  Dagegen  schliessen  allerdings  di( 
Zustandsgieichungen  an  und  für  sich  nicht  die  gleiche  Forderung  ein 
Aber  da  das  anerkanntermassen  nur  deshalb  der  Fall  ist,  weil  bei  ihne! 
von  an  sich  nothwendigen  Zwischengliedern    der  Causalverknüpfiinj 
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abstrahirt  wird,  so  muss  das  Postulat  der  geschlossenen  Natur- 
causalität  auch  noch  dann  als  massgebend  betrachtet  werden,  wenn 
man  die  mechanische  Naturansicht  als  nicht  zureichend  erwiesen  auf- 
geben sollte,  so  lange  nur  überhaupt  ein  Uebergang  der  verschiedenen 
iNaturvorgäuge  in  einander  nach  constanten  äquivalenten  Verhält- 
nissen angenommen  wird.  Dem  entspricht  auch  die  Thatsache,  dass 
es  zwar  Naturforscher  gibt,  welche  die  Wahrheit  oder  die  Durch- 
ftlhrbarkeit  der  mechanischen  Naturansicht  bezweifeln,  dass  es  aber 
deinen  geben  dürfte,  der  nicht  das  Postulat  der  geschlossenen  Natur* 
ci^ausalität  als  leitendes  Princip  seinen  Untersuchungen  zu  Grunde  legt. 


4.  Die  allgemeinen  Methoden  und  Htllfsmittel  der 

Xaturforschung. 

a.    Allgemeiner    Charakter    der    naturwissenschaftlichen 

Methoden. 

Die  allgemeinen  Methoden  der  Naturforschung  stimmen  in  allen 
"Wesentlichen  Punkten  überein  mit  den  im  ersten  Abschnitte  ge- 
schilderten Methoden  der  wissenschaftlichen  Forschung  überhaupt, 
^u  deren  Ausbildung  jene  hauptsächlich  beigetragen  haben.  Die 
^urch  die  specifische  Beschaffenheit  der  Objecte  bedingten  Ab- 
weichungen aber  gehören  grossentheils  den  Einzelgebieten  an  und 
^werden  daher  in  den  folgenden  Capiteln  zu  erörtern  sein.  So  bleibt 
>ins  hier  nur  übrig,  auf  einige  allgemeine,  in  den  gemeinsamen 
IMerkmalen  der  Naturerscheinungen  begründete  Eigenthümlichkeiten 
der  Untersuchung  hinzuweisen. 

Bei  jeder  Untersuchung  unterscheiden   wir   von   den  Methoden 
selbst  die  Hülfsmittel,  deren  sich  jene  bedienen  müssen.      Während 
die    Methode    durchaus    nur   die    logischen    Yerfahrungsweisen    der 
Untersuchung  umfasst,  bezieht    sich    der  Begriff  eines   Hülfsmittels 
auf  die   natürlichen   oder   künstlichen  Werkzeuge  und  Operationen, 
die  im  Dienste  der  Methode  Verwendung  finden.     Die  Analyse  und 
Synthese  der  Erscheinungen,  die  Induction  und  Deduction  sind  Me- 
thoden der  naturwissenschaftlichen  Forschung ;  die  Beobachtung  und 
das  Experiment,  die  geometrische  Construction  und  die  mathematische 
Analysis  sind  Hülfsmittel  derselben.     Alle  diese  Hülfsmittel  können 
innerhalb  jeder  der  erwähnten  Methoden   zur  Anwendung  kommen, 
wenn  auch  die  einen  vorzugsweise  für  das  inductive,  die  andern  für 
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das  deductive  Stadium  der  Untersuchung  verwertheit  werden.  Sc 
dienen  Beobachtung  und  Experiment  zumeist  der  Induction  und 
Abstraction,  aber  sie  sind  anderseits  f&r  die  Verification  und  Determi- 
nation der  auf  deductivem  Wege  gefundenen  Resultate  unerlässlich ; 
die  mathematischen  Verfahrungsweisen  sind  die  hauptsächlichster 
Werkzeuge  der  naturwissenschaftlichen  Deduction,  doch  kann  aucl 
die  inductive  Methode  der  arithmetischen  und  geometrischen  Hülfs- 
operationen  nicht  entbehren. 

Der  grosse  Vorzug  der  Naturwissenschaften  besteht  vor  allen 
in  dem  reichen  Vorrath  an  Hülfsmitteln ,  über  den  sie  verfügen. 
Diese  Hülfsmittel  haben  auf  die  Methoden  selbst  zurückgewirkt, 
deren  Ausbildung  durch  jene  gefördert  wurde.  Das  ursprüngliche 
und  fortan  für  alle  Naturforschung  unerlässliche  Hülfsmittel  ist  die 
einfache  Sinneswahrnehmung.  Mit  ihr  verbindet  sich  sodann  die 
Anwendung  mannigfacher  künstlicher  Werkzeuge,  welche  die  physi- 
kalische Methodik  zur  Verfügung  stellt,  und  deren  Beschaffenheit 
sich  nach  den  speciellen  Untersuchungsgebieten  richten  muss.  (Vgl. 
unten  Cap.  II,  2.)  Die  durch  die  Herbeiziehung  dieser  Hülfsmittel 
ermöglichte  exacte  Beobachtung  kann  nun  in  doppelter  Weise  die  Er- 
forschung eines  Gegenstandes  in  Angriff  nehmen:  erstens  indem  sie 
in  die  Eigenschaften  desselben  oder  in  den  Verlauf  der  untersuchten 
Vorgänge  willkürlich  verändernd  eingreift,  und  zweitens  indem  sie 
eine  möglichst  grosse  Anzahl  übereinstimmender  oder  analoger  Er- 
scheinungen mit  einander  vergleicht.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich 
die  experimentelle  und  die  vergleichende  Beobachtung 
als  die  zwei  einander  ergänzenden  methodischen  Hülfsmittel  der 
Naturforschung.  Beide  sind  nicht  strenge  von  einander  zu  scheiden, 
sondern  können  sich  in  der  verschiedensten  Weise  combiniren.  Den- 
noch bringt  es  das  Wesen  der  experimentellen  Methode  mit  sich, 
dass  sie  sich  in  der  Regel  mit  einer  verhältnissmässig  kleinen  Zahl 
von  Beobachtungen  begnügen  kann,  während  umgekehrt,  sobald 
aus  irgend  welchen  Gründen  das  Experiment  unanwendbar  ist,  eine 
um  so  umfassendere  Sammlung  vergleichender  Beobachtungen  er- 
fordert wird. 


b.    Die  experimentelle  Methode. 

Von  der  unmittelbaren,  nur  die  natürlichen  Sinneswerkzeug^ 
benützenden  Beobachtung  geht  alle  Untersuchung  der  Naturerschei- 
nungen aus.     Sobald  aber  diese  unsern  willkürlichen  Eingriffen  zu- 
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gänglich  sind,  so  verbindet  sich    die  Beobachtung  mit  dem  Experi- 
ment.   Nachdem  sich  das  letztere  ausgebildet  hat,  wirkt  es  seinerseits 
zurück  auf  die  Beobachtung,   indem  es  derselben  künstliche  Werk- 
zeuge zur  Verfügung  stellt.    Erst  durch  die  Verwendung  jener  tech- 
loischen  Hülfsmittel,  die  auf  experimentellem  Wege  entstanden  sind, 
^vird  die  Beobachtung  zur  exacten  Beobachtung.     Wie   daher  das 
^Experiment  selbst  nichts  anderes  als  eine  Beobachtung  ist,  die  von  will- 
kürlichen Einwirkungen  des  Beobachters  auf  die  Erscheinungen  be- 
gleitet wird,    so  greifen  auch  im  ganzen  Verlauf  der  Untersuchung 
iDoide  Hülfsmittel  fortwährend  in  einander  ein.    Der  Beobachter  be- 
<lient  sich  der  Werkzeuge,  die  aus  experimentellen  Untersuchungen 
Inervorgegangen  sind,  und  die  auch  in  solchen  Fällen,  in  denen  das 
lExperiment  selbst  unmöglich  ist,    wenigstens  der  Beobachtung  eine 
l^rössere  Sicherheit  und  Genauigkeit    geben    sollen.     Fast   jede    be- 
<ieutendere  Untersuchung   fügt    ausserdem    zu   diesem  im  Laufe  der 
eiten  allmählich  gewaltig  angewachsenen  Inventar  technischer  Hülfs- 
ittel  neue  hinzu,   welche   die  Genauigkeit   der  Beobachtung  unter 
euen  Bedingungen    sicherstellen  oder  neue  Formen   experimenteller 
inwirkung  möglich  machen. 

Alle  Beobachtung  ist  ursprünglich  von  zufälligen  Wahr- 
ehmungen  ausgegangen.  Soll  sich  die  Wahrnehmung  zur  Be- 
bachtung erheben,  so  muss  die  wahrgenommene  Erscheinung  aus 
rgend  einem  Grunde  unser  Interesse  erregen.  Letzteres  ist  aber 
ur  dann  vorhanden,  wenn  sich  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Er- 
cheinung  mit  der  Frage  nach  der  Art  ihres  Eintritts,  nach  ihrem 
erlauf,  nach  ihrer  Beziehung  zu  andern  Vorgängen  verbindet.  Wer 
litzschlag  und  Donner  hört,  hat  ein  Gewitter  wahrgenommen.  Wer 
s  beobachten  will ,  wird  auf  die  Form  und  die  räumliche  Ausbrei- 
ng  des  Blitzstrahls,  die  Zeit,  die  zwischen  ihm  und  dem  Eintritt 
es  Donners  verfliesst,  die  Häufigkeit  der  Blitze,  die  begleitende 
"^^olkenbildung  und  ähnliches  achten.  Mit  der  Beobachtung  beginnt 
^iaher  schon  jene  Fragestellung  an  die  Natur,  in  der  alle  Uiiter- 
^iichung  der  Naturerscheinungen  ihre  Quelle  hat.  Die  Beobachtung 
^ordert  den  höchsten  Grad  activer  Aufmerksamkeit,  denn  sie  will 
^»ixicht  nur  die  Erscheinung  selbst  in  allen  ihren  Stadien,  sondern 
^nch  ihre  etwaigen  Begleiterscheinungen  wahrnehmen.  Damit  ihr 
^v-on  diesem  ganzen  Verlauf  nichts  entgehe,  bereitet  sich  wo  möglich, 
e  ein  Ereigniss  eintritt,  die  Aufmerksamkeit  auf  dasselbe  vor. 
arin  liegt  schon  für  die  fernere  Beobachtung  ein  Impuls,  um,  wenn 
irgend  geschehen  kann,  zum  Experimente    fortzuschreiten;   denn 
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in  dem  Experiment  beherrschen  wir  in  der  Regel  den  Eintritt  d< 
Erscheinungen  und  können  ihn  daher  nun  leicht  gerade  in  de 
Augenblick  verlegen,  wo  unsere  Aufmerksamkeit  am  besten  vo: 
bereitet  ist.  Fällt  aus  irgend  einem  Grunde,  etwa  weil  es  sich  u 
ein  unerwartetes  Ereigniss  handelt,  jene  vorläufige  Richtung  d« 
Aufmerksamkeit  hinweg,  so  leidet  darunter  stets  die  Genauigkeit  d< 
Beobachtung,  und  zwar  wird  nicht  bloss  die  Bestimmung  des  Eii 
tritts  der  Erscheinung,  sondern  meist  auch  die  Verfolgung  des  we 
teren  Verlaufs  derselben  unsicherer,  da  die  Aufmerksamkeit  eii 
gewisse  Zeit  braucht,  um  sich  zu  sammeln. 

Jeder  Beobachtung  liegt  die  Frage  nach  dem  Wie  der  E 
scheinungen  zu  Grunde.  Das  Ziel  der  Beobachtung  als  solcher  i 
erreicht,  wenn  sich  die  Erscheinung  in  Bezug  auf  ihren  Verlauf  ui 
auf  die  ihn  begleitenden  Umstände  aufs  genaueste  beschreiben  läss 
Das  Experiment  sucht  nun  zunächst,  indem  es  den  Eintritt  d 
Erscheinungen  beherrscht,  die  Sicherheit  der  Beobachtung  zu  ve 
grossem;  vor  allem  aber  schreitet  dasselbe,  indem  es  die  Bedii 
gungen  des  Geschehens  selber  verändert,  zu  der  Frage  nach  de 
Warum  der  Erscheinungen  fort.  Nur  in  seltenen  Fällen,  unter  d 
Voraussetzung  theils  einer  zureichenden  Einfachheit  der  Vorgang 
theils  einer  in  der  Natur  von  selbst  sich  darbietenden  Variation  A 
Bedingungen,  vermag  die  Beobachtung  ohne  die  Hülfe  des  Expei 
mentes  dieser  zweiten  Frage  näher  zu  treten.  Die  Astronomie  biet 
das  hauptsächlichste  Beispiel  dieser  Art  dar.  Aber  auch  sie  wQr( 
wahrscheinlich  niemals  ihr  descriptives  Stadium  verlassen  habe 
wären  ihr  nicht  die  experimentellen  Untersuchungen  im  Gebiete  d 
irdischen  Gravitation  zu  Hülfe  gekommen.  Die  Kepler'schen  Gesetz 
in  denen  alles  enthalten  ist,  was  die  astronomische  Beobachtung  d 
Gravitationstheorie  entgegenbrachte,  besitzen  einen  rein  beschreibe] 
den  Charakter.  Das  Mittel,  durch  welches  das  Experiment  jen 
Frage  nach  dem  Warum  näher  tritt,  besteht  in  der  Isolirung  ui 
Variirung  der  Umstände.  Unter  ihnen  ist  es  namentlich  d 
erstere,  die  durch  die  blosse  Beobachtung  niemals  erreicht  werd« 
kann;  denn  es  ist  ein  kaum  zu  erwartender  und  darum  nie  mit  d 
erforderlichen  Regelmässigkeit  eintretender  Zufall,  dass  zwei  Ereij 
nisse  nur  in  e in e r  unter  den  zahllosen  Bedingungen,  die  ihren  Ei: 
tritt  begleiten,  verschieden  sind.  Anderseits  führt  aber  die  Isolirui 
der  Umstände  nothwendig  von  der  blossen  Beschreibung  der  Tha 
Sachen  zu  der  causalen  Auffassung  derselben.  Denn  sobald  d 
isolirte  Veränderung   eines  Umstandes    regelmässig    bestimmte  Ve 
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Änderungen  in  dem  Ablauf  der  Ereignisse  nach  sich  zieht,  so  sehen 
wir  uns  durch  das  logische  Princip  von  Grund  und  Folge  genöthigt, 
jener  isolirien   Veränderung    einen    causalen  Werth  beizulegen.     In 
Wahrheit  ist  jedoch  nicht  die  causale  Betrachtung  aus  dem  experi- 
flientellen   Verfahren  hervorgegangen,    sondern    sie    hat    umgekehrt 
^ii  Nothwendigkeit  zu  jener  willkürlichen  Isolii*ung   und  Variirurjg 
<Jer  Umstände  geführt,  in  denen  das  Wesen  des  Experimentes  besteht. 
Die  Umstände  einer  Erscheinung  werden  uns  nun  stets 
<lurch  die  Beobachtung  gegeben.     Sie  bestehen  aus  allen  den  That- 
sachen  der  Beobachtung,    welche   den  Eintritt  und  Verlauf  der  Er- 
scheinung begleiten.     Der  Umstand  unterscheidet  sich  von  der  Be- 
<Iingung  dadurch,  dass  die  letztere  in  einer  causalen  Beziehung  zu 
<ler  untersuchten  Erscheinung  steht,  während  solches  bei  dem  Umstände 
Vorläufig  dahingestellt  bleibt.   Es  ist  gerade  die  Aufgabe  des  Experi- 
mentes, nachzuweisen,  ob  und  inwiefern  irgend   ein  das  beobachtete 
£reigniss  begleitender  Umstand  eine  Bedingung   desselben   sei   oder 
nicht.     Indem  die  Umstände  isolirt  und  variirt  werden,  erweisen  sie 
sich  zum  Theil  als  gleichgültig,  zum  Theil   als    wesentlich   für    den 
Eintritt  eines  Ereignisses,   und  durch  die  weitere  Anwendung  jener 
Verfahrungsweisen   wird  dann  diö  specielle  Beziehung   ermittelt,   in 
der   die   einzelnen   Umstände    zu    den    verschiedenen   Bestandtheilen 
filier  Erscheinung  stehen.     Hier  sind   es   die   früher   erörterten  all- 
gemeinen Regeln  der  inductiven  Methode,  welche  dem  Experimente 
den  Weg  zeigen.     (Abschnitt  I,  S.  25  ff.) 

Eine  gewisse  Einschränkung  erfährt  die  experimentelle  Methode 
i^othwendig  dadurch,  dass  ihr  nur  die  Gegenstände  unserer  Umgebung 
Unmittelbar  zugänglich  sind.     Gleichwohl  überschreitet  sie  gelegent- 
lich diese  Grenzen,  indem  sie,  statt  die  untersuchten  Erscheinungen 
^Ibst,  andere,   die  ihnen  ähnlich  oder  künstlich  nachgebildet    sind, 
^Ukürlichen    Einwirkungen    aussetzt.       So    bildet    man    bei    dem 
Plate aussehen  Versuch  die  Bedingungen,  unter  denen  muthmasslich 
die  Abplattungen   der   Planeten   nebst   dem  Ringsystem   des   Saturn 
entstanden  sind,  künstlich  nach,  indem  man  eine  Oelkugel  in  einem 
Oemisch  gleicher  specifischer  Schwere  durch  Drehung   einer  Kurbel 
in  schnelle  Rotation  versetzt*).    G.  Bischof  zeigte  durch  Schmelzen 
einer  Basaltkugel^  deren  Temperaturverhältnisse  er  mehrere  Stunden 
^h  dem  Gnsse  untersuchte,   dass  das  Gesetz,    nach    welchem    die 
Temperatur  des  Erdinnern   mit  der  Tiefe    zunimmt,    der   Annahme 


•)  Plateau,  Poggendorffs  Annalen,  Ergänzungsband  II,  1848.    S.  249. 
Wandt.  Logik.   II,  i.    2.  Aufl.  22 
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eines  dereinst  feuerflüssigen  Zustandes  entspricht*).  Durch  spektro- 
skopische Versuche  mit  bekannten  irdischen  Körpern  sucht  man 
über  die  physische  Constitution  der  Oestime  Aufschluss  zu  gewinnen, 
oder  durch  chemische  Versuche  im  kleinen  unter  Anwendung  physi- 
kalischer Hülfsmittel,  wie  höherer  Druck-  und  Temperaturgrade,  die 
Bedingungen  f&r  die  einstige  Bildung  gewisser  Gesteine  zu  er- 
mitteln**), u.  s.  w.  Diese  indirecten  Experimente  im  Gebiet  der 
Astrophysik  und  Geologie  sind  natürlich  von  um  so  grösserem  Werthe, 
je  mehr  es  gelingt,  die  Bedingungen  des  Versuchs  denjenigen  der 
wirklichen  Erscheinungen  ähnlich  zu  machen.  Aber  da  dies  niemals 
vollständig  möglich  ist,  weil  wir  in  unsem  Laboratorien  über  die 
Massen  und  Kraftgrössen,  die  bei  den  zu  erklärenden  Erscheinungen 
vorkommen,  nicht  verfügen  können,  so  sind  die  Ergebnisse  immer 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  hypothetisch.  Sie  bleiben  dies  nament- 
lich dann,  wenn  solche  indirecte  Versuche  unmittelbar  zur  inductiven 
Erforschung  gewisser  Naturerscheinungen  verwendet  werden,  wie 
z.  B.  bei  der  Untersuchung  der  physischen  Constitution  der  Gestirne 
oder  der  geologischen  Bedingungen  bei  der  Entstehung  von  Mineralien. 
Günstiger  ist  es,  wenn  das  indirecte  Experiment,  im  Dienste  der  De- 
duetion  stehend,  bloss  zur  Bestätigung  von  Ergebnissen  dient,  die  aus 
anderweitigen  Voraussetzungen  abgeleitet  sind,  wie  bei  den  Versuchen 
von  Plateau  und  Bischof.  Dagegen  besitzt  es  in  diesen  Fällen 
insofern  einen  geringeren  Werth,  als  die  Sätze,  die  es  bestätigt, 
häufig  schon  ohnehin  eine  zureichende  Sicherheit  besitzen,  so  dass 
es  sich  manchmal  sogar,  wie  bei  dem  Plateau'schen  Experiment,  mehr 
um  eine  sinnreiche  Veranschaulichung  als  um  einen  wirklichen  Be- 
weis handelt.  In  Folge  dieses  geringen  Werthes  indirecter  Experi- 
mente wird  in  allen  den  Gebieten,  in  denen  sie  vorkommen,  eine 
ungleich  grössere  Betheiligung  der  comparativen  Methode  erforderlich 
als  in  den  eigentlichen  Experimentalgebieten.  So  sind  insbe- 
sondere die  Astrophysik,  Geologie  und  Meteorologie  zunächst  ver- 
gleichende Beobachtungswissenschaften,  die  nur  für  gewisse  Funda- 
mentalfragen die  experimentelle  Methode  in  ihrer  indirecten  Anwendung 
zur  Ergänzung  herbeiziehen.  Zugleich  gehört  dabei  stets  das  ex- 
perimentelle Verfahren  selbst  andern  Gebieten,  nämlich  der  Physik 
oder  Chemie,  an  und  wird  daher  in  seiner  Durchführung  von  den, 
hier  gültigen  Frincipien   geleitet;    immerhin    gewinnt   es   durch    die 


*)  Naumann,  Lehrbuch  der  Geognosie,  2.  Aufl.,  I,  S.  54  f. 
**)  A.  Daubree,  Experimentalgeologie.     Deutsche  Auegabe,  S.  12  ff. 


Vergleichende  Methode.  339 

besonderen  Probleme  jener  vergleichenden  Wissenschaften  einen 
eigenartigen  Charakter.  Die  isolirende  Abstraction,  die  in  den  grund- 
legenden Disciplinen  vorwaltet,  wird  hier  wieder  aufgehoben,  indem 
man  untersucht,  wie  sich  unter  bestimmten  complexen,  von  mehreren 
^aturkräften  gleichzeitig  abhängigen  Bedingungen  bestimmte  Einzel- 
erscheinungen verhalten.  Trotz  der  aushülfsweisen  Anwendung  der 
hierbei  vorkommenden  Experimente  bilden  diese  übrigens  einen 
charakteristischen  Bestandtheil  der  oben  genannten  vergleichenden 
mrissenschafben;  denn  sie  legen  ein  sehr  beredtes  Zeugniss  dafür  ab, 
dass  die  Aufwerfung  bestimmter  Causalprobleme  mit  unwidersteh- 
licher Gewalt  zur  Anwendung  der  experimentellen  Methode  drängt, 
daher  diese  in  solchen  Fällen  selbst  da  sich  Anerkennung  verschafft, 
^wo  ihrer  unmittelbaren  Anwendung  unwiderstehliche  Hindemisse  im 
^Wege  stehen. 

c.    Die  vergleichende  Methode. 

Jede  Beobachtung,  die  darauf  ausgeht  die  Naturerscheinungen 
in  ihrem  Zusammenhange  aufzufassen,  bedarf  der  Vergleichung,  der 
Verbindung   des   Aehnlichen    und   der    Unterscheidung   des   Wider- 
streitenden, wie  es  überall  schon  den  einfachen  Methoden  der  Analyse 
Und  Synthese,  der  Abstraction  und  Determination   zu  Grunde   liegt. 
In  diesem  Sinne  ist  die  Vergleichung  ein  unerlässlicher  Bestandtheil 
auch  des  experimentellen  Verfahrens.   Ds^egen  reden  wir  von  einer 
Anwendung  der   vergleichenden   Methode   nur    da,    wo    die  Ver- 
gleichung zum  logischen  Princip  der  Methode  wird.     Wie  also   der 
Schwerpunkt  des  Experimentes  in  der  willkürlichen  Abänderung  der 
Erscheinungen  liegt,  so  besteht  das  Wesen  des  vergleichenden  Ver- 
fahrens darin,    dass  die  vergleichende  Beobachtung,    die  Sammlung 
Übereinstimmender  Erscheinungen  und  die  Abstufung  der  nicht  über- 
eiDstimmenden  nach  den  Oraden  ihres  Unterschieds,  zur  Gewinnung 
allgemeiner  Ergebnisse  benützt  wird.     Auf  diese  Weise   angewandt 
ergänzt  die  vergleichende  Methode    die    experimentelle  in   doppelter 
Hinsicht:    erstens    ist   jene   bei  allen  den  Gegenständen  anwendbar, 
welche  dieser  unzugänglich  sind,  und  zweitens  dient  überall  da,  wo 
eine  Verbindung  beider  möglich  ist,  die  vergleichende  Beobachtung 
zur  Ausfüllung  der  Lücken  des  experimentellen  Verfahrens.      Beide 
zusammen    erschöpfen    aber    die    allgemeinen   Formen    naturwissen- 
schaftlicher Methodik.    Willkürliche  Veränderung  der  Erscheinungen 
und  vergleichende  Beobachtung  derselben   in   den  Verhältnissen,    in 
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denen  sie  unmittelbar  uns  gegeben  sind,  bilden  zusammen  die  einzig* 
möglieben  Hülfsmittel  einer  wissenschafbliclien  Bearbeitung  der  Natur. 
Da  die  experimentelle  Methode  in  ungleich  höherem  Ghrade  ge* 
eignet  ist,  die  causalen  Bedingungen  der  Erscheinungen  zu  erforschen^ 
so  steht  sie  überall,  wo  sie  überhaupt  anwendbar  ist,  in  erster  Linie. 
Ihr  aber  tritt  die   vergleichende  Methode    in    doppelter  Weise   er- 
gänzend zur  Seite:  erstens  indem  sie  die  Probleme  für  die  experi* 
nientelle  Behandlung   vorbereitet,    durch    die  Sammlung  einer   ge— 
nügenden   Anzahl  zusammengehöriger  exacter  Beobachtungen;    und 
zweitens   indem   sie  die  experimentellen  Bresultate  ergänzt  durch  die 
Anwendung   derselben    auf  eine  grosse    Anzahl   einzelner    der    Be— 
obachtung  gegebener  Erscheinungen.     So  hat   die  Astronomie    von 
ihren  frühesten  Anfängen  an  bis  auf  Kepler  die  vergleichende  Me— 
thode  in  bloss  vorbereitender  Weise  benützt.    Noch  die  Kepler'schen 
Oesetze,  mit  denen  diese  Periode  abschliesst,   bestehen  nur  in  Ver- 
allgemeinerungen  der   durch  die  Vergleichung   erzielten  Ergebnisse. 
Das  zweite  Stadium  beginnt  mit  Newtons  Gravitationstheorie,  die 
eine  causale   Interpretation   der  Kepler'schen  Gesetze   an   der  Hand 
der  Fallversuche  Galileis   gibt.     Seitdem   dient   die   vergleichende 
Methode  zur  Vervollständigung   und   feineren  Ausarbeitung   der  auf 
die  Gravitationstheorie    gegründeten    Mechanik    des   Himmels.      Die 
Astronomie  bildet  zugleich  für  diese  letztere  Form   der  Anwendung 
ein  besonders   günstiges  Beispiel,   weil  sie  die  einzige  Wissenschaft 
ist,  in  welcher,  obgleich   sie  ein  directes  Experiment  nicht    zulässt 
dennoch  die  Resultate  der  Vergleichung  einen  experimentellen  Werth 
gewinnen.    Diese  günstige  Ls^e  verdankt  die  Astronomie  zwei  Um- 
ständen :  der  relativ  grossen  Einfachheit  der  Erscheinungen  und  der 
Existenz  des  Mondes.     Wäre  unserer  Erde  nicht  dieser  fortwährend 
gegen  sie  fallende  Trabant  beigegeben,  der  sich  unmittelbar  mit  den 
zu   irdischen   Fallversuchen    verwendeten  Körpern   vergleichen   lässt 
so  würde  die  Gravitationstheorie  für  immer  eine  unverificirbare  Hypo- 
these   geblieben    sein.      In    der  That  fehlt   in  den   meisten  andern 
Fällen,    wo  die  Wissenschaft   auf   die  vergleichende  Methode  ange- 
wiesen ist,  diese  unmittelbare  Bestätigung;    doch    kann    auch    dann 
bald  mittelst  der  Anwendung   bekannter  physikalischer  Thatsachen, 
bald  durch  indirecte  Experimente ,    bald   auch  durch  die  blosse  Be- 
nützung der  Vergleichungsresultate  zur  Hypothesenbildung  eine  theo- 
retische Anschauung  gewonnen   werden,    die    einen    ähnlichen  Um- 
schwung in  der  Benützung   der    comparativen  Methode    herbeiführt. 
So  ist  Dove  zu  seinem  Drehungsgesetz  der  Winde    zunächst   bloss 
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durch  statistische  Beobachtungen  geführt  worden;  er  hat  es  dann 
aber  durch  die  rein  theoretische  £rwägung  der  Wechselwirkungen 
zwischen  der  Erdrotation  und  den  durch  Temperaturdifferenzen  ver- 
ursachten Luftströmungen  in  ein  meteorologisches  Grundgesetz  um- 
gewandelt, welches  nun  wieder  umgekehrt  die  Beurtheilung  der 
Windbeobachtungen  leitet.  So  ist  ferner  Kirchhoff  bei  seiner 
Theorie  des  SonnenspektAms  von  den  seit  Fraunhofer  vielfach 
ausgeführten  Beobachtungen  über  die  dunkeln  Linien  ausgegangen, 
mit  denen  er  experimentelle  Untersuchungen  über  die  Spektra 
irdischer  Elemente  verband;  hierauf  ist  aber  die  vergleichende  Be- 
obachtung des  Sonnenspektrums  wiederum  von  dieser  Theorie  geleitet 
worden.  Dagegen  hat  Darwins  Theorie  der  organischen  Ent- 
wicklung auf  keinerlei  allgemeingültige  Gesetze  oder  indirecte  Ex- 
perimente von  entscheidender  Bedeutung  sich  stützen  können,  sondern 
sie  war  genöthigt  ausschliesslich  auf  die  Resultate  der  comparativen 
Methode  selbst  eine  Hypothese  zu  bauen,  die  sie  dann  den  weiteren 
vergleichenden  Untersuchungen  zu  Grunde  legte.  Deshalb  ist  nun 
aber  auch  die  so  entstandene  Theorie  selbstverständlich  dem  Angriffe 
ausgesetzt,  und  es  fehlt  namentlich  an  den  geeigneten  Hülfsmitteln 
zur  Bestätigung  und  Widerlegung  der  speciellen  Voraussetzungen, 
3ie  in  sie  eingehen.  Unter  solchen  Umständen  ist  es  begreiflich, 
ipvenn  manche  Forscher  es  vorziehen,  vorläufig  überhaupt  auf  eine  theo- 
retische Verwerthung  der  durch  die  Vergleichung  festgestellten  That- 
aachen  zu  verzichten.  Es  entsteht  dann  eine  rein  beschreibende 
Perm  der  Wissenschaft,  wie  sie  überall  der  Erklärung  voranging, 
namentlich  aber  auf  solchen  Gebieten  längere  Zeit  bestehen  blieb, 
Jenen  die  Hülfe  des  Experimentes  gänzlich  versagt  ist. 

Li  beiden  oben  geschilderten  Stadien  der  vergleichenden  Me- 
thode, die  durch  das  Auftreten  einer  bestimmten,  meist  auf  experi- 
mentellem Wege  vermittelten  theoretischen  Anschauung  sich  scheiden, 
Lst  zwar  die  Verwerthung  der  Ergebnisse  eine  abweichende;  der 
Logische  Charakter  der  Methode  selbst  bleibt  aber  der  nämliche.  Er 
besteht  im  allgemeinen  überall  in  der  oben  schon  hervorgehobenen 
Sammlung  übereinstimmender  Erscheinungen  und  in  der  Abstufung 
der  nicht  übereinstimmenden  nach  den  Graden  ihres  Unterschieds.  In 
dieser  Beziehung  stimmen  die  Vorschriften,  die  Baco  in  seinem 
neuen  Organon  für  die  naturwissenschaftliche  Forschung  überhaupt 
aufstellt,  am  meisten  mit  dem  Bild  der  vergleichenden  Methode 
\iberein.  Denn  die  Thatsache,  dass  jede  Vergleichung  aus  der  Ver- 
bindung des  Uebereinstimmenden  und  der  Trennung  des  Verschiedenen 
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besteht,  findet  in  Bacos  Tafeln  der  positiven  und  negaüren  Instanzen 
ihren  Ausdruck.  Freilich  aber  wird  die  Vergleichung  von  vomherein 
allzu  sehr  von  bestimmten  allgemeinen,  durch  vorangegangene  Anal jse 
und  Abstraction  entstandenen  Gesichtspunkten  geleitet,  als  dass  über- 
einstimmende und  unterscheidende  Beobachtungen  in  der  Baconischen 
Weise  systematisch  sich  trennen  liessen ;  und  die  weiteren  Vorschriften^ 
die  Baco  in  seinen  Tafeln  der  Grade  und'prärogativen  Instanzen  zu- 
sammenstellt, enthalten  ein  buntes  Gemisch  von  Gesichtspunkten,  die 
theils  unter  die  comparative  theils  unter  die  experimentelle  Methode 
gehören.  Vollends  verschoben  wurde  das  Verhältniss  dieser  beiden 
Methoden  durch  diejenigen  neueren  Logiker,  die  nach  Baconischem 
Vorbild  Regeln  des  experimentellen  Verfahrens  aufzustellen  suchten 
und  dazu  nuu  vorzugsweise  die  Instanzen  der  Uebereinstimmung  und 
Unterscheidung  benützten.  Es  konnte  nicht  fehlen,  dass  darüber  die 
charakteristischen  Eigenthümlichkeiten  des  experimentellen  Verfahrens, 
wie  sie  besonders  in  der  physikalischen  Induction  zur  Ausbildung 
gelangt  sind,  völlig  verloren  gingen.  (Vgl.  unten  Gap.  IL)  Aber 
auch  die  comparative  Methode  wird  durch  die  Baconischen  Regeln 
in  unzureichender  Weise  bestimmt.  Weit  bedeutsamere  Anwendungs- 
formen als  in  der  Uebereinstimmung  und  Unterscheidung,  die  überall 
sich  begleitende  Denkacte  und  eben  darum  nicht  besondere  Methoden 
sind,  begegnen  uns  in  den  Formen  der  individuellen  und  der 
generischen  Vergleichung.  Beide  schliessen  zum  Theil  an  die 
Arten  der  Abstraction,  die  isolirende  und  die  generalisirende,  sich 
an,  und  beide  stehen  zu  einander  in  einem  ähnlichen  Verhältniss 
wie  diese :  die  individuelle  muss  überall  der  generischen  Vergleichung 
vorausgehen,  aber  sie  besitzt  ausserdem  eine  selbständige  Be- 
deutung. 

Die  individuelle  Vergleichung  sammelt  nämlich  die  Be- 
obachtungen, die  irgend  ein  einzelner  Gegenstand  oder  eine  einzelne 
Naturerscheinung  in  Bezug  auf  sämmtliche  coöxistirende  Bestand- 
theile  und  einander  folgende  Zustände  darbietet,  um  so  ein  voll- 
ständiges Gesammtbild  des  Beobachtungsobjectes  zu  gewinnen.  Analyse 
und  Synthese,  Isolation  und  Colligation  kommen  hierbei  als  logische 
Hülfsmethoden  zur  Anwendung.  Die  generische  Vergleichung 
dagegen  verwerthet  Beobachtungen,  die  von  verschiedenen,  jedoch 
zusammengehörigen  Gegenständen  oder  Erscheinungen  gewonnen 
sind,  und  ordnet  dieselben  nach  den  mit  einander  'verwandten  Er- 
scheinungsgebieten. Ihr  Zweck  ist,  auf  diesem  Wege  ein  vollstän- 
diges Bild  der  mannigfachen  Gestaltungen   zu  gewinnen,    in   denen 
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eine  Theilerscheinung  oder  ein  einzelnes  Merkmal  eines  Objectes 
auftreten  kann,  und  von  den  begleitenden  Umständen  Rechenschaft 
zu  geben,  unter  denen  solche  Variationen  vorkommen.  Neben  der 
Analyse  und  Synthese,  der  Isolation  und  Colligation  werden  hier 
noch  die  Oeneralisation  und  Specification  als  elementare  Methoden 
herbeigezogen,  und  häufiger  als  bei  der  individuellen  Vergleichung 
befähigt  die  Prüfung  der  Beobachtungen  zur  Ausführung  mehr  oder 
minder  umfassender  Inductionen.  Demnach  dient  die  individuelle 
Vergleichung  mehr  der  reinen  Beschreibung,  und  sie  gehört  dem 
vorbereitenden  Stadium  der  Untersuchung  an;  die  generische  Ver- 
gleichung kann  zwar  ebenfalls  noch  auf  dem  descriptiven  Stand- 
punkte verbleiben,  es  liegt  aber  in  ihr  stets  die  Tendenz,  denselben 
zu  überschreiten  und  zum  Versuch  einer  causalen  Erklärung  der  Er- 
scheinungen zu  gelangen,  worauf  dann  in  der  Anwendung  der  com- 
parativen  Methode  der  oben  (S.  340)  bezeichnete  Wendepunkt  eintritt. 
In  Folge  dieser  Beziehung  der  beiden  Formen  der  Vergleichung 
zu  den  logischen  Functionen  der  Beschreibung  und  Erklärung  bilden 
nun  aber  beide  nicht  bloss  auf  einander  folgende  Stadien  einer  und 
derselben  Methode ,  sondern  es  kann  auch  zu  bestimmten  wissen- 
schaftlichen Zwecken  die  eine  oder  die  andere  bevorzugt  werden, 
ohne  dass  dabei  freilich  jemals  eine  vollständige  Trennung  durch- 
führbar ist.  Es  sind  besonders  die  so  genannten  descriptiven  oder 
systematischen  Naturwissenschaften,  in  denen  die  individuelle  Ver- 
gleichung überwiegt,  während  die  generische  bloss  insoweit  herbei- 
gezogen wird,  als  es  zu  den  Zwecken  der  Classification  erforderlich 
ist.  Dennoch  zeigt  es  sich  gerade  hier,  dass  die  blosse  Beschrei- 
bung das  wissenschaftliche  Bedürfniss  nicht  auf  die  Dauer  befriedigt. 
Im  Zusammenhange  mit  der  früher  (Abschnitt  I,  S.  47  flP.)  geschil- 
derten Entwicklung  der  Systematik,  welche  an  die  Stelle  der  descrip- 
tiven genetische  Classificationen  treten  Hess,  sind  daher  den  auf  dem 
Boden  der  individuellen  Vergleichung  stehenden  Wissenschafts- 
gebieten andere  zur  Seite  getreten ,  in  denen  die  generische  Ver- 
gleichung vorherrscht.  So  haben  sich  neben  der  Zoologie  und 
Zootomie  die  vergleichende  Anatomie,  neben  der  Botanik  die  allge- 
meine Morphologie  der  Pflanzen,  neben  der  Mineralogie  die  Geognosie 
erhoben.  Das  jüngere  Alter  der  an  zweiter  Stelle  genannten  Disci- 
plinen  zeigt,  wie  selbst  in  der  allgemeinen  Entwicklung  der  Wissen- 
schaft die  generische  der  individuellen  Vergleichung  nachfolgt.  Zu- 
gleich ist  aber  überall  zu  bemerken,  dass  es  sich  immer  nur  um 
ein   Uebergewicht   der   einen   oder  andern   Methode   handeln    kann, 
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da  beide  auf  das  innigste  in  einander  eingreifen.  So  sucht  die 
Zootomie  von  jeder  Gattung  oder  Familie  des  Thierreichs  ein  toU- 
ständiges  anatomisches  Bild  zu  gewinnen,  und  sie  beschränkt  sich 
zu  diesem  Zweck  nicht  selten  auf  die  Auswahl  einer  oder  mehrerer 
charakteristischer  Species,  an  denen  sie  die  Untersuchung  ausführt. 
Die  vergleichende  Anatomie  dagegen  verfolgt  eine  und  dieselbe 
Organgruppe  wo  möglich  durch  das  ganze  Thierreich  oder  minde- 
stens durch  eine  grössere  Anzahl  verwandter  Thierclassen ,  um  die 
verschiedenen  Entwicklungsformen  derselben  nachzuweisen.  Dort 
waltet  also  die  individuelle,  hier  die  generische  Methode  vor.  Aber 
der  Zootom  kann  offenbar  bei  der  Anordnung  der  von  ihm  unter- 
suchten Formen  ebenso  wenig  der  letzteren  wie  der  vergleichende 
Anatom  bei  der  Einzeluntersuchung,  der  er  das  Material  für  seine 
allgemeineren  Vergleichungen  entnimmt,  der  ersteren  entbehren. 
Alles  dies  weist  darauf  hin,  dass  auch  die  Zwecke  dieser  Wissen- 
schatten, die  Beschreibung  der  Naturobjecte  und  die  Erklärung  ihrer 
Entstehung,  höchstens  vorübergehend  von  einander  getrennt  werden 
können. 


<l.    Naturbeschreibung  und  Naturerklärung. 

Beschreibung  und  Erklärung  sind  zwei  Functionen,  die 
in  keiner  naturwissenschaftlichen  Untersuchung  und  Darstellung  ent- 
behrt werden  können.  Es  liesse  sich  ihnen,  der  dritten  Grundform 
des  Urtheils  entsprechend,  auch  die  Erzählung  noch  anschliessen. 
(Bd.  I,  S.  183.)  Aber  die  in  der  Zeit  verlaufenden  Naturereignisse 
fordern,  sobald  sie  sich  unserer  eigenen  Beobachtung  darbieten,  un- 
mittelbar eine  causalc  Erklärung  heraus;  gehören  sie  dagegen  einer 
entfernten  Vergangenheit  an,  so  lässt  sich  auf  sie  nur  aus  einer 
Ueihe  von  Momenten  zurückschliessen ,  die  zunächst  durch  die  Be- 
schreibung festgehalten  werden  müssen.  Mit  Rücksicht  auf  diese 
letztere  Verbindung  sind  daher  lange  Zeit  die  Namen  Naturgeschichte 
und  Naturbeschreibung  in  fast  übereinstimmender  Bedeutung  ge- 
braucht und  der  Naturerklärung  gegenübergestellt  worden. 

Ohne  Zweifel  wird  nun  auch  diese  Trennung  eine  gewisse 
praktische  Bedeutung  bewahren,  da  es  fortan  Gebiete  der  Natur- 
wissenschaft geben  wird,  in  denen,  wie  z.  B.  in  der  Geographie,  in 
der  systematischen  Mineralogie,  Botanik  und  Zoologie,  die  Function 
der  Beschreibung  vorherrscht.  Aber  als  eine  principielle  Unter- 
Noheidung  ist  jene  Trennung  nicht  aufrecht  zu  erhalten.   Jede  Natur- 


Naturbeschreibung  und  Naturerklärung.  345 

Wissenschaft  hat  schliesslich  die  Aufgabe  der  Erklärung,  und  keine 
kann  hierbei  der  Hülfe  der  Beschreibung  entbehren.  Theils  dient 
diese  als  Vorbereitung  für  die  causale  Interpretation  der  Er- 
scheinungen, theils  sucht  sie  auf  Grund  einer  solchen  die  Erkennt- 
niss  der  einzelnen  Naturobjecte  zu  vermitteln.  In  diesem  Sinne  be- 
stehen insbesondere  die  systematischen  Naturwissenschaften,  sobald 
sie  die  Stufe  der  genetischen  Classification  erreicht  haben,  lediglich 
in  Anwendungen  der  ihnen  entsprechenden  erklärenden  Zweige  der 
Naturlehre  auf  die  Einzelerscheinungen,  und  sie  suchen  aus  diesen 
das  Material  zu  vervollständigen,  mittelst  dessen  eine  Einsicht  in  die 
Entstehung  der  Objecte  ermöglicht  wird.  Treffend  weist  der  Name 
«Naturgeschichte '^  auf  diese  Aufgabe  der  systematischen  Naturwissen- 
schaften hin:  sie  sollen  nicht  bloss  über  die  Fülle  der  Naturgegen- 
stände einen  Ueberblick  verschaffen,  sondern  über  deren  Entstehungs- 
und Entwicklungsbedingungen  Rechenschaft  geben,  und  die  Principien 
der  Systematik  sollen  daher  zugleich  Erklärungsgründe  der  Objecte 
selbst  sein. 

Im  Oegensatze  zu  diesem  in  der  Geschichte  deutlich  hervor- 
getretenen Streben,  die  Naturbeschreibung  der  Naturerklärung  dienst- 
bar zu  machen,  hat  man  nun  zuweilen  auch  umgekehrt  geglaubt, 
eine  einheitliche  Auffassung  der  wissenschaftlichen  Aufgaben  dadurch 
herbeiführen  zu  können,  dass  man  diese  überall  auf  die  ex  acte 
Beschreibung  der  Erscheinungen  beschränkte.  Nicht  bloss 
Auguste  Comte  suchte  hierdurch  jenen  Verzicht  auf  alle  über  das 
Thatsächliche  hinausgehende  Voraussetzungen  zu  erreichen,  den  sein 
Positivismus  verlangte,  sondern  innerhalb  der  exacten  Wissenschaften 
selbst  hat  das  Streben  thunlichst  exact  zu  sein  ähnliche  Anschau- 
ungen begünstigt.  Schon  der  Mechanik  wurde  so  die  Aufgabe  ge- 
stellt, „die  in  der  Natur  vor  sich  gehenden  Bewegungen  vollständig 
und  auf  die  einfachste  Weise  zu  beschreiben**  *).  Trotzdem  beginnt 
diese  Darstellung  der  Mechanik  nicht  bloss  mit  dem  mathematischen 
Punkt,  der  nirgends  in  der  Natur  vorkommt,  sondern  sie  zerlegt 
&uch  sofort  die  Geschwindigkeit  in  drei  Componenten  nach  den 
Richtungen  des  Raumes  und  führt  den  Begriff  der  bewegenden  Kraft 
^in;  sie  operirt  also,  statt  die  Erscheinungen  zu  beschreiben,  mit 
Abstractionen  und  Constructionen,  von  denen  die  letzteren  bereits  die 
allgemeinsten  Bewegungsgesetze  voraussetzen,  und  sie  vermeidet  nicht 


*)  Vgl.  Kirchhoff,    Vorlesungen   über  mathematische  Physik.     Leipzig 
1876.   Vorl.  I,  S.  1. 
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einmal  den  logischen  Httlfsbegriff  der  Naturerklärung,  der  einer  rein 
descriptiven  Auffassung  der  Dinge  YöUig  fremd  bleibt,  den  Ejraft- 
begriff.     Es  scheint,  dass  hier,  wie  in  andern  Fällen,  die  skeptische 
Tendenz  aus  einer  dunkeln  Furcht  yor  metaphysischen  Gespenstern 
entsprungen  ist.   Man  meint,  die  Naturerklärung  wolle  irgend  etwas 
Unsagbares,  was  in  keiner  Erfahrung  entdeckt  werden  könne,   ent- 
schleiern;   und  in  Wahrheit  bezweckt  sie  doch  nichts   anderes,   als 
die  regelmässigen  Relationen  festzustellen,  die  zwischen  den  Erschei- 
nungen stattfinden,  und  zu   deren  Ausdruck   sich   der  Causalbegriff 
als   das  einfachste  Hülfsmittel   darbietet.     Nun   lässt   sich   natQrlich 
jede  Relation  von  Erscheinungen  auch  in  die  Form  einer  Beschreibung 
bringen,   wenn    man   dieser   die   Bemerkung   beifügt,    dass   die   be- 
schriebene Relation  eine  ausnahmlos  gültige  sei.    Aber  dieser  Zusatz 
selbst  ist  eben   keine   Beschreibung   mehr,    und   das  Wort  Natur- 
erklärung soll  gar  nichts  anderes  ausdrücken  als  die  Feststellung 
der  regelmässigen  Beziehungen,  welche  sich  durch  die  experimentelle 
und    vergleichende   Untersuchung   zwischen    den    Objecten    der   Be- 
schreibung ergeben.   Da  aber  auf  dem  Streben,  die  gegebenen  That- 
sachen  nach   ihren   wechselseitigen  Beziehungen    in    einen  logischen 
Zusammenhang  zu  bringen,  alle  Wissenschaft  beruht,  so  ist  auch  die 
Naturwissenschaft  nur  insoweit  eigentliche  Wissenschaft,  als  sie  be- 
strebt ist  Naturerklärung  zu  sein. 

Dieser  Aufgabe  kommt  nun  die  Naturwissenschaft  nach,  indem, 
sie   die  Hülfsmittel   der  Analyse   und   Synthese,   der  Induction  und 
Deduction  in  den  besonderen  Modiiicationen  anwendet,  die  durch  deB 
Charakter  der  Erscheinungen  in  den  Hauptgebieten  der  Naturforschnng 
gefordert  werden.   In  dieser  Beziehung  sondern  sich  namentlich  d  i«^ 
Gebiete  von  einander:  die  Physik,  Chemie  und  Biologie.      T)i^ 
logische  Methodenlehre  kann  sich  auf  die  Betrachtung  der  Methoden, 
Hülfsmittel  und  leitenden  Principien  dieser  drei  Fundamental wis^eß" 
Schäften   beschränken,    da   in   den   specielleren  Theilen   der    N^t^tu" 
erklärung  keine  wesentlich  neuen  Gesichtspunkte  zur  Geltung  korntjoen. 
Hinsichtlich  der  systematischen  Principien   der  Naturforschung    »her 
darf  hier  auf  die  allgemeine  Erörterung  der  Formen  der  systemÄÖ- 
sehen  Darstellung  verwiesen  werden. 
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Zweites  Capitel. 
Die  Logik  der  Pliysik. 

1.    Die  physikalischen  Methoden. 

a.    Die    Analyse    der    Naturerscheinungen. 

Die    physikalische   Untersuchung    entspringt    überall    aus    der 
Wahrnehmung  bestimmter  Naturerscheinungen.    Sobald  diese  in  ihrer 
eigenen  Beschaffenheit  oder    in    ihrem   Zusammenhang  mit    andern 
Erscheinungen  Eigenschaften  darbieten,   die  zu  irgend  einer  Frage- 
stellung Änlass  geben,  so  ist  damit  auch  der  erste  Antrieb  zu  einer 
Zergliederung  gegeben,  welche  die  Absicht  verfolgt,  die  zusammen- 
gesetzte Erscheinung  auf  ihre  einfachen  Bestandtheile  zurückzuführen. 
Diesen   allgemeinen  Ausgangspunkten   der   physikalischen  Forschung 
entsprechend  können  die    nächsten  Anlässe  derselben   doppelter  Art 
sein.    Entweder  wird  sie  durch  zufällige  Wahrnehmungen  oder  durch 
Resultate,   die   verwandten  Erfahrungen   entnommen  sind,   angeregt 
und   zugleich    in   ihrer   Richtung   bestimmt.     Im   ersten   Fall   pflegt 
auch   die  Untersuchung   zunächst   den   Charakter   des  Zufälligen   an 
eich  zu  tragen ;  sie  wird,  ehe  sie  selbst  bereits  zu  Resultaten  geführt 
hat,   mehr   durch  ein   instinctives   Taktgefühl   als   durch    einen   be- 
stimmten Plan  geleitet.     Im  zweiten  Fall  ist  dieser  Plan ,  in  seinen 
allgemeinsten  Zügen  wenigstens,    durch  die  anderwärts  gewonnenen 
^Ergebnisse  vorgezeichnet,  und  er  ist  darum  auch  um  so  bestimmter, 
je  nähere  Beziehungen  die  sich  beeinflussenden  Untersuchungsgebiete 
zu  einander  besitzen.   Im  Beginn  der  wissenschaftlichen  Entwicklung 
ist  natürlich  die  erste  Entstehungsweise  der  Probleme  vorherrschend. 
Hit  .der  Ausbildung  der  physikalischen  Forschung  nehmen  die  Motive 
der  zweiten  Art  immer  mehr  zu ;  doch  hören  jene  zufälligen  Anlässe 
niemals   ganz   auf:   wo   sie  nicht   mehr  völlig   neue   Untersuchungs- 
gebiete eröffnen  können,  da  lassen  sie  wenigstens  neue  Gesichtspunkte 
Md  Methoden  entstehen.     Die   durch   den  Luftzug   bewegten  Kron- 
leuchter im  Dom  zu  Pisa  veranlassten,    wie   man  erzählt,   Galilei 
zuerst,   über  die  Gesetze   der  Bewegung  nachzudenken.     Die  Beob- 
achtung, dass  ein  starker  und  ein  schwacher  Schall  in  der  nämlichen 
Zeit  in  der  Entfernung  zu  hören  waren^  brachte  Gassendi  auf  den 
Gedanken,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls  in  der  Luft 
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zu  meinen.  Auf  das  Phänomen  der  Beugung  des  Lichtes  wurde 
G  r  i  ni  a  1  d  i  durch  die  Wahrnehmung  der  Verbreiterung  des  Schattens 
und  seiner  farbigen  ^ume  aufmerksam  gemacht*).  Zuweilen  ist  es 
auch  nur  eine  specielle  Problemstellung,  die  auf  solche  Weise  an- 
geregt wird.  So  berichten  die  Oebrüder  Weber,  dass  ihre  Unter- 
Huchungen  über  Wellenbewegung  in  Folge  einer  Beobachtung  geplant 
wurden,  die  einer  von  ihnen  machte,  als  er  durch  einen  Papiertrichter 
Quecksilber  gons  und  dabei  die  verwickelte,  aber  regelmässige  Figur 
bemerkte,  die  der  auslaufende  Strahl  auf  der  Quecksilberoberfläche 
verursachte**). 

In  einen  gewissen  Gegensatz  zu  diesen  durch  die  nicht  be- 
absichtigte Wahrnehmung  entstandeneu  Ausgangspunkten  der  Unter- 
suchung treten  nun  jene  Fälle,  wo  die  Thatsachen  erst  aufgesucht 
werden,  an  welche  die  weitere  Analyse  anknüpfen  soll,  und  wo  daher 
zur  Vermuthung  derselben  irgend  eine  Voraussetzung  geführt  hat, 
die  sich  auf  bereits  gewonnene  Resultate  stützt.  Dabei  können  frei- 
lich Voraussetzung  wie  Vermuthung  die  verschiedensten  Grade  der 
Klarheit  und  Bestimmtheit  besitzen,  so  dass  in  manchen  Fällen  kaum 
ein  Unterschied  von  der  zufölligen  Entdeckung  zu  bestehen  scheint 
während  in  andern  eine  pracise  Voraussage  von  vornherein  den  Ghmg 
der  Untersuchung  regelt.  So  hat  man  häufig  Oersteds  Entdeckung 
der  Wirkung  des  galvanischen  Stromes  auf  die  Magnetnadel  als  eine 
zufiilligo  bezeichnet.  Dennoch  hat  Oersted  selbst  gegen  diese 
Behau])tung  protestirt,  und  gewiss  mit  Recht,  obgleich  die  ihn  leiten- 
den naturphilosophischen  Vermuthungen  sehr  vager  Natur  waren, 
und  daher  das  Gelingen  des  Versuchs  immerhin  der  Gunst  des  Zu- 
falls bedurfte.  Denn  je  unbestimmter  eine  Vermuthung  ist,  um  so 
leichter  wird  natürlich  die  Aufsuchung  der  vermutheten  Thatsache 
zu  feinem  unsichern  Umhertasten,  welches  dann  in  um  so  höherem 
Masse  Geduld  und  Ausdauer  von  Seiten  des  Beobachters  erfordert. 
In  dieser  Beziehung  ist  Faraday  ein  hervorragendes  Beispiel  glück- 
licher Begabung.  Keine  seiner  Entdeckungen  verdankt  ihren  Ur- 
sprung dem  blinden  Zufall.  Aber  die  Voraussetzungen,  von  denen 
er  ausging,  waren  meist  ^ehr  allgemeiner  Art.  und  er  gelangte  daher 
oft  t'rst  nach  manchen  Misserfolgen  zu  einem  günstigen  Ergebniss. 
Seine  Entdeckung  der  magnetoelektrischen  Erscheinungen  wurde  durch 
den  allgemeinen  Gedanken  geleitet,  dass  jeder  Wirkung  eineG^n-- 

•i  Fischer,  iivschiohte  der  Phxsik.  I.  S.  41  u.  471:  II,  S.  lOS. 
•*)  Weileniehnv     Leiprig  1S25.     Vorrede  S.  VI. 
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Wirkung  entsprechen  müsse.     Da   der  Nachweis  erbracht  war,    dasi 
der   elektrische  Strom  die  Fähigkeit  besitzt  Eisen   und  andere   des 
Magnetismus  fähige  Körper  zu  magnetisiren,  so  schloss  er,  dass  um- 
gekehrt  auch    der  Magnet    die  Eigenschaft    besitzen    werde    einen 
elektrischen  Strom  zu  erregen,  eine  Verrauthung  die  das  Experiment 
ToUkommen  bestätigte.    Noch  unbestimmter  war  der  Anlass,  dem  er 
die  Entdeckung   der   Wirkung    des   Magnetismus    und    galvanischer 
Ströme  auf  das   polarisirte  Licht  verdankte.     Da   ihm    die  Versuche 
über  elektrische  Induction  die  Annahme  wahrscheinlich  machten,  dass 
die  elektrische  und  magnetische  Fernwirkung,  ähnlich  der  des  Schalls 
und  des  Lichtes,    auf  der  Fortpflanzung   durch   ein  Medium  beruhe, 
so  vermuthete  er,    dass  Elektricität  und  Magnetismus   von  Einfluss 
Auf  die  Lichtbewegung  sein  würden.     Erst  als  seine  Versuche,   das 
gewöhnliche  Licht  durch  einen  starken  Elektromagnet  zu  verändern, 
erfolglos   geblieben,    nahm   er   polarisirtes   Licht   zu  Hülfe,   das   er 
<larch  eine  Flüssigkeit  leitete,   und  so  entdeckte  er  die  magnetische 
Drehung  der  Polarisationsebene. 

Weit  planmässiger   kann  natürlich  von  Anfang  an  die  Unter- 
suchung verfahren,  wenn  aus  irgend  welchen  Gründen  sogleich  eine 
pracise  Fragestellung  möglich  ist,   welche  den  Beobachtungen   ihre 
JEtichtung    anweist.     Nachdem    man    längst    die   Schwingungsknoten 
^^nender  Saiten  beobachtet  und  ausserdem  bemerkt  hatte,    dass   die 
Sewegungen  leichter  Körperchen  auf  schwingenden  gespannten  Mem- 
1>raDen  an  verschiedenen  Stellen  mit  sehr  verschiedener  Energie  er- 
zeigen, konnte  die  Entstehung  der  von  Chladni  entdeckten  Klang- 
figoren   im   allgemeinen  mit  Sicherheit   vorausgesagt  werden,    wenn 
Auch  die  einzelnen  Formen  und  Bedingungen  dieser  Erscheinung  erst 
durch  den  Versuch  festzustellen  waren.   Nicht  minder  war  den  Ver- 
suchen Mellonis   über  die  Reflexion,   Brechung  und  Beugung  der 
^ärmestrahlen  der  Weg  vorgezeichnet,  da  die  Probleme  durch  die 
entsprechenden  Gesetze  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  vollkommen 
l>€8timmter  Weise  gegeben  waren,  so  dass  die  Aufgabe  hauptsächlich 
in  der  firflndung  der  Apparate   und  Methoden    bestand,    mit  deren 
Hfllfe  die  Erscheinungen  nachgewiesen  und  gemessen  werden  konnten. 
Wie  in  den  zwei  letzten  Beispielen  von  bestimmten  Erfahrungen 
&U8  andere  Erfahrungen,   die  mit  jenen  in  naher  Beziehung  stehen, 
vorausgesagt   wurden,   so   können  sich  aber  auch  aus  rein  theoreti- 
^hen  Betrachtungen  Folgerungen  ergeben,  die  auf  noch  unbekannte 
Thatsachen  hinweisen,  deren  Bestätigung  Aufgabe  der  Untersuchung 
^rt.    So  folgerte  W.  R.  Hamilton  aus  den  Voraussetzungen  der 
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Undulationstheorie  des  Lichtes  die  Thatsache  der  conischen  Refraeiion 
durch  zweiaxige  Krystalle,  und  Lloyd  gelang  es  sodann,  di^  ent- 
sprechenden Erscheinungen  am  Arragonit  experimentell  aufzufinden*). 
Ohm  hatte  sein  Grundgesetz  der  galyanischen  Kette,  wonach  die 
Intensität  des  Stromes  der  durch  die  Verschiedenheit  der  Metalle 
bestimmten  elektromotorischen  Kraft  direct  und  dem  Strömungs- 
widerstand  umgekehrt  proportional  ist,  zunächst  als  eine  Hypothese 
aufgestellt.  Diese  Hypothese  gab  aber  exacte  Gesichtspunkte  f&r 
die  Untersuchung  der  Gesetze  des  Stromes  an  die  Hand,  eine  Unter- 
suchung, welche  zur  Bestätigung  des  Ohm'schen  Gesetzes,  zugleich 
aber  zu  einer  genaueren  Bestimmung  der  Begriffe  von  elektromotori- 
scher Kraft  und  Widerstand  geführt  hat*'*').  Eines  der  glänzendsten 
Beispiele  dieser  Art  ist  endlich  Clerk  Maxwells  elektromagne- 
tische Lichttheorie.  Von  den  Beziehungen  geleitet,  die  Faraday 
bereits  zwischen  Licht  und  Elektricität  gefunden,  entwickelte  Max- 
well mathematische  Formeln,  in  denen  die  Bewegung  der  Elektri- 
cität als  eine  Wellenbewegung  dargestellt  war,  deren  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit derjenigen  der  Lichtwellen  gleichkomme.  Entsprachen 
diese  Formeln  der  Wirklichkeit,  so  musste  die  Elektricität,  gleich 
dem  Lichte,  die  Erscheinungen  der  Reflexion,  Interferenz,  Brechung 
und  Polarisation  darbieten.  Indem  nun  H.  Uertz  nachwies,  dass 
diese  Voraussetzung  zutrifft,  und  indem  er  fand,  dass  die  aus  den 
Interferenz versq  chen  berechnete  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
elektrischen  Wellen  derjenigen  der  Lichtwellen  hinreichend  nahe- 
kommt, bestätigte  er  Maxwells  Vermuthung ***). 

Wo  die  Untersuchung,  wie  in  den  zuletzt  angeführten  Bei- 
spielen, von  der  Folgerung  aus  andern  Erfahrungen  oder  von  be- 
stimmten theoretischen  Ergebnissen  ausgeht,  da  ist  von  selbst  auch 
die  Fragestellung  gegeben,  die  zur  Aufsuchung  der  geeigneten  Me- 
thode überführt.  Wenn  dagegen  irgend  eine  zufällige  Wahrnehmung 
oder  eine  unbestimmte  Vermuthung  die  erste  Anregung  bietet,  so 
sind  stets  verschiedene  Fragestellungen  möglich.  Denn  jede  Natur- 
erscheinung ist  zunächst  vieldeutiger  Art.  Sie  tritt  uns  als  Glied 
eines  verwickelten  Causalzusammenhanges  entgegen.  Ob  die  Um- 
stände die   sie  begleiten    causale  Bedingungen  sind,    und   wie   diese 


♦)  Poggendorffs  Ann.,  Bd.  28.  S.  91. 

**)  Fe  ebner,  Massbestimmungen  über  die  galvanische  Kette.  Leipzig  1831. 
***)  Clerk  Maxwell,   A  Treatise  on  Electricity  and  Magnetism.    Oxford 
1873.    H.  Hertz,  Untersuchungen  über  die  Ausbreitung  der  elektrischen  Kraft 
Leipzig  1892.     (Wiedemanns  Ann.  Bd.  31 — 41.) 
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Bedingungen  unter  einander  zusammenhängen,  zur  Entscheidung  dieser 
Fragen  bedarf  es  vor  allem  der  planmässigen  Analyse  der  Er- 
scheinungen. 

Die  einzelnen  Fragen,  deren  Beantwortung  diese  Analyse  yer- 
mitteln   soll,   können    nun  theils  vor  dem  Beginn  der  Untersuchung 
entwickelt  werden,   theils  kommen   sie  erst  während   ihres  Verlaufs 
dem  Beobachter  zum  Bewusstsein.    Nach  der  Natur  der  auf  einander 
folgenden  Fragestellungen  zerfallt  aber  die  ganze  Untersuchung  wieder 
in  zwei  Stadien.     Eine   erste   Reihe    von  Fragen  bezieht   sich   auf 
die  allgemeinen  Bedingungen   der  beobachteten  Erscheinung, 
eine  zweite  auf  die  specielleren  Eigenschaften  und  causalen 
Beziehungen  derselben.     Das  erste  Stadium    können  wir   als  das 
der  Voruntersuchung,    das   zweite  als   das   der  eigentlichen 
Untersuchung    bezeichnen.      Die    Beschaffenheit    der    Aufgaben 
bringt  es  mit  sich,   dass  die  Voruntersuchung  vorzugsweise  quali- 
tativer Art  ist.  während  in  die  eigentliche  Untersuchung  quanti- 
tative Bestimmungen  eingehen;  doch  ist  dieses  Kriterium  nicht  ent- 
scheidend, da  auch  schon  in  der  Voruntersuchung  zur  Entscheidung 
einzelner  Fragen  Messungen  erforderlich  sein  können.    Aus  den  Re- 
sultaten der  Voruntersuchung  gewinnt  die   eigentliche  Untersuchung 
die  Gesichtspunkte   für   ihre  Fragestellungen   und   für  die  Methoden 
Ujid  Hülfsmittel,  deren  sie  sich  zur  Beantwortung  derselben  bedienen 
öouss.     Die  praktische  Vorprüfung  dieser  Methoden  und  Hülfsmittel 
pflegt  daher  ebenfalls  noch,    und  meistens   sogar  vorzugsweise,    der 
Voruntersuchung   zugerechnet    zu    werden,    obgleich    sie   schon   den 
Uebergang  zur  definitiven  Untersuchung  bildet.    Beide  Stadien  unter- 
scheiden sich  sehr  augenfällig  durch  die  Art  der  in  ihnen  herrschen- 
den Fragestellungen.    Auf  die  Fragen  der  Voruntersuchung  wird  ein 
Ja  oder  Nein  als  Antwort  erwartet.    Indem  sie  eine  Reihe  möglicher 
Bedingungen  A,  B,  C ,  ,  .,  welche  bei  einer  Erscheinung  X  wirksam 
gedacht    werden   können,    durchgeht,    zerfallt    sie    in    ebenso    viele 
Einzeluiitersuchungen,  als  solche  Bedingungen  in  Erwägung  gezogen 
Verden.     Fällt   die  Antwort  verneinend   aus,    so   hat   die  Vorunter- 
suchung  ohne   weiteres   zu    einer  ferneren  Frage   überzugehen.     Ist 
sie  bejahend ,    so   bildet   das  Resultat   einen  Ausgangspunkt  für   die 
definitive  Untersuchung.     Diese  kann  nun,  anknüpfend  an  die  posi- 
tiven Ergebnisse  der  Voruntersuchung,  zunächst  bestätigende  That- 
sachen  aufsuchen,  die  jene  Ergebnisse  völlig  sichern  sollen.   Hier  bleibt 
^Verfahren  noch  ein  ähnliches;  der  Unterschied  besteht  nur  darin, 
^^  jede  Frage  schon  von  einer   bestimmten  Anschauung   über  die 
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Natur  der   beobachteten  Erscheinung  geleitet,   und   dass   daher  eine 
bestimmte  Antwort  im  voraus  erwartet  wird. 

Nach  dieser  Verification  der  Ergebnisse  der  Voruntersuchung, 
welche  den  Beginn  der  eigentlichen  Untersuchung  bildet,  wendet  sich 
die  letztere  ihrer  wichtigsten  Aufgabe  zu:  der  Ermittelung  der 
quantitativen  Eigenschaften  der  Erscheinungen.  Während  bis 
dahin  das  experimentelle  Verfahren  wesentlich  in  einer  Variation  der 
äusseren  Umstände  bestanden  hatte,  besteht  es  nunmehr  in  einer 
genauen  Messung  der  einzelnen  Elemente  der  Erscheinung  unter  den 
für  ihre  Herbeiführung  günstigsten  Bedingungen.  Die  Art  der 
Fragestellung  ist  in  diesem  abschliessenden  Theil  der  Analyse  eine 
völlig  andere.  Sie  geht  nicht  mehr  auf  ein  Ja  oder  Nein,  sondern 
auf  die  besondere  Art  oder  den  Grad  des  Eintritts  der  Erscheinung 
unter  den  gegebenen  Bedingungen.  Die  Antwort  ist  daher  stets 
eine  bejahende,  aber  sie  enthält  zugleich  die  näheren  qualitativen 
oder  quantitativen  Verhältnisse,  auf  deren  Ermittelung  speciell  die 
Frage  gerichtet  war.  Sind  auf  diese  Weise  alle  wesentlichen  Fragen 
erledigt,  die  sich  auf  die  Beschaffenheit  einer  beobachteten  Erschei- 
nung beziehen,  so  werden  dann  in  der  Kegel  die  Resultate  unmittel- 
bar oder  in  Verbindung  mit  den  Ergebnissen  anderer  Analysen  zur 
Ableitung  eines  allgemeinen  Gesetzes  verwerthet,  welches  die  Er- 
scheinung als  speciellen  Fall  in  sich  enthält.  Hiermit  tritt  die 
Analyse  der  Naturerscheinungen  in  den  Dienst  der  physikalischen 
Induction.  Ehe  jedoch  diese  beginnt,  pflegt  das  gewonnene  Er- 
gebniss  durch  eine  ümkehrung  des  Untersuchungsweges  einer  noch- 
maligen Prüfung  und  Vervollständigung  unterworfen  zu  werden, 
wenn  nicht  etwa  dieses  umgekehrte  oder  synthetische  Verfahren 
schon  gelegentlich  in  die  Analyse  der  Erscheinungen  eingegriffen 
hat.  Bevor  wir  hierzu  übergehen,  sei  der  hier  dargestellte  Gang 
der  analytischen  Untersuchung  an  einem  möglichst  vollständigen 
Beispiele  erläutert.  Ich  wähle  hierzu  Newtons  Untersuchung  der 
Farbenzerstreuung  des  Lichtes  bei  der  Brechung  im  Prisma.  Newton 
selbst  hat  zwar  in  der  späteren  Ausführung  seiner  Optik  in  Folge 
seiner  Vorliebe  für  die  synthetische  Darstellung  den  wirklichen  Gang 
der  Analyse  verdeckt;  dieser  lässt  sich  aber  mit  Hülfe  der  voran- 
gegangenen einzelnen  Arbeiten  über  den  Gegenstand  unschwer 
wiederherstellen*).      Wenn  bemerkt  worden  ist,   dass  die  Optik  das 


*)  Neben  der  Optik  kommen  hier  in  Betracht  die  Abhandlungen  in  den 
Pliilos.  Transact.  von  1672 — 1688.    Die  letzteren  sind  auszugsweise  ins  Deutsche 
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schwächste  Product  des  Newton'scben  Geistes  sei'*'),  so  mag  diesem 
Ausspruch  hinsichtlich  des  bleibenden  Erfolgs  der  Theorien  eine 
gewisse  Wahrheit  zukommen;  für  die  experimentelle  Analyse  yer- 
wickelter  Erscheinungen  aber  ist  sie  noch  heute  ein  mustergültiges 
Beispiel. 

Die  Entdeckung  der  Farbenzerstreuung  hat  aus  einer  zufalligen 
Wahrnehmung  ihren  Ursprung  genommen.     Das   Farbenspiel  eines 
dreiseitigen  gläsernen  Prismas  beobachtend,  gerieth  Newton  auf  den 
öedanken,   dieses   vor   die  Oeffnung   eines   Fensterladens  zu  halten, 
durch  welchen  das  Sonnenlicht  fiel.     Zu  seiner  üeberraschung  be- 
merkte  er,    dass    die    an    der   gegenüberliegenden  Wand  des  Ter- 
donkelten  Zimmers  erscheinenden  Farben   nicht  ein  der  Oestalt  der 
Ladenöffnung  entsprechendes  kreisrundes,  sondern  ein  längliches  Bild 
mit  geraden  Seitenlinien  darboten.    Er  vermuthete  zunächst,  Unter- 
schiede in  der  Dicke  oder  in  der  Gestalt   des  Glases  möchten  die 
Erscheinung  veranlassen ;  er  liess  daher  das  Licht  durch  verschiedene 
Stellen  des  Glases  fallen,   veränderte   die  Grösse  der  Ladenöffhung, 
brachte  das  Prisma  ausserhalb   statt  innerhalb  derselben  an,   ohne 
dass  sich  jedoch  die  Erscheinung  veränderte.    Nunmehr  legte  er  sich 
die  Frage  vor,   ob  Unregelmässigkeiten   in   der  Structur  des  Glases 
die  Ursache  der  Lichtzerstreuung  sein  könnten.     Demgemäss  stellte 
er  dicht  hinter   dem   ersten  Prisma   ein  zweites  ihm  völlig  gleiches 
auf,  dem  aber  eine  entgegengesetzte  Lage  gegeben  war.    Er  schloss, 
die  regelmässigen  Wirkungen   der  Prismen  würden  auf  diese  Weise 
3ich  aufheben,   während  irgend  welche   irreguläre  Wirkungen  nicht 
aufgehoben,  sondern  möglicher  Weise  verstärkt  würden.     Es  zeigte 
aich,  dass  das  durch  das  zweite  Prisma  gebrochene  Licht  eine  voll- 
kommen  kreisrunde   Form   annahm;    die   Frage    nach   der  Existenz 
J€ner  irregulären  Wirkungen   war  also   in  verneinendem  Sinne  ent- 
schieden.    Nun  war  noch  die  Vermuthung  möglich,  es  könnten  die 
▼on  verschiedenen  Punkten  der  Sonnenscheibe  ausgehenden  Strahlen 
^ter  verschiedenen  Winkeln   in   das  Prisma  eintreten  und  dadurch 
^ine  abweichende  Brechung  erfahren.    Newton  mass  daher  alle  bei 
dem  Versuch  in  Betracht   kommenden  Linien   und  Winkel;   es  fand 
^,  dass  die  Breite  des  prismatischen  Bildes  genau  dem  scheinbaren 
Durchmesser  der  Sonnenscheibe  entsprach,   dass  dagegen  die  Länge 
um  mehr  als  das  Fünffache   grösser   war.     Ausserdem   zeigte   sich, 

ft^setzt  in  dem  "Werk:    Abhandlungen   aus   den   Philosophical   Transactions. 

^pag  1779,  8.  192  flf. 

*)  Vgl.  Poggendorff,  Geschichte  der  Physik.    Leipzig  1879,  S.  691. 
Wiindt,  Logik.  H,  1.    2.  Aufl.  23 
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dass  selir  geringe  Veränderungen  in  den  Neigungen  des  Prisn 
ebenfaUs  nur  sehr  geringe  Verschiebungen  des  prismatischen  BUJ 
bewirkten.  Dadurch  war  die  vermuthete  Wirkung  einer  yerschieden 
Neigung  der  einfallenden  Lichtstrahlen  beseitigt.  Endlich  blieb  ei 
letzte  Annahme  zu  prüfen:  die  Lichtsirahlen  könnten,  analog  ein< 
elastischen  Ball,  der  einen  schrägen  Schlag  erhalten  hat,  nach  d( 
Durchtritt  durch  das  Prisma  in  Folge  einer  möglicher  ViTeise  sta 
findenden  Combination  fortschreitender  und  drehender  Bewegu 
krumme  Linien  beschreiben,  wodurch  die  LichttheUchen  in  Fol 
ihres  Zusammenstosses  yon  den  Orten  grössten  nach  denen  kleinst 
Widerstands  abgelenkt  würden.  Newton  mass  demnach  die  Gest 
des  prismatischen  Bildes  in  yerschiedenen  Entfernungen  vom  Prisn 
dabei  ergab  sich  aber,  dass  sich  alle  gebrochenen  Strahlen  gen 
linig  fortpflanzten:  auch  diese  Frage  war  also  verneinend  entschied« 
Nun  blieb  als  einzige  Auskunft;  die  übrig,  anzunehmen,  dass  c 
Sonnenlicht  in  Strahlen  von  verschiedener  Brechbarkeit  zerlegt  wen 
und  dass  diese  verschieden  brechbaren  Strahlen  zugleich  von  v< 
schiedener  Farbe  seien.  Um  dies  zu  prüfen,  fing  Newton  c 
prismatische  Bild  auf  einem  Schirm  auf,  in  welchem  ein  kleii 
Loch  angebracht  war,  durch  das  nur  ein  kleiner  Theil  des  j 
brochenen  Lichtes  hindurchtreten  konnte.  Hinter  dem  Loch  befa 
sich  ein  zweites  Prisma,  in  weJchem  der  hindurchgetretene  Stn 
abermals  gebrochen  wurde.  Verschob  man  nun  den  Schirm  so,  di 
successiv  die  einzelnen  Farbestrahlen  nach  dem  zweiten  Prisma  ( 
lenkt  wurden,  so  zeigte  es  sich,  dass  sie  in  diesem  eine  versch 
den  starke  Brechung  erfuhren,  das  rothe  Licht  die  schwächs 
das  violette  die  stärkste.  Hiermit  war  die  letzte  Frage  bejahe 
entschieden:  nach  Ausschluss  aller  andern  Möglichkeiten  war  l 
wiesen,  dass  das  Sonnenlicht  Strahlen  von  verschiedener  Farbe  u 
Brechbarkeit  enthält.  Mit  Recht  hat  Newton  den  Versuch,  d 
diesen  Beweis  erbrachte,  und  der  im  wesentlichen  die  noch  hec 
geläufige  Form  für  die  Darstellung  der  verschiedenen  Brechbarki 
der  Farben  ist,  ein  Experimentum  crucis  genannt.  Wenn  irgei 
einem,  so  kann  am  ehesten  demjenigen  Versuch,  der  die  Vorunte 
suchung  abschliesst  und  der  eigentlichen  Untersuchung  ein  erst 
allgemeines  Resultat  zur  näheren  Analyse  überliefert,  die  Rolle  ein 
entscheidenden  Experimentes  zuerkannt  werden. 

Zunächst  suchte  nun  Newton  das  gewonnene  Ergebniss  dur( 
verschiedene  Versuche  zu  bestätigen.    Er  combinirte  zwei  Prismen 
solcher  Weise,  dass  das  erste,  wie  gewöhnlich,  ein  vertical  stehend^ 
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Earbenband  entwarf,  das  zweite  aber,  das  gegen  jenes  um  90^  ge- 
dieht war,    das  Spektrum   nach   der  Seite  ablenkte.     Wären  andere 
Bedingungen  als  die  verschiedene  Brechbarkeit  der  verschiedenfarbigen 
Strahlen  wirksam,   so   würde  in   diesem  Fall   eine  horizontale  Ver- 
breiterung  des  Bildes   durch   das  zweite  Prisma  zu   erwarten  sein; 
eine  solche   trat  aber   nicht   ein,   und   sie  blieb  auch  dann  aus,   als 
durch  ein  hinzugefügtes  drittes  und  viertes  Prisma  sehr  starke  seit- 
liche Ablenkungen  des   Bildes  erzielt  wurden.     In   einem  weiteren 
Versuch  brachte  er  zwei  Oefifnungen  über  einander  in  dem  Fenster- 
laden und  vor  jeder  derselben  ein  Prisma  an,   so  dass  zwei  vertical 
Über  einander  stehende  Spektren  entworfen  wurden.     Liess  er  nun 
ans  beiden  Prismen  die  gebrochenen  Strahlen  durch  ein  drittes  gehen, 
dessen    brechende    Kante    vertical    gestellt   war,    so    wurden    beide 
Spektren  vollkommen  gleichmässig  nach  der  Seite  abgelenkt.     Eine 
^weitere  Modification  des  Versuchs  mit  zwei  Spektren  bestand  darin, 
dass  er  den  zwei  vor  die  beiden  Oefifnungen  gestellten  Prismen  eine 
Xage   gab,   bei   der   auf  einem   weissen  Papier  das  rothe  Ende  des 
einen  Spektrums  dicht  neben  das  violette  des  andern  zu  liegen  kam. 
Setrachtete  er  nun  das  Bild  durch  ein  drittes  Prisma,  so  erschienen 
das  Roth  und  Violett  wegen  ihrer  verschiedenen  Brechbarkeit  durch 
einen    Zwischenraum    getrennt.      Von    hier    aus    schritt   Newton 
endlich  zur   quantitativen  Bestimmung   der   einzelnen  Elemente   der 
l)eobachteten   Erscheinung.      Zu    diesem   Zweck    mussten   möglichst 
günstige    Versuchsbedingungen    für    die    deutliche    Entwerfung    des 
Spektrums   getroffen  werden.     Das  Zimmer  wurde  stark  verdunkelt, 
das  durch  eine  Ladenöffnung  eintretende  Sonnenlicht  durch  eine  Linse 
gesammelt    und    unmittelbar   hinter    dieser    das    Prisma    aufgestellt, 
welches,  am  Rand  mit  schwarzem  Papier  bedeckt,  einen  brechenden 
Winkel  von  65 — 70*^  hatte  und  aus  reinstem  Glase  oder  aus  Spiegel- 
glasplatten, zwischen  welche  Bleizuckerlösung  gebracht  war,  bestand. 
In  dem  auf  einem   weissen  Papier   aufgefangenen  Spektrum  wurden 
dann  die   Grenzen   der  einzelnen  Farben   durch   gerade   Linien   be- 
zeichnet.    Die   Distanzen   dieser   Linien   konnten   den  Unterschieden 
des   Brechungssinus    proportional    gesetzt    werden.      Nachdem    das 
Brechungsverhältniss  der  am  stärksten  und  der  am  wenigsten  brech- 
baren Strahlen   für   sich   ermittelt   war,    ergab   sich   daher   nun  das 
»Her  andern. 

Nicht  immer  ist  es  nöthig,  dass  alle  Fragen,  die  sich  im  Laufe 
der  Untersuchung  ergeben,  so  wie  in  dem  erörterten  Beispiel  auf 
^iperimentellem  Wege  erledigt  werden.   Zuweilen  lassen  sich  gewisse 
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Vermuthungen  a  priori  beseitigen,   da  sie   zu  Folgerungen   fttluren 
die  mit  bereits  bekannten  Erfahrungen  im  Widerspruch  stehen.   Fü 
solche  Theile  der  Untersuchung  pflegt  dann  die  mathematische  di« 
Stelle  der  experimentellen  Analyse  zu  vertreten.     Insbesondere  kam 
auf  diese  Weise  die  Voruntersuchung  theilweise  oder  ganz  yom  Oe 
biete  der  Physik  auf  dasjenige  der  mathematischen  Speculation  ver 
legt  werden.    Natürlich  findet  dies  namentlich  in  jenen  Fällen  statt 
wo  neue  Thatsacheu  auf  Grund  bereits   bekannter  vermuthet  ode 
vorausgesagt  werden.  Ueberhaupt  aber  liegt  hierin  ein  grosser  Vorzug 
den  der  analytische  Scharfsinn  vor  dem  blossen  Beobachtungstalent( 
voraus  hat,   dass   er  zur  Erledigung  gewisser  Fragestellungen  gs 
nicht  des  Experimentes  bedarf  und  dadurch  eine   Menge  unnQtiei 
experimenteller  Arbeit  zu  ersparen  weiss.   Es  kann  dann  geschehen 
dass  der  Beobachter  sogleich  mit  der  nchtigen  Vermuthung  an  di< 
Untersuchung  herantritt  und   diese  mit  einem  Experimentum  crucii 
beginnen  lässt.    So  beseitigte  Galilei  die  zu  seiner  Zeit  verbreitet 
und  anfänglich   von   ihm   selbst  getheilte  Annahme,    dass   die  Ge 
schwindigkeit  frei  fallender  Körper  im  Verhältniss  des  zurückgelegtei 
Weges   zunehme,    einfach  durch  den   Nachweis,    dass    nach   diesei 
Voraussetzung  die  Körper  beliebige  Höhen  von  verschiedener  Gross« 
in  der  nämlichen  Zeit  durchlaufen  müssten.     Ebenso  aber  prüfte  ei 
die  richtige  Annahme,    dass  die  Geschwindigkeit  im  Verhältniss  dei 
verflossenen  Zeit  zunehme,  zuerst  in  Bezug  auf  alle  ihre  Folgen,  eh< 
er  zu  der  Bestätigung   durch   den  Versuch  schritt.     In  noch  anden 
Fällen  kann  der  Gang  der  Analyse  deshalb  scheinbare  Abweichungei 
darbieten,    weil   die   einzelne   Untersuchung   nur    einen   Theil   eine: 
zusammenhängenden  Reihe   von  Forschungen  bildet,   die   sich   untej 
Umständen  über  lange  Perioden  der  wissenschaftlichen  Entwicklung 
erstrecken.      Hier    füllt    dann    natürlich    die    Arbeit    des    einzelner 
Forschers  nur  eine  einzelne  Lücke  in  dem  grösseren  Zusammenhang 
aus,   durch   dessen  Betrachtung   sich   erst   ein  Ueberblick   über  dei 
Gang  der  Analyse  im  ganzen  gewinnen  lässt.    Nimmt  man  zu  diesei 
historischen  Continuität  der  wissenschaftlichen  Arbeit  noch  das  schon 
berührte  Eingreifen   der  mathematischen  Analyse   sowie  die  oft  sich 
ereignende  Thatsache  hinzu,  dass  zur  Erreichung  des  nämlichen  Zieles 
nicht  selten  verschiedene  Wege  bald  neben,  bald  nach  einander  ein- 
geschlagen  werden,    so   wird   es    begreiflich,    dass   es   nicht  wenige 
Analysen  physikalischer  Erscheinungen  gibt,  deren  vollständige  Schil- 
derung   die   geschichtliche   Darstellung    ganzer   Gebiete    der   Physifa 
voraussetzen  würde. 
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b.   Die  synthetische  Erzeugung  der  Naturerscheinungen. 

Die  Analyse  der  Erscheinungen   kann  für  sich  allein  genügen, 
um  eine   exacte  Beschreibung  derselben   möglich  zu  machen.     Ein 
Beispiel  einer  in  dieser  Beziehung  vollständigen  Analyse  haben  wir 
in  Newtons  Untersuchung  der  Farbenzerstreuung  kennen  gelernt. 
£s  kann   sich   aber  auch  ereignen,   dass   diese  Analyse   ein  mehr- 
deutiges   Resultat    liefert,    und    dass    zwischen    den    verschiedenen 
Hdglichkeiten ,   die   sie  offen   l'ässt,    auf  analjrtischem   Wege   keine 
Entscheidung    zu  gewinnen  ist.     So   kann   man  z.  B.  bei   der  von 
Belmholtz  gelehrten  Analyse  der  Klänge  mittelst  Resonatoren,  die 
auf  die  in    dem  Klang   vermutheten  Partialtöne    abgestimmt   sind, 
SQCcessiy  jeden  einzelnen   der  letzteren  für  das  Ohr  verstärken  und 
auf  diese  Weise  den   ganzen  Klang  in  seine  Bestandtheile  zerlegen. 
JEs  bleibt  aber  hier  der  Einwand,   der  in  der  That  erhoben  worden 
ut,  dass  in  dem  mit  dem  Ohr  verbundenen  verstärkenden  Resonator- 
x-ohr  möglicher  Weise  die  Töne  erst  entstehen,  und  dass  sie  also  in 
dem  objectiven  Klang  gar  nicht  enthalten  seien.     Im  ersten  dieser 
f*alle,    wo   die  Analyse   für   sich  schon  ein  unzweifelhaftes  Resultat 
liefert,  wird  die  Hinzufügung  der  synthetischen  Untersuchung  wün- 
schenswerih  sein,  da  sie  immerhin  einen  bestätigenden  Werth  besitzt 
ixnd  gegen  etwa  übersehene  Einwände  sichert;  im  zweiten  Fall,  wo 
das  analytische  Ergebniss  mehrdeutig  ist,  wird  sie  unerlässlich  sein, 
da  hier  ein  Ezperimentum  crucis  eigentlich  erst  auf  dem  synthetischen 
V^ege  möglich  ist. 

Zur  Bestätigung   des    analytischen  Ergebnisses    seiner   Unter- 
suchungen über  das  prismatische  Spektrum  hat  Newton  selbst  schon 
^^ei  Versuche    von    synthetischem    Charakter    ausgeführt:     er   hob 
^istens  die  durch  ein  Prisma  erhaltene  Farbenzerstreuung  wieder  auf, 
^dem  er  entweder  dicht  hinter  dem  ersten  ein  zweites  von  derselben 
-Beschaffenheit  aber   entgegengesetzter  Lage   anbrachte,   oder  indem 
^i  das  zerstreute  Licht  durch  eine  in  einiger  Entfernung  befindliche 
Sammellinse  treten  liess;  in  beiden  Fällen  wurde  durch  die  Verbin- 
^irng  sämmtlicher  Farbestrahlen .  wieder  Weiss   erhalten.     Zweitens 
^öiachte  er  pulverige  Pigmente   in   dem  Verhältnisse,    welches   die 
■Farben  im  Spektrum  zeigten,  und  gewann  auf  diese  Weise  ein  graues 
^er  bei  starker  Beleuchtung  weisses  Pulver.     Diese  Versuche  ent- 
wten  nicht  mehr  als  eine  weitere  Bestätigung  der  auf  analytischem 
•  'f öge  gewonnenen  Ergebnisse.     Der  Hauptnutzen   einer  vollständig 
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durchgeführten  synthetischen  Untersuchung  besteht  aber  darin,  dac 
sie  es  am  leichtesten  möglich  macht,  in  willkürlicher  Weise  di 
qualitativen  und  quantitativen  Bedingungen  der  Erscheinungen  z 
variiren.  In  dieser  Beziehung  hat  zum  Theil  erst  die  auf  Newto 
gefolgte  Entwicklung  der  Optik  die  synthetische  Untersuchung  ve] 
vollst'ändigt.  Dies  ist  namentlich  unter  der  Anwendung  von  zw( 
Methoden  geschehen :  erstens  durch  die  Mischung  von  Spektralfarbe 
in  beliebiger  Zahl  und  in  beliebigen  Intensitätsverhältnissen ,  un 
zweitens  durch  die  Mischung  von  Farbeneindrücken  mittelst  d( 
zuerst  von  Muschenbroek  angewandten  rotirenden  Scheiben.  Hiei 
durch  ist  es  möglich  geworden,  eine  Reihe  von  Thatsachen  zu  ei 
mittein,  die  auf  analytischem  Wege  niemals  zu  gewinnen  warei 
So  fand  man  mittelst  der  synthetischen  Methode,  dass  durch  Mischun 
zweier  einander  im  Spektrum  nahestehender  Farben  die  zwischei 
liegende  Farbe  erhalten  wird,  dass  jede  Farbe  zusammen  mit  ein< 
bestimmten  andern,  ihrer  so  genannten  Ergänzungsfarbe,  Weiss  ei 
zeugt;  und  die  Yergleichung  der  in  Bezug  auf  die  Ergänzungsfarbc 
festgestellten  Ergebnisse  führte  endlich  zur  Annahme  der  drei  Grunc 
färben  als  derjenigen  drei  einfachen  Farben,  aus  denen  alle  möj 
liehen  Farben  sammt  dem  Weiss  durch  Mischung  entstehen  könnei 
eine  Annahme,  die  schliesslich  ebenfalls  direct  auf  synthetische] 
Wege  bestätigt  wurde,  indem  man  die  drei  Grundfarben  in  den  vei 
schiedensten  Mengeverhältnissen  am  Farbenkreisel  mischte.  Ms 
sieht  aus  diesem  Verlauf,  dass  auch  die  synthetische  Untersuchun 
aus  einer  Iteihe  von  Fragestellungen  sammt  den  darauf  gesuchte 
und  gefundenen  Antworten  besteht.  Diese  Fragestellungen  knüpfe 
im  allgemeinen  an  zuvor  gewonnene  Ergebnisse  an,  und  sie  zerfalle 
vneder  in  zwei  Classen :  in  eine  erste,  bei  der  man  einfach  eine  ün 
kehrung  der  vorher  ausgeführten  Zerlegung  der  Erscheinungen  vei 
langt,  und  in  eine  zweite,  bei  der  eine  genauere  Bestimmung  ue 
Messung  der  Erscheinungen  mit  Rücksicht  auf  ihre  Factoren  g( 
fordert  wird. 

Dieses  Verhältniss  zwischen  analytischer  und  synthetischer  M( 
thode  wird  nur  in  jenen  schon  oben  (S.  348)  berührten  Fällen  vei 
schoben,  wo  nicht  eine  unmittelbar  gegebene  Erscheinung  GegenstaB 
der  Untersuchung  ist,  sondern  wo  die  Existenz  einer  noch  ui 
bekannten  Erscheinung  aus  irgend  welchen  Gründen  vermuthet  vnr( 
und  es  sich  nun  vor  allem  um  die  Herstellung  der  Bedingungen  zi 
Erzeugung  der  Erscheinungen  handelt.  Hier  ist  die  vermuthete  Ei 
scheinung   in   der  Regel   von  zusammengesetzter  Art,   und  sie  mus 
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iurch  die  Combination  bestimmter,  bis  jetzt  noch  nicht  in  ihrer 
Terbindung  beobachteter  Bedingungen  hergestellt  werden.  So  be- 
gannen Oersted,  als  er  die  Wirkung  des  elektrischen  Stromes  auf 
die  Magnetnadel,  und  Farad ay,  als  er  die  Wirkung  des  Magnetes 
auf  das  polarisirte  Licht  nachzuweisen  versuchte,  mit  einem  syntheti- 
schen Verfahren.  In  beiden  Fällen  schloss  sich  dann  erst  an  die 
Entdeckung  der  Erscheinung  die  Analyse  derselben  an. 

c.    Die  physikalische  iDduction. 

Bei   der  Analyse   der  Naturerscheinungen  ist   der  Gegenstand 
der  Untersuchung   die   einzelne   Erscheinung.     Die   Analyse    ist 
vollendet,   wenn  sie  dieselbe  in  ihre  sämmtlichen  Bestandtheile  zer- 
legt und   damit  alle  bei   ihr   vorkommenden  Bedingungen  ermittelt 
lat.     Ebenso   bezieht   sich   die   synthetische   Erzeugung  unmittelbar 
nur  auf  einzelne  Erscheinungen,  jedoch  mit  dem  Unterschiede  dass 
sie  den  Gang  der  Analyse  umkehrt,  indem  sie  durch  die  Combination 
bestimmter  Erscheinungen  andere  hervorbringt,   die  entweder  durch 
«ine  vorangegangene  Analyse  in  jene  zerlegt  worden  sind,  oder  von 
4enen   man   aus   irgend   welchen  Gründen   vermuthet,   dass   sie   aus 
ihrer  Verbindung   entstehen   können.     Das  Ziel  beider  ist  daher  die 
vollständige  Kenntniss   aller  Einzelthatsachen ,   aus   denen   sich   eine 
Erscheinung  zusammensetzt,  und  der  Art  ihrer  Verbindung.    Hiermit 
ist  nun  aber  der  Zweck  der  physikalischen  Untersuchung  noch  nicht 
erreicht.     Diese    will    dem    logischen    Erklärungsbedürfniss   Genüge 
leisten,  indem  sie  aus  den  einzelnen  Erscheinungen  allgemeine  Natur- 
gesetze gewinnt,   aus   denen  wiederum  die  Erscheinungen  selbst  als 
'lothwendige  Folgen   abgeleitet  werden  können.     Letzteres  Geschäft 
**Ilt  nicht  der  Analyse   und  Synthese   als  solchen  zu,   sondern  der 
physikalischen  Induction,   welche   dabei  die  ersteren  als  Hülfs- 
^^üttel   verwendet.     Nichts   desto  weniger  kann   auch   hier   über  die 
*<>gischen  Grenzen   dieser  Methoden   kein  Zweifel   sein,   da  die  Zer- 
^^gung  oder  Zusammensetzung  einer  Erscheinung  und  die  Gewinnung 
^Ügemeiner  Sätze   aus   einzelnen  Thatsachen  sehr  verschiedene  Pro- 
^^0886  sind,  deren  logisches  Verhältniss  es  begründet,  dass  die  beiden 
^J^sten  dem  letzteren  vorausgehen  müssen.     Insofern  die  Gesetze,  die 
^ich    als    Resultate    von    Inductionen    ergeben,    die    verschiedensten 
Qirade   der  Allgemeinheit   besitzen   können,   ist   es   aber  begreiflich, 
^si88  die  Induction  nicht  etwa  bloss  das  Geschäft  der  Untersuchung 
^Whliesst,  indem  sie  aus  den  Ergebnissen  einer  Reihe  von  Analysen 
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und  Synthesen  einen  allgemeinen  Satz  ableitet,  sondern  dass  sie  nicli 
selten  schon  ein  einzelnes  analytisches  oder  synthetisches  Resnlti 
in  ein  Gesetz  umformt,  dessen  weitere  Prüfung  und  Verallgemeine 
rung  sie  dann  der  ferneren  Untersuchung  fiberlässt.  Doch  ist  i 
solchen  Fällen  das  Resultat  der  Analyse  von  der  daran  geknüpfte 
Induction  logisch  immerhin  leicht  zu  unterscheiden;  auch  hat  d( 
aufgestellte  Satz,  so  lange  die  weitere  Prüfung  nicht  eingetreten  is 
immer  nur  einen  hypothetischen  Werth.  So  war  es  zunächst  ein 
Hypothese,  wenn  Newton  auf  das  analytische  Resultat,  dass  df 
Prisma  einen  Sonnenstrahl  in  farbige  Strahlen  von  verschieden« 
Brechbarkeit  zerlegt,  den  Satz  gründete,  dass  das  Sonnenlicht  ai 
Farbestrahlen  zusammengesetzt  sei.  Wäre  z.  B.  der  Versuch,  durc 
die  Mischung  der  Spektralfarben  wieder  Weiss  zu  erzeugen,  dauern 
misslungen,  so  würde  es  nöthig  geworden  sein,  zu  einer  andei 
Voraussetzung  zu  greifen  und  diese  durch  weitere  Versuche  zu  prüfei 
In  diesem  Fall  bestand  also  der  nächste  Schritt  zum  Vollzug  d< 
Induction  in  der  Umkehrung  des  analytischen  Verfahrens,  in  d< 
Synthese  des  weissen  Lichts  durch  Farbenmischung.  Weitere  Unte] 
Stützung  fand  dann  die  Induction  in  der  bereits  von  Newton  selb 
unternommenen  Analyse  der  Körperfarben  mittelst  des  Prismas  ur 
späterhin  in  den  Resultaten,  welche  die  Untersuchung  der  unt< 
anderweitigen  Bedingungen,  wie  bei  der  Beugung  und  Interferen 
auftretenden  Farbenerscheinungen  lieferte. 

Wie  die  Analyse  der  Erscheinungen  in  der  Regel  von  eini 
zufälligen  Wahrnehmung  ausgeht,  so  pflegt  die  Induction  an  di 
Resultat  einer  ersten  Analyse  anzuknüpfen  und  von  diesem  aus  de 
ganzen  Gang  der  weiteren  Untersuchung  zu  lenken.  Die  Induction  bt 
stimmt  so  die  Reihe  der  Fragestellungen  und  dadurch  die  Ordnung,  : 
welcher  die  einzelnen  analytischen  und  synthetischen  Untersuchung^ 
ausgeführt  werden.  Diese  können  an  und  für  sich  betrachtet  sei 
vollkommen,  und  dennoch  kann  die  daran  geknüpfte  Induction  fehle: 
haft  sein  —  sei  es,  dass  die  Resultate  in  unrichtiger  Weise  vei 
knüpft  wurden,  oder  dass  man  nicht  alle  einzelnen  Versuche  au: 
geführt  hat,  die  zum  Vollzug  einer  triftigen  Induction  erforderlic 
sind.  So  ist  Newtons  Untersuchung  der  Farbenzerstreuung  e 
Muster  vorzüglicher  Analyse.  Dagegen  war  es  eine  fehlerhafte  Ii 
duction,  als  er  auf  die  Messung  der  Farbenbänder  des  prismatische 
Spektrums  den  Schluss  gründete,  die  Raumverhältnisse  der  siebe 
prismatischen  Farben  entsprächen  den  relativen  Saitenlängen  d< 
phrygischen  Tonleiter.   Hier  versäumte  er  es,  das  an  seinen  Prisme 
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^^onnene  Resultat  durch  Versuche  mit  verschieden  brechenden 
Substanzen  zu  prQfen,  d.  h.  die  Analyse  der  einen  Erscheinung 
durch  weitere  Analysen  ähnlicher  Erscheinungen  unter  veränderten 
Bedingungen  zu  vervollständigen.  In  dieser  Beziehung  wurde  die 
Untersuchung  erst  durch  Dollond*)  zu  Ende  geführt,  welcher  die 
Abhängigkeit  der  Farbenzerstreuung  von  der  brechenden  Substanz 
des  Prismas  und  damit  zugleich  die  Unrichtigkeit  der  Induction 
Newtons  nachwies. 

Auch  die  physikalische  Induction  kann  sich  in  den  drei  Stadien 
ToUziehen,  die  wir  als  die  Stufen  einer  vollständigen  Induction  kennen 
lernten:  in  der  Aufstellung  empirischer  Gesetze,  der  Verallgemeine- 
rung der  letzteren,  und  der  Ableitung  von  Causalgesetzen  zum  Zweck 
der  logischen  Verbindung  der  Thatsachen.  (Vgl.  Abschn.  I,  S.  26.) 
Aber  die  Tendenz  der  Erklärung,  die  von  Anfang  an  die  physi- 
kalische Vfissenschaft  erfüllt,  drängt  hier  rasch  über  die  beiden  ersten 
Stadien  hinweg  und  verursacht,  dass  man  namentlich  bei  den  ein- 
facheren Naturerscheinungen  sofort  den  empirischen  Resultaten  eine 
causale  Interpretation  zu  geben  sucht.  Diese  Ueberholung  der  ersten 
Indactionsstufen  ist  natürlich  um  so  auffallender  geworden,  je  mehr 
sich  durch  den  Portschritt  der  Wissenschaft  überall  in  bereits  fest- 
gestellten Causalgesetzen  Beziehungen  darboten,  an  die  neue  Ergeb- 
nisse anknüpfen  konnten.  Während  daher  in  den  vorangegangenen 
Jahrhunderten  immerhin  so  einfache  Gesetze  wie  das  SnelTsche 
Brechungsgesetz  des  Lichtes  oder  das  Boyle'sche  Gesetz  der  Zu- 
sainmendrückbarkeit  der  Luft  zunächst  als  rein  empirische  Formu- 
"Hingen  auftraten,  besitzt  gegenwärtig  der  Ausdruck  empirisches 
"besetz  in  der  Physik  geradezu  die  Nebenbedeutung  einer  regel- 
i^assigen  Beziehung,  die  wegen  ihrer  verwickelten  Beschaffenheit 
vorläufig  einer  causalen  Analyse  unzugänglich  ist.  Durch  diesen 
'Äschen  Uebergang  zur  causalen  Betrachtung  ist  in  der  Physik  weit 
Diehr  als  in  andern  Erfahrungswissenschaften  die  Induction  in  innige 
Verbindung  mit  der  Deduetion  getreten,  von  der  sie  sich  nur  durch 
«en  provisorischen  Charakter  der  hinsichtlich  der  causalen  Be- 
ziehungen aufgestellten  Hypothesen  und  durch  die  zur  Prüfung 
üeser  provisorischen  Hypothesen  eingeschlagenen  Methoden  unter- 
scheidet. 

Die    Hypothese    schliesst    nicht,    wie   zuweilen  angenommen 
^^d,   das  Geschäft   der  Induction  ab,    sondern    auf  physikalischem 
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Oebiete  begleitet  sie  dieselbe  in  der  Regel  während  ihres  ganz 
Verlaufes.  Die  Aufstellung  der  Hypothesen  wird  schon  vorbereii 
innerhalb  jener  Analyse  der  Erscheinungen,  welche  die  der  eigei 
liehen  Induction  vorausgehende  exacte  Beschreibung  der  Thatsach 
vermittelt.  Denn  hier  bereits  besteht  die  Analyse  in  der  Prüfu: 
von  Vermuthungen ,  die  durch  bestimmte  experimentell  zu  lösen 
Fragestellungen  an  die  Hand  gegeben  sind.  Ein  wichtiger  üntc 
schied  liegt  nur  darin,  dass  sich  diese  Vermuthungen  zunächst  bk 
auf  das  Wie,  nicht  aber  auf  das  Warum  der  Erscheinungen  b 
ziehen.  Die  Vermuthung  wird  erst  in  dem  Augenblick  zur  Hyp 
these,  wo  sie  die  Frage  nach  den  Ursachen  des  Geschehens  in  si 
schliesst.  Die  Erfordernisse  einer  brauchbaren  provisorischen  Hyp 
these  bestehen  darin,  dass  dieselbe  einerseits  dem  durch  die  exac 
Beschreibung  gegebenen  Inhalt  der  Erscheinung  selbst  oder  (bei  ei 
zu  entdeckenden  Erscheinungen)  dem  Inhalt  des  die  Hypothe 
liefernden  verwandten  Erscheinungsgebietes  angepasst  ist,  und  da 
sie  anderseits  mit  den  allgemeinen  Principien  der  Naturerklärui 
übereinstimmt.  Hiermit  bleibt  immer  noch  für  die  Gestaltung  d 
Hypothesen  ein  weiter  Spielraum,  und  es  ist  daher  begreiflich,  da 
namentlich  im  Anfang  einer  physikalischen  Untersuchung  verschi 
dene  gegen  einander  kämpfen  können.  Gerade  hierin  liegt  jedo- 
ein  wesentliches  Hülfsmoment  der  Induction,  indem  die  widerstrc 
tenden  Anschauungen  zur  Aufsuchung  von  Thatsachen  anregen,  d 
zwischen  ihnen  entscheiden.  So  hat  die  Optik  ihre  grössten  Foi 
schritte  gemacht  in  der  Zeit,  da  die  Emanations-  und  Undulation 
hypothese  um  die  Herrschaft  stritten.  Volta's  Fundamentalversucl 
über  die  Entstehung  der  Elektricität  durch  den  Contact  der  Metal 
verdanken  ihre  Anregung  der  Bestreitung  der  Hypothese  Galvan 
von  dem  thierischen  Ursprung  des  galvanischen  Stroms;  später  h 
der  Streit  der  Contact-  mit  der  chemischen  Hypothese  dem  när 
liehen  Gebiet  wichtige  Untersuchungen  zugeführt.  Uebrigens  wi 
durch  eine  in  rein  descriptiver  Absicht  unternommene  vorläufij 
Analyse  der  Erscheinungen  die  Zahl  möglicher  Annahmen  imm 
bereits  erheblich  eingeschränkt;  darum  ist  es  schon  aus  diese 
Grunde  wünschenswerth,  dass  der  eigentlichen  Induction  wo  mö| 
iich  eine  bis  zur  exacten  Beschreibung  des  Thatbestandes  führen^ 
Analyse  vorausgehe. 

Die  Prüfung  der  provisorischen  Hypothesen  besteht  ai 
einer  Reihe  analytischer  und  synthetischer  Untersuchungen,  die  zi 
nächst  einen  vorwiegend  qualitativen  Charakter  besitzen.     Ist  fl 
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ein.  bestimmtes  Gebiet  von  Erscheinungen  eine  grössere  Anzahl  sich 
g'egenseitig  ausschliessender  Hypothesen  aufgestellt,  so  repräsentirt 
jede  derselben  einen  als  möglich  angenommenen  Causalcomplex.  Um 
anter  diesen  ursächlichen  Momenten  das  geeignete  wählen  zu  können, 
genügt  es  im  allgemeinen,  bestimmte  Bedingungen  einzuführen  oder 
hinwegzulassen ;  und  wo  dabei  eine  quantitative  Abstufung  der  Be- 
dingungen nöthig  wird,  da  ist  immerhin  eine  genaue  Messung  in 
diesem  Stadium  der  Untersuchung  noch  nicht  erforderlich.  Die 
hauptsächlichste  Schwierigkeit  bei  der  Ermittelung  der  ursächlichen 
Bedingungen  einer  Erscheinung  liegt  nun  aber  in  der  Complication 
der  Bedingungen.  Die  Umstände,  unter  denen  eine  Naturerschei- 
nung zur  Beobachtung  kommt,  sind  meistens  sehr  zahlreich;  die 
wichtigste  Aufgabe  des  inductiven  Verfahrens  besteht  daher  in  einer 
V'ariation  dieser  Umstände,  welche  darauf  gerichtet  ist,  die  wesent- 
lichen von  den  unwesentlichen  zu  sondern  und  für  die  ersteren 
wiederum  die  Beziehungen  nachzuweisen,  in  denen  sie  zu  den  ein- 
zelnen Theilen  des  beobachteten  Phänomens  stehen.  Die  allgemeine 
logische  Regel,  die  hierbei  massgebend  ist,  lässt  sich  folgendermassen 
aussprechen: 

Unter  den  eine  Erscheinung  begleitenden  Umständen 
sind  diejenigen  als  wesentliche  Bedingungen  derselben 
anzusehen,  deren  Beseitigung  die  Erscheinung  selber  be- 
seitigt, und  deren  quantitative  Veränderung  eine  quanti- 
tative Veränderung  der  Erscheinung  herbeiführt. 

Diese  Regel  weist  auf  zwei  experimentelle  Methoden  hin,  die 
^^^T  kurz  als  Elimination  und  als  Gradation  der  Bedingungen 
l>e2eichnen  können.  Die  Eliminationsmethode  wird,  wo  es  möglich 
^S'fc»  zuerst  angewandt,  und  die  Gradationsmethode  dient  dann 
2^r  weiteren  Bestätigung  der  Ergebnisse.  Die  erste  Methode  kann 
'^cder  in  zwei  verschiedenen  Formen  zur  Anwendung  kommen: 
entweder  direct,  indem  man  die  zu  eliminirenden  Umstände  völlig 
^^seitigt,  oder  indirect,  indem  man  diese  constant  erhält,  während 
**^ö  andern  Bedingungen  successiv  verändert  werden*). 


*)    Abweichend    von    dem   oben    aufgestellten    Inductionsgesetz    und    in 

oberem  Anschlüsse  an   die  Baconischen  Vorschriften  [haben  John  Herschel 

^^John   Stuart  Mill   eine   grössere  Zahl  logischer  Regeln   für  die  experi- 

^^telle  Forschung  entwickelt.     (Herschel,   lieber   das  Studium   der  Natur- 

^^nschaft    Deutsch  von  Henrici.    Göttingen  1836,  S.  156  f.;  Mill,  Logik,  I, 

'453  ff.)   Mill  namentlich  hat  fünf  Methoden  angegeben,  von  denen  die  erste 

^^d  zweite,  die  er  als  Methoden  der  Uebereinstimmung  und  des  Unterschieds 
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Nachdem  die  Ursachen  festgestellt  sind,  die  sich  bei  dem  Ei 
tritt  der  Erscheinungen  wirksam   erweisen,   müssen  nun  diese  l 


bezeichnet,  den  positiven  und  negativen  Instanzen,  die  fünfte,  als  die  MetlM 
der  begleitenden  Yerändeningen,  der  Tabula  gp:aduum  bei  Baco  entspricht.  ! 
dritte  und  vierte  Regel  dagegen  sind  nur  Specialisirungen  der  zweiten,  so  d 
diese  Yorschrifben  im  wesentlichen  auf  die  Baconischen  zurückführen,  mit  d 
Unterschiede,  dass  sie  nicht  eine  streng  successive  Anwendung  der  drei  Gni 
regeln  verlangen,  sondern  ein  wechselndes  Ineinandergreifen  derselben  zugefa 
w&hrend  sie  freilich,  wie  schon  Baco,  die  massgebende  Bedeutung  provis« 
scher  Hypothesen  verkennen.  Prüft  man  nun  aber  die  Beispiele,  die  die  a 
Wendung  diefier  Methoden  erläutern  sollen,  so  zeigt  es  sich  sogleich,  dass 
Regel  der  Uebereinstimmung  in  keiner  Weise  zu  einer  Induction  verhelfen  ka 
sondern  dass  boi  ihr  immer  schon  zuixleich  eine  Anwendung  der  Unterscheidui 
methode  stattfindet.  So  soll  in  dem  von  Herschel  angeführten,  der  Inl 
pretation  nach  Baconischen  Regeln  besonders  günstigen  Beispiel  der  Thec 
der  Thaubildung  die  Methode  der  Uebereinstimmung  darin  ihre  Anwendi 
finden,  dass  man  als  übereinstimmende  Eigenschaft  aller  bethauten  Körper  i 
k&ltere  Beschaffenheit  im  Vergleich  mit  der  umgebenden  Luft  feststellte.  1 
Wesentliche  dieses  Verfahrens  ist  aber  offenbar  gar  nicht  die  Ermittelung  eil 
Uebereinstimmung,  sondern  die  eines  Unterschieds,  nämlich  des  Temperat 
Unterschieds,  der  eine  constante  Bedingung  der  Thaubildung  ist.  Dass  di 
Bedingung  an  vielen  Körpern  beobachtet  wurde,  ist  von  verhältnissmässig  unl 
geordneter  Bedeutung;  am  allerwenigsten  lässt  sich  aber  eine  solche  Summli 
übereinstimmender  Beobachtungen  als  eine  besondere  Methode  der  Uebere 
Stimmung  auffassen,  da  hier  die  Häufung  von  Beobachtungen  lediglich  < 
Mittel  ist,  um  die  Constanz  der  botreffenden  Bedingung  festzustellen,  und  dal 
bei  jedem  methodischen  Verfahren  wiederkehrt.  Ebenso  zeigt  dieses  Beisp 
dass  sich  mit  der  Methode  der  Unterscheidung  meistens  von  selbst  diejenige  • 
gradweisen  Abstufungen  verbindet,  da  hier  unmittelbar  an  die  Constatirung  < 
Temperaturunterschieds  die  Beobachtung  der  steigenden  Effecte  dieses  Uni 
scbieds  sich  anschliesst.  Elimination  und  Gradation  sind  eben  zwei  nicht  i 
nach  ihrem  logischen  Zweck,  sondern  auch  in  Bezug  auf  ihre  äussere  Anwende 
einander  nahe  verwandte  und  bei  einem  bestimmten  Punkte  völlig  in  einanc 
Übergehende  Methoden.  Aus  diesem  Grunde  erscheint  es  angemessen,  bei 
wie  es  oben  geschehen  ist,  einer  einzigen  Grundregel  der  Induction  unt 
zuordnen.  Wie  in  dem  hier  angeführten,  so  lässt  es  sich  bei  allen  andern  "% 
Mill  benutzten  Beispielen  leicht  zeigen,  dass  in  die  Methode  der  Uebere 
Stimmung  bereits  die  Differenzmethode  hereinreicht,  und  dass  aus  ihr  (oder  vi 
mehr  theils  aus  der  Elimination,  theils  aus  der  Gradation  der  begleitend 
Umstände)  immer  die  eigentliche  Induction  entspringt.  So  ist  für  Liebi 
Theorie  der  schädlichen  Wirkung  der  Metallgifte  das  nächste  Motiv  nicht  di 
dass  die  Lösungen  schwerer  Metalle  innerhalb  des  Organismus  ebenso  \ 
ausserhalb  desselben  mit  den  Gewebsstoffen  Verbindungen  eingehen,  welche  ( 
Fäulniss  widerstehen,  sondern  die  Thatsache,  dass  solche  Verbindungen  erfahrunj 
gemäss  zu  den  Functionen  des  Stoffwechsels  unfähig  sind.  Bei  der  Feststelln 
der  Gesetze  der'>Jnduction   durch   statische  Elektricität  soll   da«  Verfahren  c 
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Sachen  in  genau  messbarer  Weise  quantitativ  variirt  und  gleich- 
zeitig die  quantitativen  Veränderungen  der  untersuchten  Erschei- 
nriDgen  durch  messende  Beobachtungen  ermittelt  werden.  Diese 
Aufgabe  gestaltet  sich  verhältnissm'ässig  einfach  in  den  Fällen,  wo 
die  Erscheinung  auf  eine  einzige  ursächliche  Bedingung  zurück- 
geführt werden  kann;  sie  wird  verwickelter,  wenn  mehrere  Ursachen 
in  einander  eingreifen.  Hier  muss  dann  jede  einzelne  Ursache  für  sich 
unabhängig  verändert  und  ihr  Einfluss  quantitativ  bestimmt  werden. 
Es  findet  dabei  abermals  das  Eliminations-  und  Gradationsverfahren 
seine  Anwendung,  das  erstere  meistens  in  der  Form  der  Constant- 
erhaltung  der  übrigen  Bedingungen.  Wo  es  nicht  möglich  ist,  eine 
einzelne  Ursache  isolirt  zu  verändern,  da  ist  auch  die  Induction  für 
sich  nicht  ausreichend,  das  complexe  Gesetz  der  Erscheinung  in  die 
einfacheren  Gesetze  aufzulösen,  aus  denen  es  sich  zusammensetzt. 
In  solchen  Fällen  müssen  dann  entweder  hypothetische,  wo  möglich 
an  anderweitige  Erfahrungen  sich  anlehnende  Voraussetzungen  über 
die  Verbindung  der  Ursachen  eingeführt  werden,  oder  man  ist  ge- 
nöthigt,  das  complexe  Gesetz  lediglich  als  einen  die  zusammengesetzte 
Erfahrung  repräsentirenden  Ausdruck  stehen  zu  lassen.  Derartige 
Gesetze  pflegen  dann,  wie  schon  oben  bemerkt,  speciell  empirische 
Gesetze  genannt  zu  werden.  Wegen  ihres  verwickelten  Charakters 
ist  in  der  Elegel  bei  ihnen  eine  Verallgemeinerung  durch  Ver- 
knüpfung mit  Inductionen  verwandten  Inhalts  nicht  möglich.  Denn 
wenn  es  sich  auch  leicht  ereignen  kann,  dass  verschiedene  empirische 
Gesetze  eine  ähnliche  Form  besitzen,  so  weist  dies  doch  immer  nur 
Auf  eine  ähnliche  Entstehung  aus  einfacheren  Gesetzen  hin;  es  wird 
Aber  dadurch  nicht  möglich,  die  einzelnen  complexen  Gesetze  als 
^pecialfalle  einer  allgemeinen  Gesetzmässigkeit  aufzufassen.  Dies  ist 
^Ägegen  regelmässig  der  Fall,  wenn  die  durch  Induction  gewonnenen 
Ö-esetze  vermöge  der  isolirten  Variabilität  der  Bedingungen  einen 
^^xifacheren  Charakter  besitzen.  So  lassen  sich  die  Gesetze  der  Re- 
äeion,  Beugung,  Brechung  und  Interferenz  des  Lichtes  ohne  weiteres 

'^^Weinstimmung  darin  bestehen,  dass  man  nachwies,  wie  in  allen  Fällen,   in 

^'^chen  ein  Conductor  mit  einer  bestimmten  Elektricität  geladen   ist,   eine  in 

**^^  NShe  befindliche  leitende  Fläche  die  entgegengesetzte  Elektricität  annimmt. 

^ier  liegt  das  Wesen  der  logischen  Induction  abermals  nicht  in  der  Sammlung 

^*>€rein8timmender  Fälle,    sondern   einerseits   in   der  Vergleichung  des   durch 

^tifluenz  geladenen  Leiters  mit  seinem  vorherigen  neutralen  Zustande,  anderseits 

^  dem  Nachweis,  dass   es  niemals  möglich  ist,   eine  der  beiden  Elektricitäten 

*«iQleiten,  ohne  dass  zugleich  die  andere  entladen  wird.    Das  erste  beruht  aber 

*^  gut  wie  das  zweite  auf  einer  Anwendung  der  Differenzmethode. 
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mit  den  entsprechenden  Schallgesetzen  vereinigen.     Wenn  dagegei 
eine  beliebige  zusammengesetzte  Elangbewegung  durch  eine  ähnlich« 


Reihe   dargestellt  werden   kann   wie   die  Fortpflanzung  der  Wärm 
durch  die  Erdrinde,  so  lässt  sich  daraus  über  die  innere  Beziehung: 
der  physikalischen  Vorgänge  nicht  das  geringste  entnehmen.     Doch, 
kann   es  geschehen,   dass   ein   complexes   empirisches  Gesetz  diesei^ 
Art  durch  eine  weiter  eindringende  Analyse  noch  in  einfache  Gesetze 
von  causaler  Bedeutung   zerlegt  wird.     Dies  hat  sich  z.  B.  bei  dem 
Darstellung  der  Klangbewegungen   durch  eine   Sinusreihe   ereignet^ 
wo  sich  ergab,  dass  die  Glieder  der  letzteren  als  wirkliche  Repiäsen— 
tauten  einfacher  Schwingungsgesetze   zu  betrachten  sind.     An  einec^ 
solchen  Zerlegung  complexer  empirischer  Gesetze  pflegt   dann   ii^ssr 
deductive  Methode  schon  wesentlich  betheiligt  zu  sein.     Denn  meis 
ist  es   die   mathematische  Analysis,   die   in   dem   Functionsausdruc 
des  empirischen  Gesetzes   einfachere  Beziehungen   nachweist,    dere 
üebcreinstimmung  mit  physikalischen  Gesetzen  von  allgemeiner  Be 


deutung    unmittelbar    erkennbar    ist.      Der    experimentellen    Unter  — 

suchung  bleibt  hier  nur  noch  die  Bestätigung  der  etwa  in  die  Vor 

aussetzungen  eingehenden  Hypothesen  oder  die  Ermittelung  bestimmte    i3- 
physikalischer  Constanten  überlassen.    So  zeigt  es  sich  auch  hier,  das:    ^ 
vermöge  der  umfassenden  Grundlagen,  die  in  den  mechanischen  PriiL^    - 
cipien  und  in  den  einfacheren  Gebieten  der  Physik  für  die  Deductio^  "» 
der  Naturerscheinungen   gegeben   sind,    bei    dem    heutigen  ZustandÄ^e 
der    Wissenschaft   nur   selten    das    In ductions verfahren    unvermisclczit 
angewandt  wird.     Am    ehesten   ist   dies   natürlich   noch  bei  solch^^  d 
Untersuchungen  der  Fall,    bei  denen  es  sich   zugleich  um  die  En 
deckung  bisher  unbekannter  Erscheinungen  handelt.    Es  mag  dah' 
an  einem  klassischen  Beispiel  dieser  Art   der  oben  geschilderte 
gemeine  Verlauf  der  physikalischen  Induction  erläutert  werden:  i 
wähle  hierzu  die  elektrische  Induction,  mit  besonderer  Rücksicht  a 
Faradays  grundlegende  Untersuchungen  über  dieselbe. 

Bei  der  Erzeugung  statischer  Elektricität  durch  Reibung  hat^^ 
du  Fay  zuerst  beobachtet,  dass  die  Beschaffenheit  der  Elektricit^*^ 
je  nach  der  Natur  des  geriebenen  Körpers  eine  verschiedene  se:»-^ 
könne,  da  leicht  bewegliche  Körperchen  sich  abstiessen,  wenn  i^^ 
ihnen  mitgetheilte  Elektricität  von  einerlei  Quelle  herstammte,  d^*' 
gegen  sich  anzogen,  wenn  die  Elektricität  verschiedenen  Ursprung"^^ 
z.  B.  durch  Reiben  von  Glas  und  Harz  hervorgebracht  war.  Als  m^-^ 
dann  weiterhin  beobachtet  hatte,  dass  regelmässig  das  Reibzeug  ei«^^ 
andere  Elektricität   annimmt   als    der  geriebene  Körper,    so   schlo^^ 
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Franklin,   das  Wesen   der  Elektricitätserregung  bestehe  in  einer 
TJebertragnng  von  Elektricität,    wobei  der  eine  Korper,   der  positiv 
elektrische,  einen  üeberschuss  derselben  aufnehme,  der  andere,  der 
negativ  elektrische,  solche  abgebe;   eine  Bestätigung  dieser  Ansicht 
fand  er  darin,  dass  der  Funke  nur  von  dem  positiv  auf  den  negativ 
elektrischen  Körper  übergehe,   nicht  umgekehrt.     Dagegen  erhoben 
sich  zunächst  Bedenken  aus  Anlass  der  Anziehungs-  und  Abstossungs- 
erscheinungen.      Konnte    man    auch    nach   Franklins    unitarischer 
Hypothese  allenfalls  begreifen,   dass  positiv  und  negativ  elektrische 
Körper  sich  anziehen  und  positiv  elektrische  sich  abstossen,  so  war 
doch   kaum    einzusehen,    warum   auch   negativ  elektrische   einander 
fliehen   sollten.     Diese   Erwägungen   bestimmten   Robert  Symmer 
zur  Aufstellung   der   dualistischen  Hypothese,    welcher   dann   die 
zuerst  von  Wilke  und  Aepinus  beobachteten  Influenzerscheinungen 
Tollends    zum  Sieg  verhalfen.     Diese  zeigten,   dass   ein  elektrischer 
Körper  auf  einen  in  seine  Nähe  gebrachten  neutralen  Leiter  derart 
einwirkt,  dass  auf  der  dem  Körper  zugewandten  Seite  ein  entgegen- 
gesetzter, auf  der  abgewandten  eii;  gleichartiger  elektrischer  Zustand 
entsteht.     Hierdurch   wurde   man   veranlasst,    die   Anziehungs-  und 
Abstossungserscheinungen   elektrischer  Körper  auf  die  Anziehungen 
und  Abstossungen  der  beiden  Elektricitäten  zurückzuführen,  die  man 
als  eine  neue  Art  unwägbarer  Fluida  ansah.   Es  lag  dann  aber  auch 
die  Vermuthung  nahe,    dass    Erscheinungen,    die    der   elektrischen 
Influenz  entsprächen,  überall  da  auftreten  würden,  wo  überhaupt  eine 
Quelle   von  Elektricitätserregung  gegeben   sei.     Diese   Vermuthung 
fand  eine  Stütze   in   Oersteds  Entdeckung   der  bewegenden  Wir- 
kung des  galvanischen  Stromes  auf  die  Magnetnadel  und  in  den  an 
diese  Entdeckung  sich  anschliessenden  Beobachtungen  im  Gebiet  des 
Elektromagnetismus.     Nachdem    zuerst   durch    Aragos    und    dann 
*>e8onders  durch  Faradays  Versuche  nachgewiesen  war,  dass  Stahl 
^nd  Eisen  durch  einen  elektrischen  Strom  in  den  magnetischen  Zu- 
st;and  übergeführt  werden  können,  nachdem  ferner  Ampere  gezeigt 
*^^tte,    dass    ein    bewegter  Magnet   auf   einen  in   der  Nähe  befind- 
lichen   beweglichen  Stromleiter,    und    dass    ebenso  zwei  bewegliche 
Stromleiter    auf   einander    eine    bewegende    Wirkung    äussern,    die 
"^on    der    Richtung   der    Ströme    bez.    der    Bewegungsrichtung    der 
Magnetpole  abhängt,  war  die  Vermuthung  gerechtfertigt,  dass  auch 
^m  elektrischer  Strom  oder  ein  Magnetpol  in  benachbarten  leitungs- 
*Ähigen  Körpern   eine   elektrische  Vertheilung  hervorbringen  werde. 
Diese  Vermuthung  gründete  sich  demuach  theils  auf  das  allgemeine 
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Princip  der  Correspondenz  von  Wirkung  und  Gegenwirkung ,  Üie 
auf  eine  erwartete  Analogie  mit  den  statisch-elektrischen  Erschi 
nungen.  War  der  elektrische  Strom  fähig,  Magnetismus  zu  erreg< 
so  konnte  man  annehmen,  dass  umgekehrt  der  Magnetismus  auf  ein 
benachbarten  Leitungsdraht  stromerregend  werde  wirken  könn< 
Da  man  ferner  auf  statisch-elektrischem  Gebiete  von  den  Anziehung 
und  Abstossungserscheinungen  elektrischer  Körper  aus  zu  der  Fähi 
keit  der  letzteren  auf  umgebende  Leiter  eine  vertheilende  Wirku 
zu  äussern  gelangt  war,  so  war  auch  zu  erwarten,  dass  ( 
wechselseitigen  bewegenden  Wirkung  von  Magneten  und  durc 
strömten  Leitern  eine  vertheilende  Wirkung  elektrischer  Ströme  u 
Magnete  auf  benachbarte  Conductoren  entsprechen  werde.  Dies  wai 
die  Gesichtspunkte,  von  denen  Faraday  bei  seiner  Untersuchu 
ausging,  bei  der  es  sich  demnach  zunächst  um  eine  Aufsuchung  c 
vermutheten  Erscheinungen  und  dann  um  die  nähere  Analyse  d< 
selben  handelte.  Die  Untersuchung  selbst  zerfallt  wieder  in  zw 
logische  Inductionen,  von  denen  sich  die  eine  auf  die  volta-elektriscl 
die  andere  auf  die  magneto-elektrische  Induction  bezieht*). 

Um  vertheilende  Wirkungen  durch  den  galvanischen  Stn 
nachzuweisen,  wickelte  Faraday  einen  Kupferdraht  in  mehreren  v 
einander  isolirten  Windungen  auf  einen  Holzcy linder ,  überzog  de 
selben  mit  einer  isolirendon  Schichte  und  umgab  dann  die  letzte 
mit  einem  zweiten  Kupferdraht:  die  Enden  des  ersten  Drahts  wurd 
mit  einer  Volta'schen  Säule,  die  des  zweiten  mit  einem  Galvanomei 
verbunden.  Es  zeigte  sich  aber  zunächst  keine  Wirkung  auf  ( 
Magnetnadel.  Erst  als  eine  stärkere  Batterie  gewählt  wurde,  zeig 
sich  im  Moment  der  Schliessung  und  ebenso  im  Moment  der  Oe 
nung  derselben  eine  schwache  Ablenkung  der  Magnetnadel;  dageg 
blieb  diese  während  der  Dauer  der  Schliessung  völlig  ruhig.  Die 
Erscheinungen  blieben  auch  bei  noch  stärkeren  Strömen  ungeändei 
zugleich  erfolgte  regelmässig  die  Ablenkung  bei  der  Oeffnung 
entgegengesetztem  Sinne  als  bei  der  Schliessung,  und  sie  war  et^ 
schwächer.  Faradays  anfängliche  Vermuthung.  dass  der  Strc 
während  seiner  Dauer  eine  vertheilende  Wirkung  ausüben  wen 
schien  also  der  Berichtigung  zu  bedürfen ;  es  handelte  sich  aber  no 
darum,  die  sicher  beobachtete  Schliessungs-  und  Oeflfnungsinducti 
durch  weitere  Versuche   zu   bestätigen.     Zu   diesem   Zweck   bract 

*)  Vp:l.  namentlich  die  erste  und  zweite  Reihe  von  Faradays  elektrisch 
Untersuchungen.  Philos.  Transact.  1832.  Poggendorffs  Annalen  d.  Pbys 
Bd.  25.  S.  91  u.  142. 
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F  araday  die  Enden  des  inducirten  Drahtes  statt  mit  dem  Galvano- 
meter mit  einer  auf  eine  Glasröhre   gewickelten  Drahtrolle   in  Ver- 
bindung: befand  sich  nun,  während  eine  Schliessung  oder  Oeffnung 
des  Batteriestroms   erfolgte,   eine   unmagnetische   Stahlnadel  in  der 
Glasröhre,  so  war  dieselbe  magnetisch  geworden,  und  zwar  nahm  sie 
bei  der   Oeffnung    entgegengesetzten   Magnetismus    an   als    bei    der 
Schliessung;   wurde  aber  die  Nadel  während  der  Dauer  des  Stroms 
in  die  Glasröhre  gebracht  und  vor  der  Oeffnung  wieder  entfernt,  so 
zeigte  sie  keine  Spur   von  Magnetismus.     Ebenso   liess  sich   an  der 
Nadel  des  Galvanometers   keine  Ablenkung  wahrnehmen,    wenn  die 
Verbindung  während  der  Dauer  des  Stromes  erfolgte.    Zur  weiteren 
Bestätigung  der  sich  hieraus  ergebenden  Bedingungen  der  Inductions- 
wirkung   wurden    endlich   zwei    Kupferdrähte    in    langen   Zickzack- 
biegungen  auf  zwei   getrennten  Brettern  befestigt;    der   eine  Draht 
wurde  mit  der  Batterie,  der  andere  mit  dem  Galvanometer  verbunden: 
als  nun  das  eine  Brett  dem  andern  rasch  genähert  wurde,  zeigte  das 
Galvanometer  einen  Strom  an,  einen  entgegengesetzten  bei  der  Ent- 
fernung; so  lange  dagegen  beide  Drähte  in  constanter  Nähe  blieben. 
War  kein  Strom  wahrzunehmen.    Bei  der  Näherung  der  Drähte  war 
die  Richtung  des  inducirten  Stromes  die  nämliche  wie  bei  der  Schlies- 
sung,  und  in  beiden  Fällen   hatte  der  erregte  Strom  die  entgegen- 
gesetzte Richtung   wie   der   erregende.     Umgekehrt   verhielt  es  sich 
bei  der  Entfernung  der  Drähte  oder  der  Oeffnung  der  Kette.     Aus 
^len  diesen  Thatsachen   ergab  sich  demnach  durch  logische  Induc- 
tton  der  Satz:    das  Entstehen   eines  galvanischen  Stromes   erregt  in 
©inem  benachbarten  geschlossenen  Leiter  einen  kurz  dauernden  elek- 
trischen Strom   von    entgegengesetzter  Richtung,   das  Verschwinden 
^ines  Stromes  erregt  einen  ähnlichen  Strom   von  gleicher  Richtung. 
Um  die  Fundamentalerscheinungen  der  magnetoelektrischen  In- 
duction  aufzufinden,    umwickelte  Faraday   einen   starken  Ring  aus 
Schmiedeeisen  mit  zwei  von  isolirenden  Hüllen  umgebenen  Kupfer- 
^i'ähten,  die  einander  so  gegenüberlagen,   dass  zwischen  ihnen  eine 
^Ulange  Strecke  Eisen  unbedeckt  blieb.    Die  Enden  des  einen  Drahts 
konnten  mit  einer  galvanischen  Batterie ,   die  des  andern  mit  einem 
^^vanometer  verbunden  werden.   Auch  hier  zeigte  sich  im  Moment 
i^r  Schliessung  und  Oeffnung  eine  Wirkung,  und  zwar  war  dieselbe 
^eit  stärker  als  bei  der  volta- elektrischen  Induction,  so  dass,  wenn 
^  den  Enden  des  zweiten  Drahtes  Kohlenspitzen  angebracht  waren, 
^wischen  denselben  bei  ihrer  Näherung  ein  starker  Funke  übersprang. 
Zum  Behuf  der  genaueren  Vergleichung    der  volta- elektrischen  und 

Wundt,  Logik.  II,  1.   2.  Aufl.  24 
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der    magneto-elektrischen    Induction    wurde   nan   ein   hoUer  Papp- 
cylinder  mit  zwei  isolirt  gewundenen  Drahtlagen  umgeben,  von  denei 
wieder  die  eine  mit  einer  Kette,  die  andere  mit  dem  Galvanometer 
in  Verbindung  stand:   es  erfolgte   beim  Schliessen  und  OefiFhen  de] 
Kette    eine   kaum   merkliche  Wirkung;   als  aber    ein  Cylinder  voii^ 
weichem  Eisen  in  die  Pappröhre  gesteckt  wurde,  war  diese  Wirkunjp — 
sehr  bedeutend.   Aehnliche  Wirkungen  wie  die  Elektromagnete  übten., 
natürliche  Magnete  sowie  der  Erdmagnetismus  aus,  und  zwar  zeigte- 
es  sich,  dass,  wenn  ein  Kupferdraht  einem  Magnete  genähert  wurde,^ 
die  Richtung  des  inducirten  Stromes  derjenigen  entgegengesetzt  war^. 
die  nach  Amperes  Theorie  in  dem  Magnete  selber  anzunehmen  ist^ 
Unter   dieser   Voraussetzung   Hessen    sich   also  die    Thatsachen   dei 
magneto-elektrischen   einfach  dem  Gesetz   der  volta-elektrischen  In — 
duction  unterordnen.   Beide  Entstehungsweisen  der  Induction  vi 
endlich  Farad ay,   indem    er  verschiedene  Metalle   zur  Verfertigonj 
des  inducirten  Leiters  wählte:  es  ergab  sich,  dass  in  allen  Fällen  di( 
Erscheinungen  in  gleicher  Weise  auftraten,  abgesehen  von  den  Inten- 
sitätsunterschieden, die  durch  das  verschiedene  Leitungsvermögen  dei 
Metalle  für  den  Strom  bedingt  waren. 

Noch  zu  einer  weiteren  Folgerung  gaben  aber  die  Beobach- 
tungen über  die  Induction  eines  vom  Strom  durchflossenen  Leitei 
auf  einen  andern,  der  von  ihm  räumlich  getrennt  ist,  Anlass.  OflFen- 
bar  war  man  nämlich  berechtigt  zu  vermuthen,  dass  die  einzelne] 
von  einander  isolirten  Windungen  eines  Kupferdrahtes  auch  eine 
wechselseitige  Inductionswirkung  ausübten.  In  der  That  glaubt4 
Farad  ay  auf  eine  solche  Wirkung  schon  aus  der  Beobachtunj 
schliessen  zu  dürfen,  dass  ein  in  vielen  Spiral  Windungen  aufgerollte] 
Schliessungsdraht  beim  Oeffnen  der  Kette  einen  viel  stärkeren  Funkei 
gibt  als  ein  kurzer  Schliessungsdraht,  und  er  wies  dann  den  durcl 
Induction  des  Leiters  auf  sich  selbst  entstehenden  Strom,  den  er  dei 
Extra  ström  nannte,  direct  nach,  indem  er  eine  Inductionsspiral( 
gleichzeitig  mit  einer  galvanischen  Batterie  und  einem  Galvanometei 
verband  und  die  Einrichtung  so  traf,  dass  die  Magnetnadel  desselbeciii^-J 
an  der  Ablenkung  durch  den  Batteriestrom  durch  eine  angebracht 
Hemmung  verhindert  wurde,  während  der  Extrastrom,  dessen  Wir- 
kung in  entgegengesetzter  Richtung  erfolgte,  auf  sie  einwirke! 
konnte*). 


*)  Faradays   Untersuchungen,   neunte  Reihe.     Philos.  Transact.  18^^*=^ 
Poggendorffs  Ann.,  Bd.  35,  S.  413.    Jacobi,  ebend.  Bd.  45,  S.  132. 
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Der  letzte  Schritt  aller   auf  die  elektrische  Induction  sich  be- 
ziehenden Untersuchungen,  die  Feststellung  der  quantitativen  Gesetze 
der  Erscheinungen,    war  bei  der  statisch-elektrischen  Induction  mit 
Terhältnissmässig  geringen  Schwierigkeiten   verbunden,   da  hier  der 
zeitliche  Verlauf  der  Vorgänge  ausser  Betracht  bleiben  konnte  und 
es  also  genügte  die  Gesetze  zu  ermitteln,  nach  denen  mit  der  Ver- 
änderung der  Stärke  der  Ladung  des  Influenzerregers  einerseits  und 
der  verschiedenen  räumlichen  Bedingungen  (Gestalt,  Grösse,  gegen- 
seitige Stellung   und  Entfernung   der   Körper)   anderseits   die   beob- 
achteten Wirkungen   sich   änderten.     Diese  Gesetze   wurden   bereits 
von    Coulomb    in    seinen   für    die    quantitative    logische  Induction 
mustergültigen  Untersuchungen  im  wesentlichen  vollständig  erledigt. 
Nachdem   er  in   der  Drehwage    ein   zur  Messung  anziehender   oder 
abstossender   Wirkungen    geeignetes    Hülfsmittel   aufgefunden,    er- 
mittelte er  den  Einfluss  der  Stärke  der  Ladung,   indem  er  dieselbe 
quantitativ  variirte,   alle   übrigen  Umstände   aber  constant  erhielt; 
ahnlich  stellte  er  den  Einfluss  der  Entfernung  der  Körper  fest,  ihrer 
Gestalt,   der  Existenz   einer  isolirenden   Zwischensubstanz  u.  s.  w., 
wobei  er  überall  in  gleicher  Weise  die  Eliminationsmethode  mit  der 
Gradationsmethode  verband,   nämlich  die   zu  eliminirenden  Einflüsse 
constant  erhielt,    während  die  speciell   zu  untersuchende  Bedingimg 
in  messbarer  Weise  variirt  wurde*).     Ungleich  schwieriger  war  die 
Untersuchung   der  volta-elektriscben   und    der   magneto-elektrischen 
Induction,   da  es  sich  hier  um  einen  Vorgang  handelt,   der  in  sehr 
kurzer  Zeit  abläuft,  in  dieser  Zeit  aber  stetige  Veränderungen  seiner 
Intensität  erfährt.      Faradajs    Untersuchung   war   daher   auch    im 
Wesentlichen   auf  den  qualitativen  Nachweis  der  Erscheinungen  be- 
schrankt geblieben.     Wollte  man  von  hier  aus  zu  quantitativen  Be- 
stimmungen übergehen,  so  konnte  an  eine  unmittelbare  Messung  des 
ganzen    zeitlichen   Verlaufs    der    Inductionswirkung    nicht    gedacht 
Werden,  weil  die  Magnetnadel    eines  Galvanometers  ein  allzu  träges 
Werkzeug  ist,   als   dass   sie   momentanen  Veränderungen  zu  folgen 
vermöchte,  und  es  nur  möglich  schien,  den  GesammteflFect  eines  ein- 
zelnen Inductionsstromes  durch  ihre  Ablenkung  zu  messen.   In  diesem 
Falle  ist  es  daher  nöthig  gewesen,   aus  den  sonst  bekannten  That- 
sachen  erst  ein  hypothetisches  Gesetz  in  mathematischer  Formulirung 
Über  den  Verlauf  der  Inductionswirkung   zu  entwickeln  und   dieses 


*)  Coulomb,  Meraoires  de  TAcad.   Paris  1775.    Vgl.  Gehlers  physikal. 
Wörterbuch,  2.  Aufl.,  Bd.  3,  2.  Abth.,  S.  690  ff. 
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dann  durch  Messungen  2u  prüfen.  Im  Gegensatze  zu  dem  inductivei 
Weg,  auf  welchem  Coulomb  die  Gesetze  der  statischen  Inductior 
feststellte,  bildet  daher  diese  allgemeinere  Untersuchung  der  Induc- 
tionsgesetze  ein  Beispiel  für  jene  Fälle,  wo  die  Aufstellung  quanti- 
tativer  Gesetze  zunächst  ganz  ein  Problem  der  Deduction  ist,  unc 
der  experimentellen  Untersuchung  nur  die  Aufgabe  der  Bestätigimg 
und  der  Ermittelung  der  in  der  Theorie  unbestimmt  gelassener 
numerischen  Werthe  zufallt. 

Blicken  wir  auf  die  Gesammtheit  der  Untersuchungen  zurück 
welche  dieses  ganze  Erscheinungsgebiet  allmählich  der  Erkenntnis^ 
zugänglich  machten,  so  bietet  dieselbe  beinahe  für  alle  Variationcfr 
der  logischen  Induction,  die  oben  erwähnt  wurden,  Belege  dar.  Di( 
Untersuchung  der  statisch-elektrischen  Induction  geht  aus  von  zu- 
fälligen Wahrnehmungen,  die  zu  verschiedenen  Hypothesen  Anlast 
geben,  unter  denen  allmählich  die  dualistische,  verbunden  mit  dei 
Annahme  der  Femewirkung  der  elektrischen  Flüssigkeiten,  den  Sieg 
davonträgt.  Auf  Grund  dieser  Hypothese  unternimmt  dann  Couloml 
die  Feststellung  der  quantitativen  Gesetze  der  Influenz.  Der  Nach- 
weisung der  übrigen  Formen  der  Induction  ist  ihre  hypothetisch« 
Annahme  vorangegangen.  Da  man  auch  hier  zunächst  einei 
dauernden  Einfluss  des  Stromes  oder  des  Magnetes  auf  den  benach- 
barten Leiter  vermuthete,  so  fand  die  provisorische  Hypothese  sofor 
in  der  Beobachtung  der  wirklichen  Erscheinungen  ihre  Berichtigung 
Immerhin  bedurfte  es  dazu  einiger  Zeit.  In  Faradays  anfäng- 
licher Annahme,  dass  der  inducirte  Leiter  auch  in  der  Zeit  zwischei 
der  Schliessungs-  und  Oefliiungsinduction  in  einem  veränderten  Zu 
stand  verharre,  welchen  er  den  •  elektrotonischen  Zustand'  nannte 
ist  ein  Reflex  jener  ursprünglichen  Vermuthung  erhalten  geblieben 
in  Folge  der  Erkenntniss,  dass  sich  in  dem  genannten  Zustand  dh 
Eigenschaften  der  Metalle  in  nichts  von  ihren  gewöhnlichen  unter- 
scheiden, hat  Faraday  später  jene  Annahme  aufgegeben.  An  di< 
Nachweisung  der  qualitativen  Erscheinungen  der  Induction  schlos: 
sich  dann  sofort  die  Verknüpfung  der  einander  nahe  stehendei 
volta-  und  magneto-elektrischen  Induction,  die  überdies  durch  du 
Ampere'schen  Beobachtungen  und  Theorien  von  anderer  Seite  he: 
vorbereitet  war.  Zur  statisch-elektrischen  Induction  blieb  dagegei 
die  Beziehung  so  lange  eine  sehr  allgemeine,  bis  eine  eindringenden 
theoretische  Untersuchung  der  Inductionsgesetze  vorgenommen  war 
und  die  letztere  hat  in  diesem  Fall  auch  erst  eine  Bestimmung  dei 
quantitativen  Inductionsgesetze   möglich   gemacht.      Die  Anwendung 
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iei  allgemeiDen  logischen  Inductiousregel  lässt  sich  durch  alle  diese 
TSütersuchungen  verfolgen.     So  greifen  in  Faradays  Arbeiten  das 
Elimination^-  und  das  Gradationsverfahren  fortwährend   in   einander 
6iö.    Das  letztere  wendet  er  an,   indem   er  die  Stärke  des  erregen- 
den Stromes   oder   Magnetes,    die   Zahl    der    Draht  Windungen    ver- 
ändert;   das    erstere,    indem   er   eine   unmagnetische   Nadel    in    die 
uiducirte  Rolle   bald  während   der  Schliessung   oder  Oeffnung,   bald 
nur  während  der  Strom  geschlossen  ist  bringt,   oder   indem   er   die 
Effecte   der    inducirten   Rolle   bald   mit   der   Einfügung   von  Eisen- 
stäben,   bald   ohne   dieselbe   prüft,    u.  s.  w.      Für   die   Anwendung 
beider  Methoden   bei    quantitativen  Untersuchungen   ist  Coulombs 
Peststellung  der  Influenzgesetze   mustergültig.     Er  eliminirt  die  Be- 
dingungen  der  Erscheinungen   meistens   dadurch,   dass   er   sie   con- 
stant  erhält,  während  die  eine  Bedingung,  deren  Einfluss  ermittelt 
werden  soll,  gradatim  verändert  wird.    Nur  bei  der  Feststellung  des 
allgemeinen  Gesetzes  der  elektrischen  Fernewirkung  eliminirt  er  den 
Einfluss   der   Grösse   und   Gestalt   der   Körper,   indem    er    die   Ent- 
fernungen so  gross  wählt,  dass  dagegen  die  Dimensionen  der  Körper 
verschwinden. 


d.    Die  physikalische  Abstraction. 

Nächst  der  Mechanik    ist    die   Physik    diejenige   Naturwissen- 
schaft,  die   von  dem  Verfahren   der  Abstraction   den   ausgiebigsten 
Gebrauch  macht.    Schon  die  Trennung  der  physikalischen  Forschung 
^on   andern  Zweigen   der  naturwissenschaftlichen  Untersuchung    ist 
^in  specieller  Fall  der  isolirenden  Abstraction  (S.  12).   Die  Natur- 
S^ensi^nde  werden  zu  Objecten  physikalischer  Analyse,  indem  man 
übereinstimmende  Erscheinungen,  absehend  von  den  sonstigen  Eigen- 
schaften der  Körper,  an  denen  sie  vorkommen,  zergliedert.    So  können 
^ö  Gesetze  der  Lichtbrechung   an   beliebigen   festen   oder   flüssigen 
dtirchsichtigen  Körpern  untersucht  werden;    die   Aggregatform,    die 
elastischen,    thermischen    und    andern    Eigenschaften    der    auf    ihr 
Brechungsvermögen  untersuchten  Körper  bleiben  dabei  zunächst  ganz 
^^  dem  Spiele.      Wie  die  Unterscheidung   der   Physik   von   andern 
Wissenschaften,  so  beruht  daher    auch  die  Gliederung   derselben  in 
Are   einzelnen    Zweige    auf   dem    nämlichen    Abstractionsverfahren. 
Schwere,  Schall,  Wärme,  Licht  u.  s.  w.    sind   Classen    von  Natur- 
^rscheinimgen,  bei  deren  jeder  die  übrigen  so  viel  als  möglich  ausser 
Betracht  bleiben.   Ursprünglich  ist  diese  Isolation  von  den  unmittel- 


374  Logik  der  Physik. 

baren    Unterschieden    der    sinnlichen    Wahrnehmung    ausgegangen 
Schwere  und  Wärme  entsprechen  den  beiden  Empfindungsqualitsün 
des  Tastsinns,  der  Schall  ist  das  Object  des  Gehörs,  das  Licht  das 
Object  des  Gesichtssinns.   Elektricität  und  Magnetismus  l^ten  zuerst 
eine  Bresche  in  dieses  System  einer  naiven  physikalischen  Abstraction; 
denn  die  Wirkungen  jener  Kräfte  äussern  sich  bald  in  diesem,  bald 
in  jenem  Sinnesgebiet,  während  doch  eine  unmittelbare  ZurQckfÜhrung 
auf  die  andern  Naturkräfte  zunächst  unmöglich  schien.   Dazu  kamen 
die  Beziehungen,  die  sich  zwischen  den  verschiedenen  Erscheinungs- 
gebieten, wie  zwischen  Licht  und  Schall,   zwischen  diesem  und  den 
Wellenbewegungen  der  Flüssigkeiten,  ergaben.    Je  mehr  die  Physik 
dazu  gelangt  ist,  bestimmte  Anschauungen   über  die  Natur  der  den 
einzelnen   Erscheinungen    zu    Grunde    liegenden    Bewegimgsformen 
schon  bei  ihren  fundamentalen  Abstractionen  zu  verwerthen,  um  so 
mehr  haben  daher  jene  ersten  Gliederungen  rationelleren  Eintheilongs- 
versuchen  Platz  gemacht,    wenn  auch   für  die  erste  Auffassung  des 
empirischen   Thatbestandes   die  Scheidung   nach   den   Sinnesgebieten 
schon  insofern  eine  gewisse  Bedeutung  behält,  als   den  verschieden- 
artigen   Sinneseinwirkungen   tiefere    Unterschiede    der   hypothetisch 
angenommenen   oder   objectiv   nachweisbaren    Vorgänge   selbst  ent- 
sprechen. 

Auf  die  physikalische  Abstraction  folgt  ihre  Umkehrung,  die 
Colligation  der  elementaren  Erscheinungen.  Nachdem 
diese  an  einem  gegebenen  Object  oder  an  einem  bestimmten  Zu- 
sammenhang von  Objecten  jede  für  sich  untersucht  sind,  sucht  man 
sich  über  die  Art  ihrer  Verbindung  Rechenschaft  zu  geben.  In  der 
Regel  hat  dabei  eine  Erscheinung  den  Vortritt,  und  die  Untersuchung 
der  übrigen  schliesst  sich  erst  an  in  Folge  der  Fragen,  die  vou 
jener  aus  angeregt  werden.  Nachdem  man  z.  B.  die  doppelbrechende 
Eigenschaft  eines  Krystalls  erkannt  hat,  geht  man  zu  der  Unter- 
suchung der  thermischen,  elastischen  und  thermo-elektrischen  Er- 
scheinungen an  demselben  über.  Auf  diese  Weise  gelangt  die  Physik 
durch  die  Verbindung  der  Untersuchungen  zu  einer  umfassenden 
Erkenntniss  sowohl  der  complexen  Naturerscheinungen  wie  der  ein- 
zelnen Naturobjecte,  die  auch  als  specielle  Formen  complexer  Er- 
scheinungen betrachtet  werden  können.  Dadurch  arbeitet  sie  einer- 
seits der  naturhistorischen  Forschung  in  die  Hände ;  der  sich  erst 
mit  Hülfe  der  physikalischen  Untersuchung  eine  tiefere  Einsicht  lu 
die  Beschaffenheit  der  Naturobjecte  eröffnet ;  anderseits  gewinnt  sie 
Aufschluss    über    den   Zusammenhang    der    einzelnen  Erscheiniings* 


Physikalische  Abstraction.  375 

ete    und    wird   so    zu  allgemeineren   Vorstellungen   über    deren 
strat  und  zu  allgemeineren  Naturgesetzen  geführt. 

In  allen  diesen  Beziehungen   ist   die  physikalische  Abstraction 
Weiterführung  der  in  der  Mechanik  geübten  Abstractionsmethode, 

sie  ist  mit  dieser  der  mathematischen  Abstraction  am  nächsten 
vandt.     Von  der  letzteren  trennt  sie  nur  jenes  besondere  Merk- 

des    mathematischen  Verfahrens,     wonach    dasselbe    überhaupt 

dem  physischen  Object  abstrahirt  und  bloss  auf  die  zur  Auf- 
ung  desselben  erforderliche  intellectuelle  Thätigkeit  Rücksicht 
mt.  Dagegen  haben  beide  Abstractionen  dies  mit  einander 
lein,  dass  sie  nicht  generalisiren,  sondern  isoliren.  Die  Mathematik 
iidet  aus  den  sinnlichen  Erscheinungen  die  in  sie  eingehenden 
ectiven  Elemente  von  allgemeingültigem  Charakter,  die  Zahl- 
the  und  Raumconstructionen,  aus.  Die  in  den  letzteren  bereits 
laltene  Bewegungsanschauung  aufnehmend,  fügt  dazu  die  Mechanik 
L  auf  alle  physikalische  Erfahrung  anwendbare  Begriffe,  die  der 
ft  und  der  Masse.  Die  physikalische  Abstraction  führt  auf  ihren 
chiedenen  Gebieten  immer  nur  zu  speciellen  Formen  dieser  Be- 
'e.  Diesem  Umstand  verdankt  die  Mechanik  ihre  Stellung  als 
allgemeinere,  zunächst  der  Mathematik  untergeordnete  Disciplin. 
sichtlich  des  Ursprungs  ihrer  Begriffe  stehen  aber  Physik  und 
hanik  auf  einem  Boden:  beide  empfangen  die  Anregung  zu 
n  Abstractionen  aus  der  obj ectiven  Erfahrung,    und  zwar  ist 

die  Physik  die  vorausgehende  Wissenschaft,  weil  sie  die  speciellere 

Auf  die  einzelnen  Begriffe,  welche  die  Physik  von  den  ver- 
edenen  Formen  der  Materie  und  ihren  Bewegungsgesetzen  ge- 
nt,  gründet  die  Mechanik  durch  eine  generalisirende  Abstraction 
i  allgemeinen  Begriffe  von  Kraft  und  Masse,  die  sie  zu  den  geo- 
rischen  und  phoronoraischen  Anschauungen  hinzufügt.  Da  sich 
e  Generalisation  nur  allmählich  vollziehen  konnte,  so  hat  die 
;hanik  in  ihren  Anfängen  noch  ganz  den  Charakter  eines  Zweigs 
Physik:  sie  fliesst  mit  der  Physik  der  Schwere  zusammen  und 
i  aus  dieser  Verbindung  erst  unter  dem  Miteinfluss  geometrischer 

phoronomischer  Betrachtungen  getrennt. 

Mit  der  isolirenden  vereinigt  sich  aber  auch  in  der  Physik  die 
eralisirende  Abstraction.  Wie  die  Mechanik  von  allen  einzelnen 
ftformen  und  von  den  specifischen  Unterschieden  der  materiellen 
stanz  absieht,  um  bloss  die  allgemeinen  Begriffe  von  Kraft  und 
ise  zurück;Eubehalten,  so  vollzieht  sich  innerhalb  der  Physik  selbst 
)n  ein  allmählicher  Uebergang   von   den  besonderen   zu  den  all- 
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gemeineren  Begriffen  und  Gesetzen.  Für  die  wissenschaftliche  Ei 
Wicklung  der  Physik  ist  es  aber  charakteristisch,  dass  hier  die  Oei 
ralisation  stets  die  nachfolgende  Abstractionsform  ist  Die  Gralil 
sehen  Fallgesetze,  die  Kepler'schen  Gesetze  sind  Erzeugnisse  eii 
isolirenden  Abstraction,  das  Newton'sche  öravitationsgesetz  dageg 
ist  durch  eine  Generalisation  aus  diesen  Gesetzen  hervorgegang 
Indem  man  das  Gravitationsgesetz  hinwiederum  mit  andern  einzeln 
Gesetzen  der  Femewirkung  zusammennimmt,  lässt  sich  daraus 
letzte  Verallgemeinerung  das  Gesetz  der  Abnahme  der  femwirkend 
Kraft  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  gewinnen.  Der  letztere  £ 
griff  gehört  aber  bereits  der  allgemeinen  Mechanik  an,  da  in  il 
von  den  besonderen  Bedingungen  der  einzelnen  Naturerscheinung 
abgesehen  wird.  Auf  diese  Weise  führt  überhaupt  die  physikalisc 
Generalisation  stets  bei  einem  bestimmten  Punkte  aus  dem  Qehii 
der  Physik  in  das  der  Mechanik.  Dieser  Grenzpunkt  ist  daran  leic 
zu  erkennen,  dass  über  ihn  hinaus  die  Verallgemeinerung  eine  n 
begriffliche  ist,  während,  so  lange  sie  sich  auf  physikalischem  G 
biete  bewegt,  der  allgemeinere  Begriff  zugleich  eine  reale  Bedeutui 
besitzt,  insofern  er  die  gemeinsame  Ursache  für  eine  Anzahl  vc 
schiedener  Erscheinungen  bezeichnet.  So  ist  die  Gravitation  ( 
gemeinsame  Ursache  der  irdischen  Schwere  und  der  Planetenbeii 
gungen ;  die  nach  dem  umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats  d 
Entfernungen  wirkende  Kraft  ist  aber  eine  bloss  begriffliche  Co 
ception,  der  in  der  Wirklichkeit  keine  gemeinsame  Ursache  der  I 
scheinungen,  die  ihr  subsumirt  werden  können,  entspricht.  Eber 
beruht  die  Annahme  einer  Wellenbewegung  des  Aethers  auf  Gru 
der  Gesetze  der  Fortpflanzung  des  Lichts  und  der  elektromagnetisch 
Femewirkungen  auf  einer  realen  Generalisation,  der  allgemeine  Begi 
einer  Wellenbewegung  dagegen  hat  nur  eine  begriffliche  Bedeutui 
und  die  Untersuchung  der  abstracten  Gesetze  dieser  Bewegung  fällt  dan 
dem  Gebiet  der  Mechanik  anheim.  In  allen  diesen  Beziehungen  bewäl 
die  Mechanik  ihre  vermittelnde  Stellung  zwischen  der  Physik  und  d 
mathematischen  Wissenschaften.  Die  Generalisationen  der  Physik  w( 
den  in  dem  Momente  zu  mechanischen  Abstractionen,  wo  sie  die  u 
mittelbare  Beziehung  zu  concreten  Erfahrungen  verlieren,  so  df 
nur  jene  Reflexion  auf  die  intellectuelle  Form  zurückbleibt,  die  über 
den  Charakter  der  mathematischen  Abstraction  ausmacht.  Von  d 
reinen  Mathematik  unterscheidet  sich  aber  die  Mechanik  wieden: 
dadurch,  dass  ihre  Abstractionen  nicht  schon  bei  den  allgemein 
Formen   der   Erfahrung  beginnen,    sondern    erst    an    die    specifis« 
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pliysikalische  Erfahrung,  an  die  Wahrnehmung  der  verschiedenen 
¥onnen  natürlicher  Vorgänge  und  ihre  Beziehung  auf  gemeinsame 
Ursachen,  sich  anschliessen. 

Mit  Rücksicht  auf  ihr  Verhältniss  zur  vorausgehenden  isolirenden 
Abstraction  hat  die  Generalisation  der  physischen  Gesetze   eine  ge- 
wisse Verwandtschaft  mit  der  ümkehrung  jenes  ersteren  Verfahrens, 
mit  der   Colligation.      Beide   führen   in   verschiedener  Richtung   die 
Untersuchung,  die  mit  der  Isolation  begonnen,  weiter,  und  beide  sind 
Verbindungsformen    ursprünglich    getrennter    Untersuchungsgebiete, 
deren  charakteristischer  unterschied  hauptsächlich  darin  liegt,    dass 
nur  die  Generalisation  zugleich  Abstraction  ist.    Während  die  Colli- 
gation verschiedenartige   Erscheinungen   an   demselben   Object   ver- 
bindet,  ohne  dabei   irgend  einen  Bestandtheil   dieser  Erscheinungen 
za  eliminiren,  verknüpft  die  physikalische  Generalisation  gleichartige 
Erscheinungen  an  verschiedenen  Objecten,   indem   sie  zugleich   die- 
jenigen Elemente  eliminirt,   in  denen  sich  die  betreffenden  Erschei- 
nungen unterscheiden.    Uebrigens  kann  auch  die  Colligation  zu  neuen 
^bstractionen  Anlass  bieten,  indem  sie  aus  der  Regelmässigkeit  der 
Verbindung   gewisser  Erscheinungen    allgemeinere   Voraussetzungen 
gewinnt,  die  über  diese  Verbindung  Rechenschaft  geben.    So  lassen 
sich  z.  B.  die  Erscheinungen  der  Cohäsion,  der  Lichtbrechung,  der 
-Leitung  der  Wärme  und  Elektricität,  welche  ein  Körper  zeigt,  ver- 
einigen, um  daraus  ein  allgemeines  Schema  seiner  Molecularstructur 
^ta  gewinnen.     Wesentlich  gefördert  werden  die  auf  solcher  Grund- 
'^^fcge  ausgeführten  Abstractionen ,    wenn  es  möglich  ist  die  verschie- 
denen Erscheinungsgebiete  auch  experimentell  zu  verknüpfen,  indem 
an   also    z.  B.    den  Einfluss  ermittelt,    den    die    Erwäimung    des 
.rystalla  auf  seine  optischen  Eigenschaften   besitzt.     In  diesem   aui 
ie  Colligation   folgenden   Abstractionsverfahren    begegnen   uns    die 
■Hligenschaften  der  isolirenden  Abstraction  wieder,  jedoch   mit  einer 
Lgenthümlichen   Umgestaltung,    die   für  die   allgemeinsten   Begrifft* 
Physik  charakteristisch  ist.    In  den  Vorstellungen  über  die  Con- 
stitution der  Körper,  die  zum  Zweck  der  Erklärung  der  Erscheinungen 
entwickelt   werden,    abstrahirt   man    nämlich    von    allen   denjenigen 
Eigenschaften  der  materiellen  Substrate,  die  für  die  betreffende  Er- 
Wärung  nicht  nothwendig  in  Rücksicht  gezogen  werden  müssen.    In 
Lesern  Sinne  betrachtet  die  kosmische  Gravitationstheorie  die  Welt- 
«örper  als  Punkte,  in  denen  die  von  ihnen  ausgehenden  Wirkungen 
^ncentrirt  gedacht  werden.  Die  Molecularphysik  benützt  schematische 
Vorstellungen,  in  denen  die  zur  Ableitung  der  einzelnen  Thatsachen 
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nothwendigen  Voraussetzungen   auf  ihren   einfachsten  anschaulichen 
Ausdruck  gebracht  sind.    Sie  betrachtet  die  Körper  bald  als  absolut 
homogene  Massen,  deren  einzelne  Theile  Wirkungen  auf  einander  aus— 
üben,  die  nach  einem  bestimmten  Gesetze  von  ihren  Entfernungen  ab^ 
hängen,  bald  als  Complexe  physischer  Punkte,  die  anziehend  oder  ab* 
stossend  auf  einander  wirken,  oder  für  die  bestimmte  Bewegungszuständ  e 
vorausgesetzt  werden,  u.  s.  w.     In  allen  diesen  Fällen  ist  man  sicl:»^ 
bewus.«^t,  dass  solchen  Abstractionen  höchstens  eine  annähernde  Gültig — 
keit  für  die  Erfahrung  zukommen  kann.    Die  Abstraction  selbst 
eine  isolirende,  insofern  bei  ihr  ausschliesslich   auf  die   für  die  Er 
klärung    gewisser    Erscheinungen    wesentlichen    Eigenschaften    de 
Substanzen  Rücksicht  genommen  wird.     Sie  unterscheidet   sich  abe 
von  jener  Abstraction,  welche  den  Anfang  der  physikalischen  Unter 
suchung  bildet,  dadurch,    dass  sie  sich  nicht  auf  die  Erscheinunge: 
selbst  bezieht,  sondern  auf  die  Voraussetzungen,  die  man  zu  ihrer  Er 
klärung  erforderlich  hält.  Es  herrscht  daher  bei  dieser  Abstraction  ein^^  e 
viel  grössere  Willkür;   denn  meist  können  abstracte  Voraussetzunge 
von  verschiedener  Beschaffenheit   den   empirischen  Forderungen  ge- 
nügen.   Namentlich  aber  zeigt  es  sich,  dass  sich  diese  hypothetische 
Abstractionen  unter  dem  Einfluss  der  Colligation  der  Thatsachen  ver- 
ändern.    Indem  die  letztere  regelmässige  Beziehungen  kennen  lehr 
zwischen    ursprünglich    getrennt    gehaltenen    Erscheinungsgebieten 
müssen  auch  die  abstracten  Begrifle  über  das  materielle  Substrat  den 
Vorgänge  jenen  Beziehungen   genügen.     Auf  diese  Weise  entsteht -ä=^* 
schliesslich  die  Forderung,   die  letzten  Abstractionen  der  Physik 
zu  gestalten,    dass   in  ihnen  zwar   keine   überflüssige  Voraussetzun 
gemacht    ist,    dass   sie  aber  doch  über  alle  Erscheinungen  Rechen — 
Schaft  gebeuj  welche  die  wirklichen  Naturkörper  unserer  Beobachtun 
darbieten. 

Die  Abstractionen  dieser  letzten  Stufe  der  physikalische 
Untersuchung  bilden  die  Grundlage  für  die  Deduction  der  Natur — 
erscheinungen.  So  ist  es  die  isolirende  Abstraction,  die  in  ihre 
verschiedenen  Formen  zugleich  den  verschiedenen  logischen  Methode 
der  physikalischen  Forschung  parallel  geht.  Durch  Trennung  de 
Erscheinungen  leitet  sie  die  Induction  ein  und  begleitet  sie  auf  alle 
ihren  Stadien ;  mittelst  der  Bildung  abstracter  Voraussetzungen  übe 
(las  Substrat  der  Erscheinungen  eröffnet  sie  das  deductive  Verfahre 
und  bildet  einen  wesentlichen  Bestandtheil  der  theoretischen  Natur 
erklärung. 
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e.    Die  physikalische  Deduction. 

Nachdem  durch  Analyse,  Induction  und  Abstraction  die  all- 
gemeinen Voraussetzungen  über  die  Grundlagen  bestimmter  Natur- 
^organge  sowie  die  Gesetze  denen  sie  folgen  gewonnen  sind,  be- 
finnt  das  Geschäft  der  physikalischen  Deduction.  Diese  kann 
wei  Methoden  einschlagen.  Als  synthetische  Deduction  ver- 
littelt  sie  die  Erklärung  der  zusammengesetzten  Erscheinungen  durch 
''erbindung  einfacher  Annahmen,  die  entweder  aus  der  Erfahrung 
bstrahirt  oder  zum  Zweck  der  Deduction  hypothetisch  eingeführt 
rerden.  Als  analytische  Deduction  entwickelt  sie  die  einzelnen 
Erscheinungen  und  deren  specielle  Gesetze  durch  Zerlegung  der  all- 
;emeinen  Gesetze,  unter  denen  sie  als  besondere  Fälle  enthalten  sind. 
)a  nun  einfache  Annahmen  in  der  Regel  durch  eine  Analyse  der 
unächst  in  einer  mehr  oder  weniger  verwickelten  Gestalt  gegebenen 
oncreten  Erfahrungen  gewonnen  werden,  und  da  umgekehrt  die  all- 
gemeinen aus  der  Verbindung  specieller  Gesetze  zu  entstehen  pflegen, 
o  setzt  überall  die  synthetische  Deduction  eine  analytische  Unter- 
uchung  und  dagegen  die  analytische  Deduction  ein  synthetisches 
/'erfahren  voraus;  auch  kann  es  vorkommen,  dass  beide  Methoden 
heils    mit  einander  theils  mit  inductiven  Erläuterungen  abwechseln. 

Die  synthetische  Deduction  physikalischer  Thatsachen  ist 
n  ihrer  historischen  Entwicklung  wesentlich  durch  das  Beispiel  der 
Siathematik  bestimmt  worden.  Die  physikalische  Untersuchung  selbst 
tvürde  niemals  zu  jenem  Beweis  verfahren  geführt  haben,  wie  es  in  den 
Arbeiten  eines  Newton  undHuygens  herrscht  und  lange  Zeit  als 
üe  mustergültige  Darstellungsform  auch  in  der  Physik  galt.  Viel- 
nehr  ist  es  der  äussere  Einfluss  der  geometrischen  Demonstrations- 
cnethode  Euklids,  der  sich  hier  das  widerstrebende  Material  der 
physikalischen  Deduction  dienstbar  gemacht  hat.  Gerade  das  be- 
deutendste Werk  dieser  Richtung,  Newtons  „Principien  der  mathe- 
matischen Naturphilosophie",  zeigt  dies  in  der  augenfälligsten  Weise. 
Die  Definitionen  und  Axiome,  die  Euklid  an  die  Spitze  seiner 
Elemente  und  ihrer  Hauptabschnitte  stellt,  bieten  für  die  Auffassung 
keinerlei  Schwierigkeiten;  sie  erzwingen  sich  durch  die  anschauliche 
Beschaffenheit  der  Objecto,  auf  die  sie  sich  beziehen,  unmittelbare 
Anerkennung,  so  dass  sie  selbst  für  einen  elementaren  Lehrgang  als 
naturgemässe  Ausgangspunkte  angesehen  werden  können.  Ganz  anders 
verhält  es  sich  mit  den  Definitionen  der  Masse,  der  Geschwindigkeit 
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und  der  Kraft  und  mit  den  drei  mechanischen  Axiomen,  auf  (M. 
Newton  seine  Entwicklungen  gründet.  (S.  21)9  fiF.)  Sie  sind  von  ä 
abstracter  Natur,  dass  an  eine  unmittelbare  Nach  Weisung  derselbe 
in  der  Anschauung  nicht  zu  denken  ist,  und  sie  stützen  sich  so  sefa 
auf  Inductionen,  die  erst  auf  dem  Wege  wissenschaftlicher  Zer 
gliederung  möglich  sind,  dass  eine  Begründung  mittelst  dieser  In 
ductionen  nicht  entbehrt  werden  kann.  Dies  macht  sich  denn  aucl 
in  Newtons  Darstellung  geltend.  Jene  Begründungen,  die  ihm  di 
gewählte  systematische  Form  der  Principien  Toranzustellen  verbietet 
sieht  er  sich  genöthigt  in  ausführlichen  Anmerkungen  nachfolgen  2si 
lassen.  So  schliessen  sich  an  seine  Definitionen  Auseinandersetzungen 
über  absolute  und  relative  Zeit,  absoluten  und  relativen  Raum,  wirk: 
liehe  und  scheinbare  Bewegung,  über  den  Begriff  der  Ursache  ua 
seine  physischen  Anwendungen;  und  die  mechanischen  Axiome  er: 
läutert  er,  hinweisend  auf  die  Versuche  von  Galilei,  Wren,  WallL 
und  Huygens,  durch  experimentelle  Erfahrungen.  Alle  diese  Be 
trachtungen  besitzen  einen  inductiven  und  zugleich  analytischen  ChiB 
rakter.  In  diesem  Sinne  bilden  sie  den  näheren  Beleg  zu  der  vo 
Cot  es  in  der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  der  Principien  gemachte-^ 
Bemerkung,  dass  die  Methode  eine  zweifache,  eine  analytische  un 
eine  synthetische,  sei:  die  Kräfte  der  Natur  und  ihre  einfachen  Qes 
setze  würden  aus  einigen  ausgewählten  Erscheinungen  mittelst  de* 
Analyse  abgeleitet  und  dann  mittelst  der  Synthese  als  Eigenschafter 
der  übrigen  Erscheinungen  dargelegt.  Wenn  dies  der  naturgemäss 
Entwicklungsgang  der  synthetischen  Deduction  ist,  so  wird  abe-^ 
augenscheinlich  die  Darstellung  desselben  durch  die  unverändert» 
Annahme  der  Euklidischen  Demonstrationsform  beeinträchtigt,  da  dies^ 
für  jene  grundlegende  Analyse  keinen  Platz  lässt,  so  dass  die  lezterp 
an  einer  ihrer  Bedeutung  nicht  entsprechenden  Stelle  Unterkunf' 
suchen  muss. 

Ein  weiterer  Uebelstand  dieser  Demonstrationsform  tritt  in  dei 
Art  der  Verwendung  von  Hülfsiehren  hervor,  die  für  die  Deductior 
nicht  entbehrt  werden  können,  aber  doch  dem  Gegenstand  derselben 
eigentlich  fremd  sind.  Dieser  Uebelstand  wird  um  so  fühlbarer,  je 
zahlreicher  die  Voraussetzungen  werden.  Schon  Euklids  Elemente 
bringen  fast  die  ganze  damals  bekannte  Arithmetik  in  der  Form  einer 
Einschaltung,  die  zu  den  geometrischen  Messungsaufgaben,  deren 
Lösung  nur  mittelst  der  Kenntniss  der  Zahlen  möglich  ist,  vor- 
bereiten soll.  In  den  physikalischen  Darstellungen,  welche  die  syn- 
thetische Methode  wählen,  nehmen  solche  Einschaltungen  und  Vor- 
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\>ex"eitungen  noch  einen  grösseren  Raum   ein.     So   eröffnet  Newton 
Aas  erste  Bach  seiner  Principien  mit  einer  rein  mathematischen  Ab- 
laandlung  ^über  die  Methode  der  ersten  und  letzten  Verhältnisse**,  und 
der  ganze  Inhalt  der  beiden  ersten  Bücher,  der  die  reine  Mechanik 
behandelt,  namentlich  des  ersten,   verfolgt  sichtlich  den  Zweck,  die 
Entwicklungen  des  dritten  Buchs  über  das  Weltsystem  vorzubereiten. 
Denn  mit  Rücksicht  darauf  werden  von  Anfang  an  die  mechanischen 
Probleme  ausgewählt.    Die  Bewegungen  von  Körpern  durch  Centri- 
petalkräfte,  in  excentrischen  Kegelschnitten,  in  beweglichen  Bahnen, 
die  Bewegungen   kugelförmiger   Körper,   welche   durch  Centripetal- 
kräfte  gegen  einander  hingezogen  werden,  u.  s.  w.,  alle  diese  Probleme 
sind  so  beschaffen,   dass  bei  dem  Uebergang   zu  den  speciellen  Be- 
<iiiigungen  des  Weltsystems  nur  noch  die  Einführung  einzelner  durch 
die  Erfahrung    gegebener  Data,    nirgends    mehr    die    Lösung   einer 
neuen  mechanischen  Aufgabe  erfordert  wird.     Wohl   aber   wird   bei 
diesem   abschliessenden  Theile   der  Darstellung   von  neuem   das  Be- 
dürfhiss  nach  einer  Herbeiziehung  der  Induction  fühlbar;   denn  erst 
die   durch  sie  ermittelten  Thatsachen   gestatten   die  Anwendung  der 
2nvor  gewonnenen  allgemeinen  mechanischen  Sätze  auf  die  concreten 
Erscheinungen.    Da  nun  solche  einzelne  Data  der  Erfahrung  bei  der 
synthetischen  Methode  in  die  Demonstration  der  einzelnen  Lehrsätze 
nicht  wohl   eingeführt  werden  können,  weil  das  gesammte  Material, 
til)er  das  der  Beweis  des  Lehrsatzes  verfügt,  als  gegeben  in  voran- 
S'^gAQg^nen  Sätzen  vorausgesetzt  ist,  so  sieht  sich  Newton  genöthigt, 
jenen  Daten   der  Erfahrung  eine  ähnliche  Stellung   anzuweisen   wie 
zuvor  den  Definitionen  und  Axiomen:   er   stellt   sie  unter  dem  Titel 
-»»Hrscheinungen**    neben    einigen    allgemeinen    methodischen   Regeln 
tlber  die  Erforschung  der  Natur  an  die  Spitze  des  dritten  Buchs  der 
E^lrincipien.    Darin  liegt  freilich  insofern  keine  Incongruenz,  als  jene 
die  Mechanik  einleitenden  Sätze  ebenfalls  durch  Induction  begründet 
^^"erdfen;   immerhin  handelt  es  sich  dort  um  allgemeinste  Principien, 
hierum  specielle,   meistens  in  einzelnen  numerischen  Werthen  aus- 
zudruckende Thatsachen. 

In  vielen  Fällen  hat  übrigens  eine  solche  kurze  und  beiläufige  Er- 
gänzung des  synthetischen  Ganges  durch  Ausführungen  von  inductivem 
^^arakter  dem  Bedürfnisse  nach  anschaulicher  Begründung,  welches 
besonders  bei  der  Darstellung  neuer  physikalischer  Lehren  obwaltet, 
^icht  Genüge  geleistet,  sondern  die  Urheber  derselben  sahen  sich 
gedrungen,  inductiven  Entwicklungen  und  analytischen  Deductionen 
öiuen  grösseren  Spielraum  zu  lassen,   wodurch   diese  nun  als  völlig 
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selbständige  Begründungen   der  synthetischen  Deduction,   die  ihnen 
entweder  Torausgehen  oder  nachfolgen  kann,  gegenüberireten.     Ein 
hervorragendes  Beispiel  hierfür  bilden  Galileis  Discorsi'*').    Wie  die 
Begabung   dieses   grossen  Physikers   eine   in  eminentem  Masse  ana- 
lytische ist,  so  bevorzugt  er  auch  durchaus  die  analytische  Deductions- 
methode,    in    die   er  jedoch   theils   inductive   Entwicklungen,   theik 
kritische  und  polemische  Ausführungen  einstreut.   Dadurch  erscheint 
der  in   der  Zeit  der  Wiedererneuerung  des  Piatonismus   beliebt  ge- 
wordene Dialog  bei  ihm  als  eine  nicht  bloss  äusserlich  angeeignete, 
sondern    dem    inneren   Gedankengang   vollkommen   angepasste  Dar- 
stellungsform.    Im   dritten   und  vierten  Tag  der  Discorsi  witd  aber 
diese   Form   durch   synthetische   Deductionen  in   Euklidischer  Weise 
unterbrochen,   für   die   zugleich  die   lateinische  Sprache  gewählt  ist, 
während   der   ungezwungenere  Dialog  in  leichtem  Italienisch  dahin- 
fliesst.     Dieser  dritte  und  vierte  Tag  handeln  von   den  Bewegungen 
schwerer  Körper,   und   die    einleitenden  Worte  Galileis   verrathö» 
deutlich,   dass  er   mit  Absicht  gerade  den  wichtigsten  Theil  seiner 
Forschungen  in  einer  Anzahl  streng  formulirter  Axiome  und  Theoreme 
zusammenfasst.    Aber  der  Dialog  wird  durch  die  so  geänderte  Fonn 
der  Darstellung  nicht  ganz  unterdrückt.    Wo  es  nöthig  scheint,  setzt 
er  in   der  Form    einer  ünterlialtung   über   die   vorgetragenen  Sätze 
ein,    um   diese   näher  zu  erläutern  und   dem  Leser  den  analytischen 
Gedankengang  vorzuführen,  durch  den  sie  gefunden  sind,    üebrigens 
wählte  auch  Newton,  der  die  synthetische  Demonstrationsmethode 
so  hoch  schätzte,    in    der  früher  von  ihm  verfassten  populären  Ab- 
handlung  über   das  Weltsystem**)   einen    vorzugsweise   analytischen 
Weg.    Er  war  eben  der  Ueberzeugung,  dass  die  synthetische  Methode 
zwar  die  logisch  strengere,    aber  deshalb  die  schwierigere  sei,  weil 
die  Resultate  selbst  immer  analytisch  gefunden  würden.     In  der  Th»t 
war    diese   Ansicht    gegenüber  jener   Handhabung    der   analytischen 
Deduction,  wie  sie  noch  zu  Newtons  Zeit  auf  physikalischem  Gebiet 
die  herrschende  war,   und  für  die  uns  Des  carte  s'  Naturphilosophie 
ein  augenfälliges  Beispiel  darbietet,  vollkommen  berechtigt.    Gerade 
sie  verzichtete  nämlich  fast  ganz  auf  die  Anwendung  mathematischer 
Hülfsmittel.     Höchstens    bediente  sie  sich  einfachster  arithmetischer 
Operationen  oder  geometrischer  Constructionen.    Noch  aber  hatte  sie 
sich  die  mathematische  Analysis  nicht  dienstbar  gemacht.     Erst  die 

*)  Opere  di  Galileo  Galilei,  ediz.  E.  Alberi,  t.  XIII. 
**)  Sie  ist  von  Wolfers  seiner  Uebersetzug  der  Principien  beigefügt- 
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ematische  Physik  des  18.  Jahrhunderts  vollzog  diesen  schon 
1  Descartes'  analytische  Geometrie  nahe  gelegten  und  durch 
Erfindung  der  Infinitesimalrechnung  vollends  unvermeidlich  ge- 
enen  Schritt.  Hiermit  war  nun  aber  auch  der  einzige  Grund 
eggefallen,  der  gegen  die  sonstigen  Nachtheile  der  synthetischen 
ode  ins  Gewicht  fiel:  die  mit  den  Hülfsmitteln  der  mathemati- 
i  Analysis  ausgerüstete  analytische  Deduction  liess  an  Strenge 
s  zu  wünschen  übrig,  und  sie  verband  damit  den  grossen  Vor- 
dass  sie  nicht  bloss  fertige  Resultate  in  eine  beweiskräftige  Form 
ite,  sondern  dass  sie  sich  vor  allem  als  ein  wichtiges  Hülfs- 
1  der  Forschung  selbst  erwies. 

Die  analytische  Deduction  der  Naturerscheinungen 
von  Erfahrungsgesetzen  oder  von  hypothetischen  Voraussetzungen 
meinster  Art  aus  und  sucht  aus  denselben  successiv  die  einzelnen 
leinungen  und  die  speciellen  Gesetze,  von  welchen  dieselben 
Tscht  werden,  abzuleiten.  Es  geschieht  dies  durch  die  Zer- 
ig  jener  allgemeinen  Sätze  in  die  besonderen  Fälle,  die  unter 
i  enthalten  sind.  Der  Weg,  der  hier  eingeschlagen  wird,  besitzt 
ach  den  Charakter  einer  Begriffsanalyse.  Er  unterscheidet  sich 
von  Begriffsanalysen  anderer  Art  durch  die  anschauliche  Form, 
le  die  Allgemeinbegriffe  der  physikalischen  Deduction  vermöge 
'orderung,  dass  sie  zur  Ableitung  bestimmter  Naturerscheinungen 
ich  sein  sollen,  besitzen  müssen.  Schliesslich  enthalten  nämlich 
Allgemeinbegriffe  Voraussetzungen,  die  sich  theils  auf  die  Be- 
fenheit  des  materiellen  Substrates,  theils  auf  die  causalen  Be- 
ngen der  Theile  dieses  Substrates  zu  einander  beziehen.  Da 
die  Materie  von  der  Physik  als  die  unveränderliche  in  räum- 
•  Form  gegebene  Grundlage  der  Erscheinungen  angesehen  wird, 
esetze  ihrer  Wechselwirkungen  aber  wegen  der  qualitativen  und 
iitativen  Constanz  der  Materie  nur  die  Form  von  Bewegungs- 
zen  besitzen  können,  so  wird  durch  die  Festhaltung  dieser  all- 
inen Voraussetzungen  jene  Forderung  der  Anschaulichkeit  bereits 
t,   und    im  Einzelnen   haben   die  Prämissen    der  Deduction  nur 

der  Maxime  zu  folgen,  dass  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Folge- 
rn mit  der  Erfahrung  übereinstimmen  müssen.' 

Die  Zergliederung  der  allgemeinen  Voraussetzungen,  in  der  das 
m  der  analytischen  Deduction  besteht,  vollzieht  sich  nun,  wie 
ider  Begriffsanalyse,  durch  die  Einführung  specieller  Bedingungen, 
ilst  deren  man  sich  den  in  der  wirklichen  Erfahrung  gegebenen 
tältnissen  schrittweise  zu  nähern  sucht.    Eine  solche  Einführung 
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besonderer  Bedingungen  kann   stets  als  ein  Verfahren  der  Substi- 
tution  angesehen  werden,   indem   man  dabei  f&r  solche  Begriffs- 
elemente,   denen   in   den    ursprünglichen   Voraussetzungen    eine   un- 
bestimmtere  und   darum    allgemeinere   Bedeutung  angewiesen    war, 
speciellere  Begriffe   einführt,    die   irgend   einem   concreten  Fall   der 
physikalischen  Erfahrung  entsprechen.    Dieses  Substitutionsverfahrea 
zerfallt  in  der  Regel  wieder  in  zwei  Acte:    in   einen  ersten,   durch 
den  aus  der  allgemeinen  Voraussetzung  ein  einzelnes  Erscbeinungs— 
gebiet  nur  in  abstracter  Weise  abgeleitet  wird,  so  dass  die  concreten. 
Werthe  der  Erscheinungen  noch  nicht  in  Betracht  kommen,  sondenm. 
die    in    den  Ausdruck    der   Gesetze    eingeführten  Grössen    eine    un — 
bestimmte    Bedeutung    bewahren.      Daran    schliesst   sich    dann    &!= 
zweiter  Act  die  Einführung  concreter  WerÜie  in  die  abstract  formu 
lirten  Gesetze   und   die  damit   zusammenhangende   numerische  Feat 
Stellung  gewisser  constanter  Grössen,  die  für  die  messende  Vergleich 
der  Erscheinungen  wesentlich  sind.    Der  erste  dieser  Acte  fallt  noc! 
vollständig  in   den  Bereich   der  reinen  Deduction.     Wenn    auch 
der  Substitution  specieller  Bedingungen   eine  Rücksicht   auf  die 
fahrung  niemals  fehlen  kann,  so  ist  doch  diese  hier  keine  andere 
bei  der  Gewinnung  der  allgemeinsten  Prämissen   der  Deduction: 
werden  Annahmen  aufgestellt,  von  denen  man  erwartet,  dass  sie  sie 
als  conforni  den  in  der  Erfahrung  gegebenen  Bedingungen 


werden,  wobei  aber  doch  der  wirkliche  Nachweis  dieser  Conformit^^..^t 
erst   durch  das  Gelingen  der  Deduction  erbracht  wird,    zu    weichet-  =^m 
Gelingen    immer    auch    noch   der   zweite   Act   der    Substitution,    d-^Bie 
Einführung    concreter   Einzelwerthe    an    Stelle   der    bis    dahin    fes^^st- 
gebaltenen   abstracten  Grössen ,    erfordert   wird.     Demgemäss  beru"  — ait 
dieser   zweite  Act   auf    einer   Herbeiziehung   der   Induction.     D^C}ie 
fraglichen  Einzelwerthe  sind  numerische  Data,  die  durch  Beobachtui^^ng 
oder  Experiment  festgestellt  werden  müssen.     Es   kann  nun  freilif     ch 
geschehen,  dass  sie  schon  vor  dem  Beginn  der  Deduction  durch  ei    -^3ie 
derselben  vorangehende  Induction  gefunden  wurden;  aber  ebenso  c — )ft 
ereignet  es  sich,  dass  sich  die  Induction  erst  an  die  analytische  D^^«- 
duction    anschliesst,    oder   dass    mindestens  eine  Revision  der  frütz^er 
gewonnenen  experimentellen  Data  vorgenommen  werden  muss,    w^  <il 
die   deductiv   abgeleiteten  Gesetze   erst   die    exacten   Fragestellun^^en 
enthalten ,   deren  empirische  Beantwortung  die  Theorie  der  Ersck  «Mei- 
nungen abschliesst. 

Die  Induction,  die  diese  Vollendung  der  analytischen  Deductioß 
bewirkt,  verfolgt  regelmässig  wieder  zwei  Ziele.     Erstens  sucht     ^i^ 
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^^ine  Bestätigung  für  die  Voraussetzungen  der  Deduction  zu  gewinnen, 
indem  sie  nachweist,   dass  die  experimentell  gefundenen  Thatsachen 
mit    den    abgeleiteten    Folgerungen    übereinstimmen.      Dies    ist   die 
verificirende    Induction ,    in    w elcher    wesentlich    nur   relative 
Orössenbestimmungen  vorkommen,  da  aus  abstracten  Voraussetzungen 
z^ar  Schlüsse  über  die  quantitativen  Verhältnisse  der  Naturerschei- 
nungen,    niemals   aber  solche   über   die   absoluten  Werthe  gewisser 
"Wirkungen   gewonnen   werden   können.     Sodann   sucht  man  die  ab- 
stracten Werthe,  die  in  die  abgeleiteten  Naturgesetze  eingehen,  durch 
die   Messung    zu   fixiren,    um    auf   diese   Weise   die   Constanten    zu 
ermitteln,  in  denen  die  Wirkung  bestimmter  Ursachen  ihren  quanti- 
tativen Ausdruck  findet.    Dies  können  wir  die  determinirende  In- 
duction nennen.     Bei  ihr  handelt  es  sich  stets  um  absolute  Mass- 
bestimmungen, durch  welche  die  concrete  Grösse  der  Erscheinungen, 
über  welche   der  abstracte  Inhalt  der  Gesetze   nichts   aussagt,   fest- 
gestellt werden  soll.    Ueberblicken  wir  demnach  den  ganzen  Verlauf 
der    analytischen  Deduction    sammt   ihren   Vorbereitungen   und  Er- 
gänzungen, so  lässt  sich  derselbe  in  vier  Stadien  trennen,  von  denen 
jedoch  nur  die  zwei  ersten  der  eigentlichen  Deduction,  die  zwei  letzten 
der  auf  sie  folgenden  Induction  angehören.     Sie  sind:    1)  die  Auf- 
stellung abstracter  Voraussetzungen,   2)  die  Ableitung  einzelner  Ge- 
setze  aus   diesen  Voraussetzungen,   3)  die  Verification   der  Gesetze, 
Und  4)  die  Determination  der  in  die  Gesetze  eingehenden  Constanten 
der  Naturerscheinungen. 

Bei  Deductionen  verwickelterer  Art,  bei  denen  die  abgeleiteten 
thatsachen  meistens  wieder  in  verschiedene  Gruppen  zerfallen,  deren 
jede  besondere  Voraussetzungen  erfordert,  pflegt  dieser  regelmässige 
Verlauf  Abänderungen  zu  erfahren,  die  sich  dadurch  oft  noch  mannig- 
faltiger gestalten,  dass  eine  möglichst  vollständige  Darstellung  natur- 
S^mäss  auch  jene  vorbereitende  Induction,  die  dem  Beginn  der  ana- 
lytischen Deduction  vorangeht,   herbeizuziehen  sucht,   um    durch  sie 
Von  vornherein  die  Aufstellung  der  Voraussetzungen  zu  rechtfertigen. 
Öa  nun   die  Verification   und   die  Determination   der  Grössenwerthe 
der  Erscheinungen  ebenfalls  der  Induction  zufallen,   so  kann  es  ge- 
schehen, dass  die  letztere  der  eigentlichen  Deduction  nur  einen  ver- 
bältnissmässig  kleinen  Raum  übrig  lässt.    Aber  gerade  hierin  verräth 
sich  nicht  zum  wenigsten,   wie   sehr  die   analytische  Deduction  den 
i      B^dürfiiissen  der  Naturerklärung  angepasst  ist,  indem  sie  es  gestattet, 
I      einen  solchen  Wechsel  der  logischen  Hülfsmittel  in  jedem  Augenblick 
1      eintreten  zu  lassen,    sobald   er  durch  die  Beschaffenheit  des  Gegen- 
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Standes  gefordert  ist,  ohne  dass  dadurch  der  naturgemässe  Ghmg  der 
Entwicklungen  unterbrochen  wird. 

Ein   hervorragendes   Beispiel   dieser  Art   ist  schon   das  bahn- 
brechende   Werk    der    neueren  Naturwissenschaft,    die    Schrift  des 
Copernikus    «De   revolutionibus    orbium   coelestiuni*.     Das  erste 
Buch  bringt   die  Begründung  der  allgemeinen  Voraussetzungen  des 
neuen   Weltsystems.      Abgesehen    von    speculativen   Betrachtungen, 
denen  wir  heute  keine  bindende  Kraft  mehr  beimessen,  und  die  sich 
hauptsächlich    auf    die    Forderungen    der  Vollkommenheit    und   der 
Symmetrie   in   der  Anordnung   der  Gestirne  beziehen,    besteht  diese 
Begründung   aus   einer  Reihe  von  Inductioneii.     Die  erste  derselben 
bringt   den  Nachweis   ftir   die   kugelförmige  Gestalt   der  Erde,   eine 
zweite  stellt  fest,  dass  die  Erde  nicht  den  Mittelpunkt  der  Planeten- 
bahnen bilde,    und  eine  dritte   zeigt,  dass  die  Grösse  der  Erde  ver- 
schwindend  im   Verhältniss   zu   der  Entfernung    der   Fixsterne  s^iti 
müsse.     Theils  auf  diese  Gründe,   theils  auf  den  Nachweis  der  tJ^ß" 
zulänglichkeit  der  Ptolemäischen  Anschauung  stützt  dann  Copernik:   tl!^ 
seine  im    10.  und  11.  Capitel   aufgestellte   neue  Hypothese   von  c^^r 
Ordnung  der  Himmelskreise  und  von   der  dreifachen  Bewegung  Ä3er 
Erde.     Hiermit    ist   die  allgemeine  Voraussetzung  für  die  Deducti  o" 
der  Erscheinungen   gewonnen.     Doch   setzt   die   letztere  noch  ein»  %^ 
geometrische   Hülfsmittel    voraus,    die    in    den    letzten   Capiteln   c3es 
ersten  Buchs  in  der  von  der  Entwicklung  der  astronomischen  Lehr^ß^ 
völlig  abweichenden   synthetischen   Form    der   Euklidischen  Denic^  ^' 
stration  auseinandergesetzt  werden.   Nun  beginnt  erst  mit  dem  zweit::  ^" 
Buch  die  eigentliche  Deduction.     Diese  gliedert  sich  aber  wieder       ^ 
mehrere   Theile,   bei   deren  jedem   sich   sofort  die  Verification   a^^^ 
Determination  der  Erscheinungen  mit  der  Ableitung  aus  der  vora^  ^' 
gestellten  Grundhypothese   verbindet.     In   dieser  Weise  umfasst  A^^ 
zweite  Buch   die  Theorie   der  täglichen  Bewegungen  der  Erde,    d  *^^ 
dritte    die    der  jährlichen  Bewegungen   und   der  secularen  Veränd^'^'' 
rungen,  das  vierte  die  Bewegung  des  Mondes,  das  fünfte  und  sechs- ^^ 
die  Planetenbewegungen.    Man  findet  hier  überall  das  Beobachtung^^ " 
material    an    den   geeigneten   Stellen   eingefügt    in    die  Darstellun 
Dennoch    bringt   es  der  logische  Gang  der  letzteren   mit   sich,   d 
in    der  Auseinandersetzung   der   einzelnen  Lehren   die  verschieden^^  -^ 
Stadien   der   analytischen  Deduction   meistens  ihre  normale  Stellui^  — 
bewahren. 

Hatten   wir   hier   das   Beispiel   einer  Naturerklärung  vor  ua.    =^ 
die  sich   auf   das   engste   an  Thatsachen   der  Erfahrung  anschlies? 
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und   darum   eines  reichen  Unterbaues    von  Inductionen   sowie   einer 
fortwährenden  Beihülfe   derselben   bedarf,   so   liefert  dagegen  Des- 
cartes*   Naturphilosophie    den    ersten    umfassenden    Versuch    einer 
physikalischen  Theorie,    deren  Voraussetzungen   der   inductiven  Be- 
gründung fast  ganz  entbehren,   so  dass  sie  nur  durch  die  nachträg- 
liche Anpassung  an   die  Erfahrung   sich  rechtfertigen   können.     Es 
wird  gestattet  sein,  dieses  Beispiel  trotz  seiner  grossen  Mängel  hier 
anzuführen,  da  es  für  eine  bestimmte  Classe  physikalischer  Theorien 
eine  vorbildliche  Bedeutung  gewonnen  hat.    In  der  That  können  wir 
zwei  Hauptrichtungen  unterscheiden,  in  denen  sich  seit  den  Anfängen 
der  neueren  Naturwissenschaft   die   physikalische  Deduction  bewegt. 
Die  eine  sucht  im  Sinne  des  grossen  Werkes  des  Copernikus  aus 
allgemeinen   durch  Induction   gefundenen  Erfahrungssätzen   die  Er- 
scheinungen abzuleiten.   Die  bedeutendste  Leistung  in  dieser  Richtung, 
die  übrigens  für  die  Darstellung  den  synthetischen  Weg  wählt,  sind 
Newtons  Principien.    Die  andere  sucht  aus  willkürlichen  oder  auf 
speculativem  Wege  gewonnenen  Annahmen   die  Thatsachen  der  Er- 
fahrung zu  entwickeln.     Hier   ist  Descartes'  Naturphilosophie   das 
Vorbild,   das   später  in  zahlreichen  mathematischen  Theorien  Nach- 
folge gefunden  hat.     Die  Begründung,    die  Descartes  im  Eingang 
des  zweiten  Theils  seiner  „Principien  der  Philosophie"  seinen  Voraus- 
setzungen über  die  Materie  zu  geben  sucht,  nimmt  denselben,  physi- 
lialisch   betrachtet,   kaum   den   Charakter   willkürlicher  Hypothesen, 
abgesehen   von  der  strengen  Leugnung   des  leeren  Raumes  und  der 
Annahme  der  qualitativen  Gleichartigkeit  und  Constanz  der  Materie, 
für  welche  zwar  nicht  die  von  Descartes  geltend  gemachten  Gründe, 
aber  doch  bestimmte  Motive  der  Anschauung  eintreten.    (Vgl.  Bd.  I, 
S.  544.)  Zu  dieser  allgemeinen  Hypothese  kommen  dann  noch  drei  Be- 
^egungsgesetze,  von  denen  die  zwei  ersten  mit  den  Galilei'schen  Prin- 
zipien der  Trägheit  und  der  geradlinigen  Bewegung  identisch  sind,  wäh- 
^^nd  das  dritte  eine  falsche  Anwendung  des  speculativen  Gesetzes  von 
der  Erhaltung  der  Quantität  der  Bewegung  ist.   Aber  diese  Bewegungs- 
S^etze  spielen  keine  erhebliche  Rolle  in  der  nachfolgenden  Deduction. 
^^dem  diese  sich  auf  qualitative  Betrachtungen  beschränkt,  macht  sie 
^'^i   wesentlichen  nur  von  den  vorausgegangenen  Annahmen  über  die 
Constitution  der  Materie  Gebrauch.     Nach  einander  werden  die  ver- 
schiedenen Erscheinungsgebiete,    die    kosmischen   Bewegungen,    die 
g^ophysischen  Thatsachen,  Schwere,    Wärme,   Licht,  Magnetismus, 
^hgeleitet,  indem  Descartes,  gemäss  dem  Princip  der  analytischen 
^^duction,  darzuthun  sucht,  dass  sie  sich  aus  dem  aufgestellten  Be- 
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griff  der  Materie  mittelst  der  Einführung  einiger  besonderer  Voraus- 
setzungen über  die  Lage-  und  Bewegungsverhältnisse  der  Elemente 
als  nothwendige  Folgen  ergeben.     Mit  der  Erklärung  der   einzelnen 
Erscheinungen   verbindet  sich  ausserdem   noch   eine  Art   von  Veri- 
fication,  bei  der  auf  die  Uebereinstimmung  mancher  Nebenumstande 
mit  der  angenommenen  Grundhypothese  hingewiesen  wird,  wogegen 
die  determinirende  Induction  in  diesem  Fall  wegen   der  qualitativen 
Natur    der   Entwicklungen    keine    Stelle   findet.     Der   wesentlichste 
Unterschied  dieser  Anwendungsform  der  analytischen  Deduction  von 
der  vorigen   besteht  offenbar  darin,   dass   hier  die  vorbereitende  In- 
duction   völlig  hin  wegfällt,    da    den    aufgestellten   Voraussetzungen 
eine  ihnen  vor  jeder  einzelnen  physikalischen  Erfahrung  zukommende 
Nothwendigkeit   beigemessen    wird.      Die   spätere   Entwicklung  der 
Physik    hat  jedoch   speculative   Begründungen,    wie   sie   zu   diesem 
Zweck  Descartes   anwendet,    allmählich  ausgeschlossen.      Die   ge- 
machten Voraussetzungen  wurden  nun  entweder  als  willkürliche  Hypo- 
thesen behandelt;  die  ihre  Rechtfertigung  nachträglich  erst  durch  cSLie 
gelingende  Deduction  erlangen  müssten,  oder  man  übertrug  abstrac^te 
Voraussetzungen   der  reinen   Mechanik    unmittelbar   auf  das   phy^  al- 
kalische Gebiet,  indem  man  das  Princip  der  Einfachheit,  das  bei  c3^er 
Gestaltung   dieser  Voraussetzungen   massgebend  gewesen  war,   aucii 
auf  die  Modificationen  anwandte,  die  mit  ihnen  zum  Behuf  der  .An- 
wendung auf  bestimmte  Erscheinungen  nothwendig  wurden. 

Erst  durch  die  Einführung  der  mathematischen  Analysis  ist      ^ 
der   analytischen  Deduction   möglich   geworden,    den  Charakter  der 
logischen  Strenge,   den  bis  dahin    das  synthetische  Verfahren  all^i^ 
für  sich  in  Anspruch  nahm,  mit  den  Vorzügen  einer  naturgemäss^i^^ 
ebensowohl    der   Untersuchung   wie   der   Darstellung   dienenden  G^^'' 
dankenentwicklung  zu  verbinden.     Längere  Zeit  noch,   nachdem  d^^ 
Analysis  der  Physik  bereits   völlig  dienstbar  geworden,    dauerte  ^^'' 
bis  das  Vorurtheil,   als   ob   die  synthetische  Methode   allein  die  &^^ 
forderliche  Strenge  gewähre,  beseitigt  war.   Allmählich  nur  spreng"*^ 
die    mit    den   Hülfsmitteln    der  Analysis    operirende   Deduction   d^^ 
Form    der   synthetischen  Demonstration.     In   den  mechanischen  ux^^ 
physikalischen   Schriften   eines   Euler,    eines  Johann   undDani^* 
Bernoulli   spielt  noch   immer   die   Beweisführung   in   Euklidiscb^^^ 
Manier  eine  hervorragende  Rolle.   In  der  Vorrede  zu  seiner  Mechacti'^ 
hat  Euler  dem  synthetischen  Verfahren  vorgeworfen,  dass  es  zw^^ 
von  der  Wahrheit  der  vorgetragenen  Sätze  überzeuge,  dass  es  ab^^ 
keine  hinreichend  klare  Erkenntniss  derselben  verschaffe,  und  er  h«^ 
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eigene  Darstellung  als  eine  analytische  bezeichnet,  was  sie  in 
Chat  nach  dem  vorherrschenden  Verfahren  in  der  Behandlung 
einzelnen  Probleme  auch  ist.  Gleichwohl  trennt  er  den  StoflF 
)r  hergebrachten  Weise  in  eine  Reihe  lose  an  einander  gefügter 
itionen,  Lehrsätze  und  Aufgaben  und  verkümmert  sich  dadurch 
le  einen  der  grössten  Vorzüge  der  analytischen  Methode,  den 
nmenhang  der  Untersuchungen.  Zugleich  bemerkt  man  aber, 
diese  Aehnlichkeit  mit  Euklid  oder  Newton  nur  eine  äusser- 

bleibt.  Weitaus  den  grössten  Raum  nehmen  Aufgaben  und 
Lösungen  ein.  Axiome  fehlen  ganz ;  dafUr  besitzen  die  wenigen 
Sätze,  die  im  Eingang  der  Hauptabschnitte  vorkommen,  zumeist 

axiomatischen  Charakter,  trotz  der  ihnen  beigefügten  onto- 
3hen  Scheinbeweise  in  Wo Iff 'scher  Art.  Nun  lässt  sich  die 
tische  Deduction  eines  einzelnen  Falles  aus  den  für  ihn  geltenden 
ueinen  Gesetzen  selbstverständlich  immer  leicht  in  die  Form 
Problemstellung  bringen,  wo  dann  die  Auflösung  des  Problems 
igentliche  Deduction  in  sich  schliesst.  Dieses  Uebergewicht  der 
iben  ist  daher  ein  äusseres  Zeichen  dafür,  dass  hier  eine  Methode 
runde   liegt,    die   sich   nur   gezwungen  der  synthetischen  Form 

Das  nämliche  gilt  von  andern  analytischen  Arbeiten  des  vorigen 
lunderts. 
Einer  der  Ersten,  die  mit  Erfolg  die  Fesseln  einer  überlebten 

abstreiften,  ist  Lagrange,  dessen  „M^canique  analytique**  von 
gebendem  Einflüsse  auf  die  ganze  nachfolgende  Entwicklung 
mathematischen  Physik  geworden  ist.  Obgleich  sich  dieses 
:  nicht  mit  physikalischen  Problemen  im  engeren  Sinn  beschäftigt, 
g  wegen  dieser  mustergültigen  Bedeutung  für  die  jetzt  herrschende 
ler  physikalischen  Deduction  hier  der  Gedankengang  desselben 
rt  werden.  Abgesehen  von  den  historischen  Einleitungen,  die 
i  der  beiden  Haupttheile,  der  Statik  und  Dynamik,  vorangestellt 

ist  in  diesen  selbst  die  Entwicklung  eine  vollständig  analoge, 
jhst  wird  auf  dem  Wege  einer  vorbereitenden  Induction  dort 
.Ugemeines  Gesetz  des  Gleichgewichts,  hier  ein  allgemeines 
z  der  Bewegung  mathematisch  formulirt,  aus  dem  nun  in  der 
olgenden  Darstellung  alle  einzelnen  statischen  und  dynamischen 
ze  analytisch  entwickelt  werden.  Der  abstracte  Charakter  der 
Einik  bringt  es  in  diesem  Falle  mit  sich,  dass  die  vorbereitende 
tion  nicht  auf  experimentelle  Erfahrungen,  sondern  auf  all- 
ingültige  Anschauungen  sich  berufen  kann.  Die  Begründung, 
jag  ränge   von   dem   Princip   der   virtuellen  Geschwindigkeiten 


390  Logik  der  Phyrik. 

gibt,   hat  durchaus   den  Charakter  einer  solchen  Induction.     Dieses 
Princip  liefert  ihm  aber  unmittelbar  die  allgemeine  Formel  für  das 
Oleichgewicht  irgend  eines  Systems,  und  mittelst  einer  weiteren  Be- 
griffsbestimmung über  das  Mass  einer  beschleunigenden  Kraft,   die 
sich  auf  eine  ähnliche  Induction  stützt,  gewinnt  er  im  Eingang  des 
zweiten  Theils   aus   dem  nämlichen  Princip  die  Grundgleichung  der 
Dynamik.     Der   ganze  Aufbau   der  Mechanik   vollzieht  sich  nun  in 
der  Form  einer  Analyse  der  an  die  Spitze  gestellten  Grundformeln. 
In  der  Statik  wird  die  allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichts  zu- 
nächst  auf  die   fortschreitende,    dann   auf  die  drehende    Bewegung 
eines  Systems  angewandt;   es  wird   das  Gleichgewicht  in  Bezug  auf 
den  Schwerpunkt  eines  solchen  untersucht,  und  es  werden  die  Fälle 
nachgewiesen,  in  denen  die  allgemeine  Function,  welche  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen ausdrückt,  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
wird.     Hierauf   werden    analytische    Methoden    entwickelt,    mittelst 
deren  die  verwickelten  Bedingungen  des  Gleichgewichts  irgend  eines 
beliebigen  Systems  stets  auf  den  einfachsten  Fall  eines  freien  Systems 
zurückzuführen  sind.     Daran  reiht  sich  naturgemäss  die  Lösung  der 
hauptsächlichsten  einzelnen  statischen  Probleme,   die  wieder  in  dem 
verwickeltsten ,    darum   aber   in   gewissem  Sinne  auch  allgemeinstex~i 
Problem   ihren  Abschluss   finden,    nämlich   in   der  Entwicklung  döx 
Gleichgewichtsbedingungen    eines  festen  Körpers  von  beliebiger  G(^  - 
stalt,  auf  dessen  sämmtliche  Punkte  irgend  welche  Kräfte  einwirke:!!^ 
Alle   diese  Entwicklungen   der  Statik   sind,   abgesehen   von   der  ^i 
Gnmde   liegenden  Induction,   welche   sich  auf  die  unmittelbare  Aä^» 
schauung  beruft  und  insofern  einen  mathematischen  Charakter  besitzt 
noch   von   einem   zweiten  Begriff  beherrscht,    der  aus   einer  math.^' 
matischen   Abstraction   hervorgegangen   ist,    von    dem  Begriff  ein.^-* 
absolut  festen  Körpers.    Wie  dieser  aus  der  empirischen  Vorstellu:«^^ 
der  wirklichen  festen  Körper   durch  Verwandlung  ihrer  relativen     i^ 
eine  absolute  Unveränderlichkeit  entstand,    so  kann    nun   aber  an^^ 
der  flüssige  Körper  zu  einer  ähnlichen  Abstraction  den  Anlass  biet^^- 
indem  man  die  Flüssigkeit  als  eine  Masse  betrachtet,  deren  Theilclm^^ 
absolut  beweglich,  aber  nicht  zusammendrückbar  sind.     In  der  Th^^ 
entwickelt   Lagrange   aus   dieser   Voraussetzung   und   aus   der   all' 
gemeinen    Formel    des    Gleichgewichts    die    Grundgleichungen    d^^ 
Hydrostatik.     In   ähnlicher  Weise   werden   aus   der   Grundgleichuxa^ 
der  Dynamik  zunächst  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Bewegui^^ 
abgeleitet,  indem  die  früher  vielfach  als  selbständige  Ausgangspunkt 
aufgestellten  dynamischen  Principien,  wie  das  Princip  der  Erhaltang" 
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des  Schwerpunktes,  der  Flächen,  der  lebendigen  Kräfte  u.  s.  w., 
analytisch  aus  jener  Grundgleichung  abgeleitet  werden.  Hierauf  wird 
sie  in  ein  System  von  DiflFerentialgleichungen  zerlegt,  durch  welche 
die  Anwendung  auf  die  einzelnen  Probleme,  deren  Behandlung  den 
Schluss  des  ganzen  Werkes  bildet,  erleichtert  wird.  Auch  hier  tritt 
endlich  die  Anwendung  der  allgemeinen  dynamischen  Gesetze  auf 
eine  Flüssigkeit  als  ein  absolut  labiles  und  incompressibles  System 
von  Theilchen  hinzu.  In  dieser  ganzen  Darstellung  besteht  nun  die 
Kunst  der  analytischen  Deduction  wesentlich  darin,  dass  die  all- 
gemeinen Gleichungen  durch  angemessene  Substitutionen  in  Aus- 
drücke für  speciellere  Gesetze  verwandelt  werden.  Indem  diese 
Substitutionen  successiv  den  besonderen  Bedingungen,  die  man  sich 
eingeführt  denkt,  Rechnung  tragen,  entsteht  die  ganze  Entwicklung 
aus  der  Zerlegung  eines  einzigen  aus  ursprünglicher  Induction  ge- 
wonnenen und  in  mathematische  Form  gebrachten  Gesetzes.  Es  ist 
klar,  dass  eine  derartige  Ableitung  einer  umfangreichen  Wissenschaft; 
aus  einem  einzigen  Grundgesetz  ohne  die  Hülfsmittel  der  mathe- 
matischen Analysis  unmöglich  wäre.  Indem  sie  es  gestattet,  den 
gebrauchten  Symbolen  die  umfassendste  Bedeutung  zu  geben,  macht 
sie  es  gleichzeitig  möglich,  mit  denselben  alle  Transformationen  vor- 
zunehmen, die  durch  die  speciellen  Probleme  gefordert  werden. 

Die   analytische  Mechanik   ist  nicht  bloss   durch  ihre   formale 
Ausbildung  das  mustergültige  Beispiel  für  die  Anwendung  der  ana- 
lytischen Deduction  in  der  Physik  geworden,   sondern   sie  hat  auch 
^urch  ihren  materiellen  Inhalt  die  Grundlage  aller  auf  diesem  Wege 
^'itwickelten  physikalischen  Theorien  gebildet.  Das  regelmässig  hierbei 
^angeschlagene  Verfahren   besteht   darin,    dass    man   die    abstracten 
Voraussetzungen   der  Mechanik   in    dem   durch  die  betreffenden  Er- 
scheinungen  geforderten  Sinne  abändert,  zugleich  aber  sich  gemäss 
dem  Princip   der  Einfachheit   stets   mit   der    möglichst    kleinen  Ab- 
änderung begnügt,   um  erst,    wenn  diese  durch  die  Prüfung  an  der 
Erfahrung  als  nicht  genügend  befunden  wird,   zu  weiteren  Voraus- 
setzungen zu  schreiten.     So  gibt  die  Elasticitätstheorie  die  von  der 
Mechanik  festgehaltene  Annahme  absolut  starrer  Körper  auf,  indem 
^^^  voraussetzt,  dass  äussere  Kräfte  eine  Verschiebung  der  kleinsten 
Theilchen   eines  festen  Körpers  hervorbringen.     Sie   bleibt  aber  bei 
^^r  einfachsten  Annahme  stehen,    da  sie  diese  Verschiebung  als  so 
Wein  betrachtet,    dass   sie  gegen  die  Dimensionen   der  Körper  ver- 
^hwindet  und  daher  durch  eine  lineare  Function  der  Entfernung  der 
theilchen  ausgedrückt  werden  kann,  während  alle  höheren  Potenzen 
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Terschwinden.     Ebenso  nimmt  die  Theorie  der  Capillaritat  an,  dass 
die   in    der  Hydrostatik   vorausgesetzte   absolute  Beweglichkeit   der 
Tbeilchen  durch  Cohäsionskräfte  der  Molecttle  und  durch  Adhäsions- 
kräfte gegenüber  den  Wandungen  des  Gefasses  modificirt  werde ;  sie 
macht  aber  hier  wieder  die  einfachste  Annahme,   die  möglich  ist, 
um    den   Erscheinungen   zu   genügen,   indem   sie  voraussetzt,    dass 
beiderlei   Molecularkräfte   nur   in    unmessbar   kleinen   Entfernungen 
wirken,   und  dass  daher  nur  die  Wandschichte  und  die   freie  Ober- 
fläche einer  Flüssigkeit  unmittelbar  der  Capillarattraction  unterworfen 
seien.     Die  Theorie   der  Schallschwingungen  geht  zunächst  von  der 
bereits  für  die  Elasticitätslehre  massgebenden  Vorstellung  aus,  dass 
die  Tbeilchen  eines  Körpers  durch  bestimmte  Kräfte  in  ihrer  Gleich- 
gewichtslage  festgehalten   werden;   sie  fügt   derselben   die  einfache 
Annahme  hinzu,  bei  der  Entfernung  aus  der  Gleichgewichtslage  sei 
die  beschleunigende  Kraft  dieser  Entfernung  proportional.     Die  so 
gewonnene  Fundamentalgleichung  kann   nun  in  der  verschiedensten 
Weise  ergänzt,  verändert  und  zerlegt  werden,  um  auf  compliciitere 
Fälle  Anwendung  zu  finden.    Sind  die  Schwingungsamplituden  gross, 
so  ersetzt  man  die  einfache  Annahme  einer  Proportionalität  der  be- 
schleunigenden Kraft  mit  der  Entfernung  aus  der  Gleichgewichtslage 
durch  die  nächst  einfache  einer  Function,   welche   neben  der  ersten 
auch  die  zweite  Potenz  der  Entfernung  enthält.    Kommt  der  Wider- 
stand der  umgebenden  Luft   in  Betracht,    so   fügt  man  der  Funda- 
mentulformel  ein  Glied  bei,    welches  eine   der  Geschwindigkeit  pro- 
portionale Verzögerung  in  der  Richtung  nach  der  Gleichgewichtslage 
ausdrückt,  u.  s.  w.    Wo  die  Deduction  nicht  an  bestimmte  der  Beob- 
achtung  gegebene   einfachste   Erscheinungen   anknüpfen   kann,  ^'^ 
dies  bei  den  Theorien  von  Wärme,  Licht,  Elektricität  und  Magne- 
tismus der  Fall  ist,    da   kann  es  dann  leicht  geschehen,    dass  gan^ 
verschiedene    abstracte    Voraussetzungen    der    reinen    Mechanik  di^ 
Ausgangspunkte    für    die    Erklärung    des    nämlichen    Erscheinung?' 
gebietes  abgeben.     So  bediente  sich  Fourier  für  seine  Theorie  de^ 
Wärmeleitung    in    festen    Körpern    einfach    der    hydrodynamische^ 
Voraussetzungen,  indem  er  die  Wärme  als  eine  bewegte  Flüssigkeit* 
betrachtete;  Poisson  verwerthete  die  Gesetze  der  Licht-  und  Wänne^ 
Strahlung,  indem  er  die  Leitung  als  einen  Vorgang  intramolecular^^ 
Strahlung  behandelte.   In  der  Theorie  des  Lichtes  suchte  man,  nact^ 
dem   die  Undulationshypothese   recipirt  worden   war,   zunächst  yo^^^ 
der  in  der  Mechanik  bereits  geläufigen  Vorstellung  der  Schwingung^^ 
bewegung  in  einem  continuirlichen  Medium  auszugehen.    Als  jedoc»^ 
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lie  Entdeckung  der  Polarisation  die  Annahme  der  Transversal- 
ichwingungen  erforderlich  machte,  führte  diese  auf  die  Voraussetzung 
rou  Aethermolecülen,  die  durch  leere  Zwischenräume  getrennt  seien. 
Die  Bewegungsgleichungen  eines  solchen  aus  discreten  Theilcheu 
bestehenden  Mediums  nahmen  dann  eine  Form  an,  die  sie  zur  Ab- 
leitung wenigstens  einer  grossen  Zahl  der  Lichterscheinungen  be- 
sonders geeignet  machte.  Weiter  noch  wurde  man  im  Gebiet  der 
elektrischen  und  magnetischen  Erscheinungen  genöthigt  sich  von  den 
einfachen  Voraussetzungen  zu  entfernen,  welche  die  Mechanik  aus 
den  allgemeinsten  Eigenschaften  der  Naturkörper  abstrahirt  hat. 
Namentlich  war  dies  der  Fall,  so  lange  man  an  der  Annahme  be- 
sonderer elektrischer  Medien  festhielt.  Seitdem  jedoch  die  elektro- 
magnetische Lichttheorie  und  die  Bestätigung  einer  grossen  Anzahl 
ihrer  Folgerungen  die  Einheit  der  elektrischen,  der  magnetischen 
und  der  Lichterscheinungen  im  höchsten  Grade  wahrscheinlich  ge- 
macht haben  (S.  350),  reduciren  sich  die  in  allen  diesen  Gebieten 
vorhandenen  Schwierigkeiten  wesentlich  auf  das  allgemeine  Problem 
der  Aetherschwingungen ,  ein  Problem  dessen  Lösung  theils  wieder 
mechanischer  Art  ist,  theils  aber  auch,  wie  alle  Aufgaben  der 
Molecularmechanik,  von  dem  endgültig  wohl  niemals  zu  schlichtenden 
Streit  über  die  Eigenschaften  und  Kräfte  der  Materie  abhängt. 

Auf  diese  Weise  ist  die  physikalische  Theorie  auf  allen  Ge- 
bieten aus  den  mathematischen  Voraussetzungen  der  Mechanik  durch 
eine  allmähliche  Hinzufügung  weiterer  Annahmen  hervorgegangen, 
in  deren  Aufstellung  man  sich  einerseits  durch  den  Wunsch  mög- 
lichster Annäherung  an  die  abstracten  mechanischen  Vorstellungen, 
anderseits  durch  die  Forderung  der  Uebereinstimmung  der  Folge- 
rungen mit  der  Erfahrung  bestimmen  liess.  Setzt  man  voraus,  wie 
6s  die  neuere  Physik  thut,  dass  die  mechanischen  Gesetze  für  alle 
^Naturerscheinungen  gültig  sind,  so  kann  eine  solche  Uebereinstim- 
mung mit  der  Erfahrung  nur  dadurch  bewirkt  werden,  dass  die 
^bjsik  an  die  Stelle  der  abstracten  Annahmen  über  das  Substrat 
lör  Bewegungen,  welche  die  Mechanik  im  möglichsten  Anschlüsse 
^  die  Geometrie  aufstellt,  andere  Annahmen  über  jenes  Substrat 
ö^wie  specifische  Voraussetzungen  über  die  BewegungszustÄnde  des- 
^Iben  treten  lässt.  Der  empirische  Inhalt  der  physikalischen  Forschung 
*^det  daher  schliesslich  seinen  allgemeinsten  Ausdruck  in  den  hypo- 
*^etischen  Voraussetzungen  über  die' Materie  und  in  den 
^  ^setzen  für  den  Zusammenhang  der  Naturerscheinungen. 
Weichwohl  geht   schon  aus  jener  gemischten  Entstehungsweise  der 
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physikalischen    Deductionen   hervor,    dass    sowohl    der   BegriflF   der 
Materie   wie   die   allgemeinsten  Naturgesetze   nicht  schlechthin  Ab- 
stractionen  aus  der  Erfahrung,  sondern  dass  sie  diejenigen  Abstractionen 
sind,   welche  den  mathematischen  und  mechanischen  Anforderungen 
in  möglichst  hohem  Masse  entsprechen.    Insofern  nun  in  Geometrie 
und  Mechanik   der  Antheil   der   reinen  Anschauung   an   der  äussern 
Erfahrung  enthalten  ist,   finden  in  dieser  Abhängigkeit  zugleich  die 
früher  erörterten  erkenntnisstheoretischen  Beziehungen  des  Substanz- 
und    Causalbegriffs    zu    den    Anschauungsformen    ihren    geläuterten 
wissenschaftlichen  Ausdruck.     (Vgl.  Bd.  I,  S.  614  flF.) 


2.    Die  Httlfsmittel  der  physikalischen  Forschung. 

Der  natürliche  Anfang  aller  physikalischen  Beobachtung  ist  3k\^ 
unmittelbare  Sinneswahmehmung.     So   bewundernswerth   aber  aus  ^ 
unsere  Sinneswerkzeuge   den  praktischen  Zwecken   des  Lebens  ^b-^' 
gepasst  sind,  so  wenig  genügen  sie  den  Bedürfhissen  exacter  Bec^*^' 
achtung.     Durch   die   willkürliche   Beweglichkeit  des  Auges,    du^^^ch 
seine  leichte  Accommodation  für  Nähe  und  Feme,    durch   die  co-      ®' 
binirte  Function   beider  Augen   bei   der  Tiefenwahrnehmung  ist  ^^^ 
Gesichtsorgan    in    unübertrefflicher  Weise   dazu  geschickt,   uns   c^i^dc 
rasche  Orientirung  über  die  räumlichen  Verhältnisse  der  umgebenc^Ken 
Aussenwelt  zu  ermöglichen.  Vermöge  der  wunderbaren  VorrichtungT"^^ 
des  inneren  Ohrs  zur  Zerlegung  des  Schalls  und  zur  Dämpfung  c3er 
Schallschwingungen  vermag  unser  Gehörorgan  mit;  erataunlicher  Leioi- 
tigkeit  eine  grosse  Zahl  gleichzeitiger  Klänge  zu  unterscheiden  \xtid 
dem  schnellsten  Wechsel  auf  einander  folgender  Schalleindrücke  olm^ 
Verwirrung   zu   folgen.     Aber  hinsichtlich   der   Schärfe   des    Bildes, 
der  Vermeidung  der  Farbenzerstreuung,  der  Feinheit  der  EinstelluDg 
ist   das  Auge   ein   optisches  Werkzeug   von  massiger  Güte,   und    2U 
genauen   räumlichen  Messungen  schon   deshalb  ungeeignet,   weil    ^^ 
meistens   nicht  gestattet,    die   zu  messenden  Objecte  direct  zu  ver- 
gleichen,   sondern    sich   mit  ihrer   successiven    Schätzung    begnüg'ßH 
muss.    Ebenso  verschafiFt  uns  das  Gehör  nur  ungenaue  Vorstellungen 
von  der  Stärke  des  Schalls,  und  über  die  Form  der  Klangbewegung^'^ 
gibt    es    unmittelbar    keinen    Aufschluss.     Noch    weniger    genügen 
die    übrigen   Sinne    den   Ansprüchen    exacter    Messung,    und    dies^e 
Mangelhaftigkeit    der    äusseren   Werkzeuge    der   Beobachtung   wird 
schliesslich  verstärkt  durch  die  Unsicherheit,  mit  der  unser  Bewusst- 
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sein  den  zeitlichen  Verlauf  der  Erscheinungen  quantitativ  zu  schätzen 
vermag.     Dadurch   bleibt   aber   eine    der  wichtigsten  Aufgaben   der 
physikalischen  Forschung,   die  Zeitbestimmung  der  Ereignisse,  fast 
ganz  unerledigt.    So  wird  von  allen  Seiten  her  die  Naturbeobachtung 
zur   Erfindung   künstlicher   Werkzeuge   angetrieben,    die   unsere 
Sinne    bei  der  Untersuchung  der  Erscheinungen   unterstützen  sollen. 
Dieses  Bedürfniss   ist   dort   am  frühesten  fühlbar  geworden,   wo  die 
natürlichen  Hülfsmittel   am  meisten   zu  wünschen  übrig  lassen,   bei 
den   schliesslich   von   psychologischen   Factoren   abhängigen  Bestim- 
mungen der  Ausdehnung  räumlich   oder  zeitlich   getrennter  Objecto 
und   der   relativen   oder  absoluten  Dauer   der  Ereignisse.     Massstab 
und  Cirkel,   die   einfachsten  Werkzeuge   räumlicher  Messung,   diese 
frühesten  Hülfsmittel  der  Mathematik,  sind  daher  zugleich  die  ersten 
Apparate    physikalischer    Forschung;    ihnen    zunächst    kommt    der 
Gnomon,  die  primitive  Sonnenuhr,  als  Werkzeug  der  Zeitmessung. 
Daran  schliesst  sich  die  Erfindung   des  Archimedes,   die  Wage, 
das  Instrument  der  Massebestimmung  der  Körper.     Viel   später  und 
zumeist  unter  dem  directen  Einflüsse   der   experimentellen  Richtung 
der    neueren    Physik   sind    die    mannigfaltigen    Vorrichtungen    ent- 
standen,   welche,    wie   Fernrohr    und   Mikroskop,    unmittelbar    die 
TL^eistungsfähigkeit  unserer  Sinne  zu  verstärken  suchen.    Die  logische 
Betrachtung   wird   diese   historische  Reihenfolge   einigermassen  um- 
kehren müssen,  indem  sie  die  Hülfsmittel  voranstellt,  die  der  physi- 
kalischen Beobachtung  dienen,  und  an  sie  erst  jene  anschliesst, 
welche  bei  der  Messung  der  Naturerscheinungen  wirksam  sind. 
Beide  greifen   natürlich  vielfach  in  einander   ein,    denn  jede  exacte 
Beobachtung  wird  zur  Messung,  die  ihrerseits  nichts  anderes  als  eine 
Form  der   Beobachtung   ist.     Immerhin    bezeichnet   die  Möglichkeit 
^©s    bloss   qualitativen  Gebrauchs   eine  Grenze,    welche   die   all- 
gemeineren Hülfsmittel   der  Beobachtung  von   den   specielleren   der 
-M^^sung   scheidet.      Die  Unterordnung   der  Messung   unter   die  Be- 
frachtung  kommt  aber   darin  zum  Ausdruck,    dass   die  Hülfsmittel 
^^i*  Beobachtung  häufig  unmittelbar  oder  mit  geringen  Abänderungen 
^gleich  als  Messungswerkzeuge  Anwendung  finden. 

a.   Die  physikalische  Beobachtung. 

Mit  Rücksicht  auf  den  nächsten  Zweck,  dem  die  verschiedenen 
^Qlfsmittel  der  Beobachtung  dienen,  lassen  sich  dieselben  in  zwei 
^aiiptclassen  bringen.    Die  erste  enthält  Vorrichtungen,  welche  die 
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Leistungsfähigkeit  unserer  Sinne  zu  erhöhen  streben;  die  zweite 
Veranstaltungen,  welche  dazu  bestimmt  sind,  die  Erscheinungen  eines 
bestimmten  Sinnesgebietes  dergestalt  umzuwandeln,  dass  sie  der 
Wahrnehmung  eines  andern  Sinnes,  dem  genauere  Hülfsmittel  zu 
Gebote  stehen,  zugänglich  werden. 

Die   Hülfsmittel  zur  Analyse   der  Wahrnehmungen 
theilen  sich  nach  den  zwei  Sinnesorganen,  die  bei  der  Beobachtung 
eine  hervorragende  Rolle  spielen,  in  optische  und  in  akustische. 
Unter  ihnen  sind  die  ersteren  von   überwiegender  Bedeutung,  der 
Herrschaft  entsprechend,  die  der  Gesichtssinn  in  unserer  Auffassung 
der  Aussenwelt  ausübt.     Durch  die  optischen  Hülfsmittel  kann  ent- 
weder eine   blosse  Schärfung    der    natürlichen   Sinneswahmehmung 
erstrebt  werden ,   oder  es   kann  sich   dabei   um  eine  Zerlegung  der 
Erscheinungen  handeln ,  deren  unsere  Sinnesorgane  an  und  für  sich 
unfähig  sind.     Im  ersten  Fall  ist  die  Analyse   der  Wahrnehmungen 
einerein  physiologische:  die  beobachteten  Erscheinungen  behalten 
vollständig   den  Charakter,   den   sie  bei  dem  natürlichen  Sehen  be- 
sitzen;  dieses  wird  nur   befähigt,    die  Verhältnisse   der  räumlichen 
Anordnung  der   Objecte   genauer  zu   bestimmen  und   daher  Details 
dieser  Anordnung   zu  erkennen,   die   der   natürlichen  Wahmehmnog 
entgehen.     Fernrohr  und  Mikroskop  sind  die  zwei  wichtigen  Hülfs- 
mittel, die  diesen  Zwecken  dienen.    Im  zweiten  Fall  ist  die  Analyse 
der    Wahrnehmungen    eine    physikalische:    die    Erscheinungen 
werden   durch   künstliche  Hülfsmittel   in  Elemente   zerlegt,    die  der 
physiologische  Vorgang  ^des  Sehens   niemals   zu   unterscheiden  ver- 
möchte, zu  deren  genauer  Auffassung  dann  aber  weiterhin  die  Hülfs- 
mittel der  ersten  Classe  Anwendung  finden  können.    Hierher  gehören 
die  Vorrichtungen  zur  spektroskopischen  Zerlegung  des  Lichtes  und 
zur  Untersuchung  der  Polarisationserscheinungen.    Naturgemäss  sind 
die  Hülfsmittel  der  ersten  Art  früher  als  die  der  zweiten  ausgebildet 
worden.     Jene   sind   zwar   aus  experimentellen  Erfahrungen  her?o^ 
gegangen,  dienen  aber  selbst  noch  ausschliesslich    der  Beobachtung; 
bei  diesen  schliesst  jede  einzelne  Anwendung  ein  Experiment  in  sich, 
und  nur  durch  die  regelmässige  Form,  in  der  sich  das  experimentelle 
Verfahren   mit    der   Beobachtung    verbindet,    erhalten    die   in  Rede 
stehenden  Hülfsmittel  die  Bedeutung  von  Beobachtungsinstrumenten, 
die   ebenso   wie  Mikroskop   oder  Femrohr   in  jedem  AugenbUck  der 
Untersuchung  zu  Gebote  stehen. 

Die  Kenutniss  der  Wirkungen  convexer  und  concaver  Linsen- 
gläser und  das  an  dieselbe  sich  anschliessende  Studium   der  Gesetze 
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chtbrechung  führten  so  unmittelbar  zu  der  Construction  des 
hrs  und  des  Mikroskops,  dass  diese  Instrumente  fast  gleich- 
und,  wie  es  scheint,  unabhängig  an  mehreren  Orten  erfunden 
i,  daher  bekanntlich  über  dem  ersten  Urheber  der  Idee  ein 
?s  Dunkel  schwebt.  Diese  Idee  ist  bei  beiden  Instrumenten 
mliche.  Wie  schon  ein  einfaches  convexes  Brillenglas  das 
)efähigt,  entfernte  Objecte  in  grössere  Nähe  zu  bringen  und 
urch  deutlicher  zu  erkennen,  so  will  das  optische  Instrument 
eils  für  die  Objecte  selbst,  theils  und  vorzüglich  aber  für  die 

möglich  machen,  die  durch  die  Sammlung  der  von  ihnen 
enden  Strahlen  entworfen  werden.  Unterstützt  wird  die  so 
ichte  Zergliederung  durch  die  hinzutretende  Ablenkung  der 
rahlen,  welche  eine  Vergrösserung  des  Bildes  bewirkt.  Die 
lernde  Kraft  des  Instrumentes  beruht  ganz  und  gar  auf  der 
dieser  Bedingungen,  auf  der  Annäherung  des  Bildes  oder  des 
?s  selbst  an  das  Auge.  Die  weitere  Vergrösserung  soll  nur 
uf  diese  Weise  gewonnenen  Bilde  die  für  die  deutliche  Auf- 
;  der  einzelnen  Theile  erforderliche  Ausdehnung  geben.  Diese 
samen  Zwecke  werden  bei  beiden  Instrumenten  nur  durch  die 
edenen  Aufgaben  denen  sie  dienen  modificirt.-  Die  Objecte 
rnrohrs  stehen  nicht  in  der  Macht  des  Beobachters.  Hier 
licht  der  Gegenstand  selbst,  sondern  nur  das  von  ihm  auf 
3chem  oder  katoptrischem  Wege  entworfene  Bild  in  beliebige 
jerückt  werden;  um  ein  klares  Bild  zu  gewinnen,  müssen  zu- 
möglichst viele  der  von  dem  Object  ausgehenden  Lichtstrahlen 
Linsengläser  oder  Concavspiegel  von  bedeutender  Oberfläche 
aelt  werden.  Das  mikroskopische  Object  dagegen  steht  ganz 
der  Herrschaft  des  Beobachters.  In  den  einfachsten  Fällen 
r  Lupe  oder  dem  einfachen  Mikroskop)  kann  daher  die  durch 
)nvexlinse  ermöglichte  Annäherung  des  Objectes  an  das  Auge 
ecken  der  Zergliederung  genügen.  Bei  dem  zusammengesetzten 
kop  wird,  ähnlich  wie  bei  dem  Femrohr,  zunächst  durch  ein 

von  Sammellinsen  ein  reelles  Bild  entworfen,  das  dann  erst 
ein  direct  vor  das  Auge  gebrachtes  Convexglas  betrachtet 
Aber  da  das  Object  beliebig  genähert  und  in  seitlicher  Rich- 
erschoben  werden  kann,  so  geniesst  man  hier  den  Vortheil, 
it  einer  sehr  kleinen  Oberfläche  der  Objectivlinse  begnügen 
her  die  brechende  Kraft  derselben  durch  verstärkte  Krümmung 
a  zu  können.  Beiden  Instrumenten  gemeinsam  sind  dagegen 
Jen  Vorrichtungen,  welche  die  Schärfe  der  entworfenen  Bilder 
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zu  erliöben   streben,    indem   sie   theils  durch  Ablenkung  der  Band- 
strahlen, tbeils  durch  geeignete  Combination  von  Linsensystemen  die 
durch  die  Kugelgestalt   der  Linsen   bedingte  Lichtzerstreuung  sowie 
die  prismatische  Wirkung  der  Gläser  beseitigen.    Auf  diesen  grosseo- 
theils   dem   späteren  Fortschritt   der  Optik  zu  dankenden  Verbesse- 
rungen beruht  hauptsächlich  die  Vervollkommnung  der  neueren  Id- 
strumente.    Da  sich  aber  die  durch  die  unzureichende  Sammlung  der 
Lichtstrahlen  entstehenden  Uebelstände  aus  nahe  liegenden  Gründen 
bei    den    mikroskopischen    Objecten    in    viel    empfindlicherer   Weise 
geltend  machen   als  bei  den  teleskopischen,   so   gehört  die  umfang- 
reichere   wissenschaftliche   Anwendung    des    Mikroskops    erst  einer 
verhältnissmässig   neuen  Zeit  an.     Das  Fernrohr  wurde   sofort  nach 
seiner  Erfindung  zu  dem  mächtigsten  Werkzeug  in  den  Händen  der 
Astronomen.    Nicht  nur  lieferte  es  in  den  Beobachtungen  der  Jupiter- 
monde  und   der  Lichtgestalten  der  Venus  durch  Galilei,   der  Ro- 
tationen des  Mars  durch  Cassini   die  wichtigsten  Beweismittel  für 
das  Copernikanische  System,  sondern  bald  wurde  es  auch  durch  die 
Einfügung  des  Fadenkreuzes  und  in  Verbindung  mit  dem  Mikrometer 
ein  Messungswerkzeug   von   bis   dahin  nicht  erreichter  Genauigkeit. 
Als  solches  ist  es  dann  zu  terrestrischen  und  physikalischen  Zwecken 
ein  unentbehrliches  Hülfsmittel  geworden.    Das  Mikroskop  hat  nach 
der  ersten  Aufsehen  erregenden  Entdeckung,  die  es  vermittelte,  der 
Auffindung  der  Spermatozoen  durch  Leu  wenhoek,  durch  die  zahl- 
reichen Täuschungen,    zu  denen  es   verführte,    zunächst   mehr  Ver- 
wirrung gestiftet   als  gefördert.     Erst   unserem  Jahrhundert  war  es 
vorbehalten,  die  grosse  Wichtigkeit  dieses  Instrumentes  für  die  ver- 
schiedensten Zweige  der  Naturlehre  ans  Licht  zu  stellen. 

Der  neueren  Entwicklung  der  experimentellen  Physik  gehörei^ 
auch    durchgehends   diejenigen   optischen   Hülfsmittel   an,    die  nicht' 
eine  Schärfung  der  Wahrnehmung,    sondern    eine   physikalisch*^ 
Analyse   der  Erscheinungen    bezwecken.      Wie  Teleskop  uu<i 
Mikroskop    auf  die  Gesetze   der  Lichtbrechung   durch   LinsengläseX"-? 
so    stützt   sich    das    Spektroskop    auf    die    Gesetze    der   Farbea'' 
Zerstreuung  durch  Prismen.     Die  instrumenteile  Anwendung  ist  hi^^ 
der  physikalischen  Kenntniss  der  prismatischen  Wirkungen  Verhältnis^" 
massig  spät  erst  nachgefolgt,  da  sich  jene  Anwendung  nicht  auf  i^^ 
Farbenzerstreuung  als  solche,  sondern  auf  gewisse  mit  derselben  vei 
bundene  Erscheinungen    stützte.     Diese  Erscheinungen  bestanden  i^ 
den  dunkeln  Fraunhofer'schen  Linien  des  Sonnenspektrums  sowie  i^ 
den  hell  leuchtenden  Linien  und  Bändern,   welche  glühende  Metall' 
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dämpfe  durch  das  Prisma  gesehen  darbieten.  Erst  als  durch  Kirch- 
hoff  und  Bunsen  diese  beiden  Thatsachen  mit  einander  in  Ver- 
bindung gebracht  waren,  als  man  erkannt  hatte,  dass  ein  dunkles 
Linienspektrum  aus  einem  hellen  regelmässig  in  Folge  der  Absorption 
der  Strahlen  eines  glühenden  Gases  durch  die  abgekühlten  Theile 
des  nämlichen  Gases  entsteht,  wurde  die  prismatische  Zerlegung  des 
Lichtes  ein  zu  den  verschiedensten  Zwecken  verwendbares  Unter- 
suchungshülfsmittel.  Bald  dient  dieselbe  einfach  zur  Erkennung  der 
in  einer  gegebenen  Lichtquelle  enthaltenen  Farbenmengungen;  bald 
soll  mit  Hülfe  der  hellen  oder  dunkeln  Linien  entschieden  werden, 
ob  das  ausgesandte  Licht  zu  einem  Emissions-  oder  Absorptions- 
spektrum Veranlassung  gibt,  um  hieraus  Rückschlüsse  auf  die  physi- 
kalische Constitution  des  lichtgebenden  Körpers  und  die  Beschaffen- 
heit des  Verbrennungsprocesses  zu  machen ;  bald  soll  durch  die 
Feststellung  der  Lage  der  hellen  oder  dunkeln  Linien  und  ihre 
Vergleichung  mit  den  Spektrallinien  bekannter  Stoffe  die  chemische 
Constitution  eines  Körpers  ermittelt  werden.  Endlich  kann  bei  durch- 
sichtigen Substanzen  die  Veränderung,  die  der  Durchtritt  des  Lichtes 
durch  dieselben  in  dem  Spektrum  einer  bekannten  Lichtquelle  her- 
Torbringt,  theils  zur  Erkenntniss  der  Absorptionswirkungen,  theils 
wieder  zur  chemischen  und  physikalischen  Charakterisirung  Verwen- 
wendung  finden. 

Während  das  Spektroskop  das  Licht  unmittelbar  in  seine  ein- 
zelnen Brechbarkeitsstufen  zerlegt,  sucht  man  bei  den  Polarisations- 
apparaten über  die  in  einem  Lichtstrahl  vorhandenen  Schwingungs- 
richtungen   auf  dem    Wege   der   Ausschliessung   Aufschluss   zu 
gewinnen.     Der  Grund  hierfür  liegt  darin,  dass  wir  Licht  von  ver- 
miedener Brechbarkeitsstufe  unmittelbar  durch  die  Farbe  zu  unter- 
mheiden  vermögen,  dass  dagegen  verschieden  polarisirtes  Licht  dem 
Auge  vollkommen  gleich  erscheint.    Objectiv  kann  daher  die  Schwin- 
S^Ugsrichtung   des    Lichtes    nur    daran    erkannt    werden ,     dass    ein 
Körper,     der    das    Licht    polarisirt,     Licht    von    entgegengesetzter 
Schwingungsrichtung    zurückhält.      Da    nun    in    dem    gewöhnlichen 
^icht  Schwingungen  von  allen   möglichen   Richtungen   vorkommen, 
^    ist   es   für   die   Entscheidung   der  Frage,    ob   irgend   ein   durch- 
^^^htiger  Körper  polarisirende  Eigenschaften  besitze,   stets  erforder- 
'^^U,  dass  das  zu  seiner  Prüfung  verwendete  Licht  durch  eine  polari- 
sirende Vorrichtung  bereits   auf  eine  Schwingungsrichtung   zurück- 
K^ttlhrt  sei.     Weil   aber  ausserdem  die  untersuchten  Körper  in  den 
können  Schichten,  in  denen  sie  noch  eine  hinreichende  Durchsichtig- 
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keifc  besitzen,    die  polarisirende  Eigenschaft  nur  in  geringem  Ghrad 
zeigen,   so   muss  dem  Polariskop   eine  solche  Einrichtung  gegeben 
werden,    dass    es   die  geringste  Veränderung  in   der  Schwingungs- 
richtung  noch  deutlich  angibt.  Zu  diesem  Zweck  wird  also  das  gewöhn- 
liche Licht  durch  zwei  polarisirende  Vorrichtungen  geleitet,  zwischen 
denen   das  Untersuchungsobject  eingeschaltet  ist.     Sind   nun  beide 
Vorrichtungen  so  gegen  einander  gedreht,  dass  die  zweite  das  durch 
die  erste  polarisirte  Licht  vollständig  auslöscht,  so  wird  die  leiseste 
Veränderung,  welche  die  eingeschaltete  Substanz  in  der  Schwingungs- 
richtung hervorbringt,    durch  eintretende  Licht-  und  Farbenerschei- 
nungen angezeigt.    Das  Wesen  dieses  Verfahrens  besteht  also  darin, 
dass  es  die  Wirkungen,  die  ein  Körper  auf  die  Schwingungsrichtung 
des  ihn  durchsetzenden  Lichtes  ausübt,  ermittelt,  indem  es  zunächst 
einen  Grenzzustand  herstellt,   von  dem  aus  jede  Veränderung  leicht 
zu    erkennen   ist.     Dadurch   ist   zugleich   das  Princip   an   die  Hand 
gegeben,   welches    eine  Messung   der   polarisirenden  Wirkung  ge- 
stattet, da  sich  die  eingetretene  Veränderung  der  Schwingungsrichtung 
stets   durch   eine    veränderte   Stellung    der   Polarisationsapparate  zu 
einander  compensiren   lässt.     Der   Grad    der   zur   Wiederherstellung 
jenes  Grenzzustandes  erforderlichen  Stellungsänderung  lässt  dann  un- 
mittelbar auf  die  polarisirende  Wirkung  zurückschliessen.    Durch  die 
Anwendung   dieses  Princips   ist   der  Polarisationsapparat   das  feinste 
Hülfsmittel   für   die    qualitative   und   quantitative  Untersuchung  der 
Molecularstructur  der  Körper  geworden,    das   namentlich   in  solchen 
Fällen,  wo  dieselbe  bestimmte  Richtungsunterschiede  erkennen  lässt, 
wie   bei   den  Krystallen   oder   organischen  Geweben,   von   unschätz- 
barem Werthe  ist. 

Sehr  spät  erst  ist  die  Ausbildung  akustischer  Werkzeuge 
zur  Analyse  der  Wahrnehmung  den  optischen  Hülfsmitteln  nach- 
gefolgt. Kaum  lässt  sich  der  einfachen  Verwendung  der  Schall- 
reflexion und  der  Leitung  durch  feste  Körper,  wie  sie  zum  Zweck 
der  Verstärkung  des  Schalls  und  seiner  Uebertragung  in  grössere 
Entfernung  seit  lange  im  Gebrauch  sind,  die  Bedeutung  eines  wissen' 
schaftlichen  Hülfsmittels  beilegen.  Erst  das  Telephon  und  das 
Mikrophon  haben,  wie  ihre  Namen  schon  andeuten,  für  das  Ohr 
das  nämliche  zu  leisten  gesucht  wie  das  Teleskop  und  das  Mikroskop 
für  das  Auge.  Aber  dabei  zeigt  sich  freilich  die  Inferiorität  des 
Schalls  als  physikalischen  Hülfsmittels  darin,  dass  bei  diesen  App*' 
raten  Elektricität  und  Magnetismus  herbeigezogen  werden  müssen, 
um  die  erwünschte  Fernewirkung  und  Verstärkung  der  Schallefifecte 
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hervorzubringen.     Auch   ist   es,    so   gross   die  praktische  Bedeutung 
dieser    neuen    Hülfsmittel    ist,    kaum    wahrscheinlich,    dass    sie    für 
wissenschaftliche  Untersuchungen  weiter  als  zu  gewissen  nebensäch- 
lichen Zwecken    Anwendung    finden    werden.     Denn    das    Telephon 
kann  unserm  Ohr  immer  nur  Schallquellen  erschliessen,   die  sich  in 
leicht  zugänglicher  Feme  befinden,  und  das  Mikrophon  vermag  nur 
Eindrücke   zu  verstärken,   nicht   neue  Wahrnehmungen  unserm  Ohr 
zuzuführen.     Ebenso  sind  die  Hülfsmittel  zur  physikalischen  Analyse 
der   akustischen   Erscheinungen   hier    von   verhältnissmässig    unvoll- 
kommener Beschaffenheit,   abgesehen   von    dem   Sinnesorgan   selbst, 
welches  durch  seine  natürliche  Fähigkeit  der  Klanganalyse  dem  Auge 
überlegen  ist.    Einigermassen  lässt  sich  die  Unterstützung  der  Elang- 
analyse  durch  verstärkende  Resonatoren,  welche  auf  bestimmte  Töne 
abgestimmt  sind,  den  spektroskopischen  und  polariskopischen  Hülfs- 
mitteln   vergleichen.      Mit  den    letzteren   namentlich   haben   sie   das 
Princip  gemeinsam,  gewisse  Schwingungsarten  vor  andern  zu  bevor- 
zugen.    Aber  da   sie    die    übrigen   Klangbestandtheile   nicht    völlig 
ausschliessen   und   die   ursprüngliche  Stärke   des   bevorzugten  Tones 
in  unbestimmter  Weise  vergrössern,  so  haben  sie  fast  nur  als  Hülfs- 
mittel, welche  die  Uebung  des  Sinnesorganes  in  der  Unterscheidung 
der  Töne  fördern  helfen,  eine  Bedeutung. 

Verräth  sich  schon  in  dem  Uebergewicht  der  optischen  Werk- 
zeuge vor  denen  der  übrigen  Sinne  die  grössere  Bedeutung  des  Ge- 
sichtssinns,  so   tritt  diese  herrschende  Rolle   noch  deutlicher  hervor 
^ei  jenen  Hülfsmitteln  der  physikalischen  Beobachtung,   welche   die 
Erscheinungen  eines  bestimmten  Sinnesgebiets  dergestalt  umwandeln, 
dass  sie  der  Wahrnehmung  eines  andern  einer  genaueren  Auffassung 
Eigensinnes  zugänglich  werden.    Diese  Hülfsmittel  zur  Trans- 
formation der  Erscheinungen  sind  nämlich  durchweg  dahin  ge- 
achtet,  andersartige   Sinneseindrücke   umzuwandeln   in  Eindrücke 
des  Gesichtssinns.    So  gewinnen  wir  die  Vorstellung  der  Schwere 
^^T  Körper    ursprünglich    durch    den    Tastsinn.      Aber    die   Wage 
e^etzt  diesen  Eindruck  durch  ein  Gesichtsbild,  welches  eine  genaue 
*Wiätzung  des  Gleichgewichts  zweier  schwerer  Körper  und  auf  diesem 
Wege  eine   quantitative  Abstufung   aller  Körper   in  Bezug  auf  ihre 
^hwere   gestattet.     Nur  die  Schwere  gasförmiger  Körper,    wie  der 
^^ft,  lässt  sich,   wie   sie  der  Wahrnehmung  durch  den  Tastsinn  in 
^er  Regel  unzugänglich   ist,   so  auch   auf  dem  gewöhnlichen  Wege 
^er  Wägung  im  allgemeinen  nicht  bestimmen.    Aber  das  Barometer 
Verwandelt  den  Druck   der  Luft  in   eine  Erscheinung  des  Gesichts- 
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sinns.    Bei  dem  Queksilberbarometer  besteht  diese  in  der  in  einer  luft- 
leeren Glasröhre  emporsteigenden  Quecksilbersäule,  bei  dem  Aneroid- 
barometer  in  den  durch  den  äusseren  Luftdruck  bewirkten  KrQmmungs- 
änderungen   einer  kreisförmig   gebogenen   und  luftleeren  elastischen 
Röhre,  welche  Aenderungen  durch  die  Uebertragung  auf  ein  Zeiger- 
werk  deutlicher  sichtbar  und   messbar  gemacht  werden.     Aehnlich 
wird  in  dem  Thermometer   die  Ausdehnung   einer  Flüssigkeit  durch 
die  Wärme  benutzt,   um  ein  räumliches  Mass   der  Temperaturände- 
rungen  zu  gewinnen.    Bei  dem  Thermogalvanometer  wird  der  näm- 
liche  Zweck    durch    eine   doppelte   Transformation   erreicht,   indem 
man    zuerst   durch    einen   Temperaturunterschied    einen   elektrischen 
Strom   erzeugt,    der    dann    seinerseits   wieder    die   Ablenkung  einer 
Magnetnadel    hervorbringt.     Für   die   praktische   Beobachtungskuost 
ist  die  Wirkung  des  elektrischen  Stromes  auf  den  Magnet  vor  allem 
deshalb  von  unschätzbarem  Werthe  geworden,  weil  es  sich  hier  um 
die  Herstellung  eines  sichtbaren  Vorgangs  handelt,  der  leicht  wahr- 
zunehmen  und   in   seinen  quantitativen  Veränderungen  zu  verfolgen 
ist.     Uebrigens  beruhen  auch  alle  andern  HUlfsmittel  fQr  die  Beob- 
achtung  elektrischer  Wirkungen   auf  irgend    einer  Umwandlung  in 
sichtbare  Bewegungsvorgänge,  mögen  nun  diese,  wie  bei  dem  Elektro- 
meter und  der  elektrischen  Drehwage,  Bewegungen  der  elektrisirten 
Körper  selbst  sein  oder,   wie  bei  der  Volta'schen  Wasserzersetzungt      I 
der  Galvani'schen  Zuckung  des  Froschschenkels  und  der  Beobachtung      \ 
des   elektrischen  Lichtbogens,    auf  bestimmten  Transformationen  in      j 
chemische,  physiologische  und  optische  Erscheinungen  beruhen.    S^ 
bewundernswerth   die  Fähigkeit   des  Ohres   ist,    eine  Menge  gleich- 
zeitiger Klänge  deutlich    zu  unterscheiden,    so  kann  doch  die  physi- 
kalische Analyse   der  Schallschwingungen    die  Darstellung  derselben 
in    räumlichen    Bildern    nicht    entbehren,     wobei    die    Bewegungei^ 
schwingender  Körper  entweder  unmittelbar  oder  mit  Hülfe  gewisser 
Wirkungen,    die    sie   auf   andere   leicht   bewegliche   Körper   hervor' 
bringen,  sichtbar  gemacht  werden.    So  liefert  der  Vibrograph,  indei^ 
er   die  Aufzeichnung    der  Schwingungen    eines   starren   Körpers  aU* 
einen  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  rotirenden  Cylinder  besorg^-» 
bleibende  Bilder  der  vergänglichen  Erscheinung,    an    denen  sich  so-' 
wohl    die   Schnelligkeit    wie    die    Form    der   Schwingungen    studire^ 
lässt.      Bei    dem   von   Lissajous    erfundenen   Vibrationsmikroskop 
werden    die    schwingenden   Bewegungen   eines   Körpers,    z.  B.  ein^^ 
Violinsaite,     durch    einen    an    ihm     angebrachten    lichtreflectirende^ 
Punkt  kenntlich  gemacht,  den  man  durch  ein  Mikroskop  beobachtete 
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welches,  an  einer  Stimmgabel  befestigt,  parallel  der  Saitenlänge  in 
regelmässige  Schwingungen  versetzt  wird.  Man  erhält  so  das  Bild 
einer  aus  zwei  zu  einander  senkrechten  Schwingungen  resultirenden 
Bewegung,  aus  der  sich,  da  die  Schwingungsform  der  Stimmgabel 
bekannt  ist,  diejenige  der  Saite  reconstruiren  lässt.  Bei  der  Erzeugung 
von  Klangfiguren  dienen  die  Formen,  in  denen  sich  der  auf  schwin- 
gende elastische  Platten  gestreute  Sand  gruppirt,  zur  Erkennung  der 
Enotenlinien,  aus  denen  dann  wiederum  Rückschlüsse  auf  die  Schwin- 
gungsform der  Platte  möglich  werden. 

b.    Die  Messung  der  Naturerscheinungen. 

Von   dem   Streben,    die  Wahrnehmungen    der   übrigen  Sinnes- 
gebiete in  Gesichtserscheinungen  umzuwandeln,  ist  die  Beobachtung 
vor  allem  auch  in  allen  den  Fällen  geleitet,  wo  sie  Hülfsmittel  zur 
Messung  der  Erscheinungen  zu  gewinnen  sucht.    Die  exacten  Masse, 
über   welche   die   Physik   verfügt,    zerfallen  in  Raummasse,    Ge- 
"wichtsmasse  und  Zeitmasse.    Da  aber  die  Feststellung  der  beiden 
letzteren  stets  auf  räumliche  Messungen  zurückführt,  so  besteht  jede 
exacte  Messung   in   der  Bestimmung    der  räumlichen  Eigenschaften 
Ton  Gewichtsobjecten   oder,    da    die   geometrischen   Elemente    aller 
räumlichen    Beziehungen    die    gerade   Linie    und    der   Winkel   sind, 
scUiesslich  in  der  Messung  von  geraden  Linien  und  Winkeln.    Diese 
vielseitige  Verwendung    der    einfachen   geometrischen   Masselemente 
würde  freilich    nicht   möglich  sein,    wenn  uns  nicht  durch  die  Em- 
pfindungen des  Tast-  und  Muskelsinnes  die  Kraft  Vorstellung  gegeben 
wäre,  und  wenn  nicht  allen  Wechsel  der  Wahrnehmungen  die  Zeit- 
vorstellung begleitete.    Aber  diese  Vorstellungen  entziehen  sich  jeder 
genaueren  unmittelbaren  Messung.     Sie  sind  gerade  zureichend,  um 
^as  Bedürfniss   nach   exacten    Kraft-   und   Zeitmassen   zu  erwecken; 
aber  dieses  Bedürfniss   beginnt   erst   in    dem  Moment  befriedigt   zu 
werden,   wo  sich,  vermöge  jener  Tendenz  unsere  ganze  Anschauung 
ier  Aussenwelt    in    Gesichtserscheinungen    umzuwandeln,    die    Zeit 
sowohl   wie   das  Gewicht   in   räumlichen  Vorstellungen   fixirt  haben, 
für  die  Zeit  fällt   dieses    Ereigniss    in   die   frühesten    Anfänge    des 
'Denschlichen  Denkens,    für   das  Gewicht,   das    uns    noch   heute  der 
Dächste  unserer  unmittelbaren  Wahrnehmung  zugängliche  Repräsen- 
•Ä^t  des  KraftbegriflFs   ist,    geschah    der   nämliche   Schritt   sogleich 
^i  der    ersten   Begründung    der    wissenschaftlichen    Statik    durch 
Archimedes. 
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Zu   astronomischen   und   geodätischen  Zwecken  ist  seit  uralter 
Zeit  das  Längenmass   fUr  die  Messung   der  geradlinigen  Entfemong 
und   die  Kreistheilung   fUr   die  Messung   des  Winkels  im   Gebrauch 
gewesen.    Auch  nöthigten  jene  Zwecke  frühe  schon  Ober  das  primitire 
Verfahren  des  gewöhnlichen  Lebens,  welches  nur  mittelst  der  unmittel- 
baren Anlegung  des   Messungswerkzeuges   an   den  Gegenstand   eine 
Messung  auszuführen  weiss,  hinauszugehen,   um  mit  Hülfe  der  An- 
bringung geeigneter  Visirpunkte  die  Winkeldistanzen  enfemter  Objecte 
direct  zu  ermitteln,   und   um   ihre   linearen  Entfernungen  durch  die 
Combination   solcher  Winkelmessungen   mit   der  Ausmessung   leicht 
zugänglicher  näherer  Lineardistanzen   auf  dem  Wege  der  geometri- 
schen  Construction  und    der  Rechnung   zu   bestimmen.      Gleichwohl 
befanden  sich  alle  diese  Messungsmethoden  noch  auf  ihrer  Eandheit^- 
stufe,  da  man  jede  beliebige  Messungsaufgabe  mit  zureichender  Ge- 
nauigkeit   erledigt   glaubte,    wenn    sie    auf    die    unmittelbare    Ver- 
gleichung   mit   einem  gegebenen  Massstab   zurückgeführt  war.    Ein 
erster  Schritt  zur  Verfeinerung  solcher  Messungen  geschah,  als  man 
durch   verschiedene  Hülfsmittel   die   Schätzung   der  Bruchtheile  der 
Masseinheiten  zu  verbessern  suchte,  was  zuerst  von  den  Astronomei^ 
nicht  lange   vor  der  Zeit  Tychos   durch    die  Ziehung   von  Trans- 
versalen  zwischen    den   entgegengesetzten    Endpunkten   der    benacb- 
harten  Theilungslinien   eines   Massstabes   versucht   wurde.     Aber    ^^ 
ist    bezeichnend,    dass    das    vollkommenere,    noch    jetzt   gebrauch*-^ 

• 

Hülfsmittel  dieser  Art,  der  Nonius,  erst  aufkam,  als  gleichzei^^K 
auch  das  Fernrohr  durch  die  Einfügung  des  Fadenkreuzes  zu  Messung^' 
zwecken  Verwendung  fand.  Noch  mehr  ist  die  Einführung  ande^rer 
Hülfsmittel  zur  Verfeinerung  der  Messungen  direct  au  die  Benützx^^? 
der  optischen  Instrumente,  des  Fernrohrs  und  des  Mikroskops,  g^' 
bunden  gewesen.  Die  Erhöhung  der  Leistungsfähigkeit  des  A\xS^^ 
Hess  nach  einem  Hülfsmittel  suchen,  welches  die  Genauigkeit  ^^^ 
Einstellung  auf  die  Visirpunkte  vergrösserte.  Dieses  Hülfsmit^*^' 
wurde  in  der  Mikrometerschraube  gefunden,  deren  Vortheil  auf  ^^^ 
Transformation  einer  verhältnissmässig  umfangreichen  KreisbewegxxDß 
in  eine  sehr  kleine  lineare  Bewegung  beruht,  so  dass  sie  raitt^'^^ 
der  Vorbeiführung  des  Massstabes  an  dem  Objecte  noch  minind^^^ 
Bruchtheile  der  Masseinheit  abzulesen  gestattet.  Auf  der  Anwendvxng 
der  Mikrometerschraube  beruhen  daher  wiederum  die  Hülfsmittel  ^"^ 
Anfertigung  der  genauesten  und  feinsten  Massstäbe,  wie  sie  duJ^^'^ 
die  Benützung  der  vergrösserriden  optischen  Instrumente  zu  Messun^^^^ 
erforderlich  geworden  sind.     Je    empfindlicher   diese  Hülfsmittel    ^-^^^ 
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ung  sich  gestaltet  haben;  um  so  mehr  musste  man  zugleich 
ebt  sein,  die  bei  jeder  Messung  gleichwohl  unvermeidlichen 
3r  durch  wiederholte  Beobachtungen  und  durch  die  Ermittelung 
Berücksichtigung  der  vorhandenen  Fehlerquellen  zu  eliminiren. 
rird  es  begreiflich,  dass,  während  in  der  Periode  Hipparchs  die 
3r  der  astronomischen  Messungen  noch  halbe  Winkelgrade  und  zu 
hos  Zeiten  einige  Minuten  betragen  konnten,  sie  heute  höchstens 
len  Werth  einer  Secunde  zu  schwanken  pflegen.  Ganz  in  ent- 
hender  Weise  hat  sich  aber  die  physikalische  Messung  auf  allen 
3ten  vervollkommnet,  und  mit  Hülfe  des  Mikroskops  und  des 
ometers  ist  überdies  eine  genaue  Messung  zahlreicher  Objecte 
ich  geworden,  die  wegen  ihrer  Kleinheit  für  eine  frühere  Zeit 
jssbar  und  häufig  selbst  unsichtbar  waren. 

Im  Gegensatze  zu  diesen  hauptsächlich  durch  die  Verwendung 
optischen  Instrumente  bedingten  Umgestaltungen,  welche  die 
:en-  und  Winkelmessung  erfuhren,  ist  das  Hülfsmittel  für  die 
mmung  der  bewegenden  Kraft  der  Körper,  die  Wage,  im 
iip  unverändert  geblieben:  sie  ist  nur  in  der  technischen  Aus- 
mg  vervollkommnet  worden,  und  ihr  Anwendungsgebiet  hat  sich 
r  erweitert.     Zunächst  lag  es  nahe,  das  Princip  des  Hebels  mit 

ebenfalls  von  Archimedes  gefundenen  Gesetz  der  Gewichts- 
hme  der  Körper  in  Flüssigkeiten  zu  verbinden,  um  auf  diese 
le  die  zur  absoluten  Gewichtsbestimmung  der  Körper  dienende 
ilwage  gleichzeitig  als  hydrostatische  Wage  zu  specifischen  Ge- 
bsbestimmungen  zu  benützen.  Beruht  in  beiden  Fällen  die 
ung  des  Gewichts  auf  der  mit  dem  Auge  leicht  erkennbaren 
tellung  der  Gleichgewichtslage  des  Wagebalkens,  so  konnte  nun 

auch  umgekehrt  der  Grad  der  Ablenkung  aus  dieser  Lage  dem 
ichen  Zweck  dienen,  ein  Princip  welches  bei  der  Zeigerwage 
in  verschiedentlich  modificirter  Form  auch  bei  der  Federwage 
dem  Aräometer  oder,  unter  Benützung  von  Flüssigkeiten  zur 
kbestimmung,  bei  dem  Barometer  und  Manometer  Anwendung 
t.  Eine  wichtige  Umgestaltung  der  Wage  für  wissenschafthche 
:ke  ist  endlich  die  Drehwage,  bei  welcher  die  Drehung  eines 
ischen  Fadens,  an  welchem  ein  gleicharmiger  Hebel  aufgehängt 
;ur  Messung  irgend  welcher  anziehender  oder  abstossender  Kräfte, 
m   dem   einen   der   beiden  Hebelarme   angreifen,   benützt  wird. 

das  Princip  der  Drehwage  führt  die  Anwendung  drehbarer 
lete  für  die  Messung  elektrischer  und  magnetischer  Ferne- 
ungen  zurück.    Während  die  gewöhnliche  Hebelwage  wegen  der 
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Forderung  des  Gleichgewichtszustandes,  die  bei  ihr  erfüllt  sein  muss, 
nur    fUr    die   Messung   constant   bleibender   Gewichte    dienen    kann, 
machen  diejenigen  Formen  der  Wage,  die  statt  dessen  den  Grad  der 
Abweichung  aus  einer  bestimmten  Gleichgewichtslage  benützen,  eine 
unmittelbare  Verfolgung  etwaiger  Veränderungen  in  der  Zeit  mög- 
lich, und  manche  von  ihnen,  wie  das  Manometer,  die  Drehwage,  der 
Magnetstab,    gestatten    ausserdem    eine    ähnliche    Verwendung   der 
Gleichgewichtsmethode   wie  bei  der  gewöhnlichen  Hebelwage.     Alle 
diese  Instrumente,  die  auf  das  Princip  der  Wage  zurückführen,  be* 
dienen   sich,   welcher  Art  die  Naturkräfte   auch   sein  mögen,   deren 
Wirkungen    gemessen   werden   sollen,   schliesslich  der  Vergleichung 
mit  bestimmten  Gewichtsgrössen  fester  oder  flüssiger  Körper.    Theils 
geschieht   dies   unmittelbar,    wie   bei   der   gewöhnlichen  Hebelwage, 
dem   Barometer   und   Manometer,    dem   auf  einer.  Spitze   drehbaren 
Magnete,   theils   auf  indirecte  Weise,    wie   bei  der  Federwage,  der 
Drehwage  und  dem  an  drehbaren  Fäden  aufgehängten  Magnete.  In 
diesen  Fällen  wird  der  elastische  Widerstand,  der  zu  überwinden  ist, 
wenn  Bewegungen  von  bestimmter  Grösse  zu  Stande  kommen  sollen, 
zunächst  in  Gewichtseinheiten  bestimmt.     Auf  diese  Weise  bildet  die 
Schwere  das  geraeinsame  Mass  für  alle  andern  einer  exacten  Messung 
zugänglichen  Naturkräfte.    In  der  That  ist  sie  dazu  auch  in  bevor- 
zugter Weise    geeignet   wegen   ihrer    absoluten   Constanz    an  einem 
gegebenen  Beobachtungsorte  und  wegen  ihrer  verhältnissmässig  ge- 
ringen und  leicht  zu  bestimmenden  Unterschiede  in  den  verschiedenen 
Gegenden  der  Erde.    Gerade  aber  weil  das  Gewicht  das  gemeinsame 
Mass   abgibt   für   alle   andern  Naturkräfte,    kann  durch  dasselbe  die 
Kraft  der  Schwere  selbst  nicht  gemessen  werden.     Indem   diese  auf 
jedes  Theilchen  eines  schweren  Körpers  die  nämliche  Wirkung  aus- 
übt,  ist   die  Grösse   des  Gewichts   immer  nur  ein  Mass  der  Masse 
oder    der   Menge    der   dem   Einfluss   der  Schwere   unterworfenen  m 
einem  Körper  vorhandenen  Materie.    Will  man  dieses  Mass  überdies 
unabhängig  machen  von  den  räumlichen  Verschiedenheiten  der  Schwer- 
kraft  auf  der  Erdoberfläche,    so    muss    es   überall  auf  die  nämliche 

Grösse   reducirt  werden.     Darum    dient   in  der  rationellen  Mechanik 

P 

nicht  das  Gewicht  P,    sondern    der  Quotient  —  als  Mass  der  Masse. 

9 
Die  Grösse  ^,  welche  die  Intensität  der  Schwere  an  einem  gegebenen 

Ort  bezeichnet,    wird  aber  durch  die  Beschleunigung  gemessen,  die 

ein  Körper  in  einer  gegebenen  Zeit  durch  die  Wirkung  der  Schwere 

erfährt.    Bei  diesem  Punkte  führt  daher  die  Intensitätsmessung  wieder 
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^^^ück  auf  eine  Längenmessung,  mag  man  nun  unmittelbar  den  Weg 

^^mitteln,    der  in  Folge    der   erlangten   Beschleunigung   von   einem 

fallenden   Körper  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegt  wird,    oder  mag 

man   diesen  Weg   aus   der  Länge   des  einfachen  Pendels  berechnen, 

das  eine  Schwingung  in  der  Zeiteinheit  der  Secunde  vollendet. 

Durch  ihre  Constanz  am  Beobachtungsorte  und  durch  die 
Leichtigkeit,  mit  der  ihre  Wirkungen  in  einfache  räumliche  Masse 
umgesetzt  werden  können,  empfiehlt  sich  die  Schwere  in  so  hohem 
Örade  als  Massstab  aller  Naturkräfte,  dass  eine  andere  fUr  uns  in 
dieser  Rolle  kaum  denkbar  ist.  Dieses  Verhältniss  bedingt  aber 
wieder  eine  eigenthümliche  Ausnahmestellung.  Die  Intensität  der 
Schwere  selbst  kann  auf  statischem  Wege  niemals  ermittelt  werden. 
Die  Wage  gestattet  immer  nur  die  Massen,  d.  h.  die  Mengen  der 
Materie  zu  messen,  auf  welche  die  coustante  Schwerkraft  wirkt.  Für 
andere  Naturkräfte  dagegen  ist  eine  statische  Messung  ausführbar, 
indem  man  einfach  die  schweren  Massen  bestimmt,  die  durch  sie  im 
Gleichgewichte  gehalten  werden.  In  allen  Fällen,  wo  die  Intensität 
der  Naturkräfte  die  zureichende  Constanz  besitzt,  macht  diese  statische 
Methode  die  grösste  Genauigkeit  möglich,  weil  sie  nur  eine  einzige 
räumliche  Messung,  nicht  aber  ausserdem  noch  eine  Zeitbestimmung 
erfordert.  Auf  diese  Weise  dient  die  Schwerkraft  zu  zwei  Arten 
der  Intensitätsbestimmung:  zunächst  ist  sie  bei  der  Gewichtsbestim- 
mung der  Körper  das  geläufige  Mass  für  die  Menge  der  ponderabeln 
Materie,  und  sodann  wird  sie,  indem  beliebige  andere  Naturkräfte. in 
Gewichtsgrössen  bestimmt  werden,  zum  allgemeinen  Mass  der  Kräfte, 
die  ausser  der  Schwere  auf  die  ponderable  Materie  wirken  können. 
Dagegen  ist  bei  der  Messung  der  Schwere  selbst  nur  die  einer  be- 
liebigen Masse  in  einer  gegebenen  Zeit  ertheilte  Beschleunigung  ver- 
wendbar: darum  muss  in  diesem  Falle  stets  mit  der  räumlichen 
Messung  eine  Zeitmessung  verbunden  werden.  Aber  hier  bietet  nun 
die  absolute  Constanz  der  Schwere  an  dem  Beobachtungsorte  den  Vor- 
theil  dar,  dass  die  Zeit,  während  deren  die  Wirkungen  gemessen 
werden,  beliebig  lang  genommen  werden  kann,  wie  dies  in  der  That 
bei  den  Pendelversuchen  geschieht,  so  dass  dadurch  wieder  der  Nach- 
theil der  doppelten  Messung  ausgeglichen  wird. 

Durch  die  Zurückführung  aller  andern  Naturkräfte  auf  das 
Mass  der  Schwerkraft  ist  es  der  physikalischen  Forschung  erst  mög- 
lich geworden,  von  den  qualitativen  Eigenthümlichkeiten,  welche  die 
einzelnen  Erscheinungen  für  die  Sinneswahmehmung  darbieten,  ganz 
zu  abstrahiren,  und  indem  diese  Reduction  auf  die  Schwere  die  Idee 
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der  Einheit  der  Naturkräfte  praktisch  yorausnahm,  hat  sie  nicht  nur 
den  Begriff  der  Transformation  vorbereitet,  sondern  auch,  nachdem 
sich  dieser  in  der  Erfahrung  bestätigt  hatte,  demselben  sofort  die 
erforderhchen  Massmethoden  zur  Verfügung  gestellt.  Ausserdem  ist 
durch  die  Reduction  auf  die  Schwere  und  die  Erkenntniss  der  Trans- 
formationen ein  neuer  Begriff  entstanden,  welcher  sich  fQr  viele  An- 
wendungen geeigneter  erweist  als  der  Krafbbegriff,  mit  dem  er  sich 
früher  deckte,  nämlich  der  Begriff  der  Energie,  unter  ihr  ver- 
steht man  aUgemein  die  Fähigkeit  zur  Herbeiführung  einer 
Ortsveränderung  von  Massen  oder,  da  wir  eine  solche  Orts- 
veränderung als  Arbeit  bezeichnen,  kürzer  ausgedrückt:  die  Fähig- 
keit zur  Leistung  von  Arbeit.  Diese  Fähigkeit  ist  nothwendig 
immer  selbst  an  bestimmte  Massen  gebunden,  sei  es  dadurch,  dass 
dieselben  in  einer  Bewegung  begriffen  sind,  die  sie  an  andere  Massen 
mittheilen  können,  sei  es  dadurch,  dass  sie  in  eine  Lage  gebracht 
sind,  in  welcher  die  Schwere  oder  eine  andere  Naturkraft  eine  be- 
wegende Wirkung  auf  sie  auszuüben  strebt.  Im  ersten  dieser  Fälle 
wird  die  Energie  als  actuelle  oder  kinetische,  im  zweiten  als 
potentielle  oder  auch  als  Energie  der  Lage  bezeichnet.  Die 
kinetische  Energie  fallt  in  ihrer  mechanischen  Bedeutung  mit  dem 
früher  erörterten  Begriff  der  „lebendigen  Kraft*  zusammen,  und  sie 

wird   daher   durch   das  der   letzteren  entsprechende  Product  -^w^'* 

gemessen  (S.  306). 

Neben  dem  Begriff  der  Energie  behält  aber  derjenige  der  Kraft 
die  ihm  seit  der  Begründung  der  Mechanik  beigelegte  Bedeutung, 
welche  Newton  in  die  Definition  zusammenfasste:  „Kraft  ist  das 
gegen  einen  Körper  ausgeübte  Bestreben,  seinen  Zustand  der  Ruhe 
oder  der  gleichförmigen  Bewegung  zu  ändern.*  Die  Energie  ist 
eine  durch  die  Reduction  auf  die  Schwere  veranlasste  ünterform 
dieses  Kraftbegriffs.  Wir  nennen  eine  Kraft  dann  Energie,  wenn 
wir  von  den  Bedingungen  ihres  Ursprungs  absehen  und  nur  auf  ihre 
Messung  durch  das  Gleichgewicht  oder  die  Bewegung  schwerer 
Massen  Rücksicht  nehmen.  Die  uniforme  Messung  ist  es,  die  hier 
jene  Abstraction  von  den  Entstehungsbedingungen  veranlasst,  und 
die  zugleich  die  Nützlichkeit  des  so  gebildeten  Begriffs  bedingt.  Bei 
der  wirklichen  Messung  der  Erscheinungen  kann,  eben  weil  dieselbe 
mittelst  der  Schwere  geschieht,  immer  nur  die  Energie  in  Betracht 
kommen.  Aus  diesem  Grunde  hat  sich  denn  auch  die  Anwendung 
des   allgemeineren  Begriffs   der   Kraft   auf  diejenigen  Fälle  zurück- 


Kraft-  und  Energiemasse.  409 

gezogen,  in  denen  wir  bei  der  Bezeichnung  der  Bedingungen  einer 
bestimmten  Bewegungserscheinung  die  Reduction  auf  die  Schwere 
ausser  Acht  lassen.  Dies  geschieht  aber  vorzugsweise  dann,  wenn 
wir  ausdrücklich  den  specifischen  Charakter  einer  einzelnen  Be- 
wegungsursache oder  des  tibereinstimmenden  Grundes  eines  allge- 
meinen Erscheinungsgebietes  hervorzuheben  wünschen.  In  diesem 
Sinne  unterscheiden  wir  etwa  die  Dampfkraft  und  die  Wasserkraft 
als  verschiedene  Motoren,  oder  bezeichnen  wir  ganz  allgemein  Licht, 
Wärme,  Elektricität  und  die  Schwere  selbst  als  verschiedene  Natur- 
kräfte. 

Insofern   die  Schwere   nur   eine   Naturkraft   unter   andern   ist, 
kann  man  nun  aber  auch  den   so   entstandenen  Begriff  der  Energie 
verallgemeinem,  indem  man  die  thermische,  elektrische,  magnetische, 
chemische    u.   s.   w.    Energie    der    mechanischen   Bewegungsenergie 
coordinirt  und  die  Aufgabe  der   physikalischen  Forschung  ledig- 
iich  darauf  richtet,    die  quantitativen  Beziehungen  zu  ermitteln,    in 
denen    diese    verschiedenen    Energieformen    in    einander    übergehen 
tonnen*).     Diese  Auffassung  bietet  den  Vortheil   dar,    das«   sie  die 
Theorie    der   Transformationen   der   Naturkräfte   von   allen  Voraus- 
setzungen   über   die  Beschaffenheit   der   Materie,   insbesondere   auch 
^on  dem   Postulat,    dass   alle  Naturvorgänge   auf  mechanische   Be- 
^^^gungsvorgänge  zurückführbar  S€fien,  unabhängig  macht.     Dies  ist 
l>öi  dem  gewöhnlichen,  an  den  mechanischen  Begriff  der  lebendigen 
K]»-aft  sich  anlehnenden  Energiebegriff  nicht  der  Fall.    Denn  derselbe 
s^tzt  nicht  bloss  voraus,  dass  die  übrigen  Formen  actueller  Energie 
^'^'«ntuell  in  Bewegungsenergie  umgewandelt  werden  könnten,  sondern 
d^L^s  sie  selbst  in  letzter  Instanz  Bewegungsenergie  seien.    Er  macht 
d^Jurch  bestimmte  Hypothesen  über  die  materiellen  Elemente,  welche 
di^  Träger   der  Energie   sind,    sowie   über   die  Beschaffenheit  ihrer 
»^wegungen    erforderlich.      Anderseits    hat   aber  jene   allgemeinere 
-»-tiffassung  des  Energiebegriffs  den  Nachtheil,  dass  sie  auf  eine  jede 
^^^schauliche  Darstellung  desselben  verzichtet,  ausgenommen  bei  der 
ß« Wegungsenergie  schwerer  Körper,   wo    eine   solche  unmittelbar  in 
d^^X"  Beobachtung  gegeben  ist.     Nun  kann  zweifellos  ein  zeitweiliger 


*)  Eine  solche  allgemeinere  Auffassung  des  Energiebegriffs  wird  bereits 
gestreift  von  G.  Helm,  Die  Lehre  von  der  Energie,  Dresden  1887,  und  Max 
^^«nck,  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie,  Leipzig  1887,  S.  96  ff.  Ein- 
gehender ist  sie  durchgeführt  worden  von  W.  Ostwald  in  seinen  ^Studien  zur 
^**ergetik%  Sitzungsber.  der  Leipziger  Ges.  der  Wiss.  1891,  S.  271,  1892,  S.  211  ff., 
'^^^  Lehrbuch  der  allgemeinen  Chemie,  2.  Aufl.  II,  S.  1 — 51. 
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Verzicht  auf  das  Postulat  der  Anschaulichkeit,  das,  wie  oben  (S.  278  ff.) 
erörtert,  von  Anfang  an  das  treibende  Moment  für  die  mechanische 
Naturanschauung  gewesen  ist,  nützlich  sein,  namentlich  so  lange  die 
mechanischen  Hypothesen  über  gewisse  Naturvorgänge  noch  der  zu- 
reichenden Sicherheit  entbehren.  Indessen  ist  es  unleugbar,  dass 
gerade  der  Zusammenhang  der  verschiedenen  Erscheinungsgebiete, 
wie  er  in  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  seinen  nächsten 
quantitativen  Ausdruck  findet,  immer  wieder  zur  Aufstellung  mechani- 
scher Vorstellungsweisen  und  eben  damit  auch  zu  einer  ümdeutung 
anderer  Energieformen,  wie  der  thermischen,  der  elektrischen,  in 
mechanische  Bewegungsenergie  herausfordert.  So  ist  die  mechanische 
Wärmetheorie  zunächst  durch  die  Beobachtung  der  Beziehungen 
zwischen  Volum  und  Temperatur  gasförmiger  Körper  veranlasst 
worden,  das  Wesen  der  Wärme  in  mechanischen  Bewegungen  der 
Theilchen  zu  erblicken*).  So  führt  ferner  die  elektromagnetische 
Lichttheorie  auf  Schwinguugsbewegungen  eines  materiellen  Medium 
zurück;  oder  für  Denjenigen,  der  dieser  Theorie  seine  Zustimmun 
versagt,  »ergibt  sich  wenigstens  aus  dem  gesammten  Zusammenhan 
der  Lichterscheinungen,  vor  allem  aus  der  Existenz  der  Interferenz 
erscheinungen ,    die  Nothwendigkeit   der  Voraussetzung   irgend  ein 


oscillirenden  Bewegung.    Da  aber  eine  Bewegung  ohne  ein  Substrai^^    t 
das   sich   bewegt   undenkbar   ist,    so   ist  damit  auch   die   AbleituDfi— r 

der   Lichterscheinungen   aus    einem   mechanischen  Vorgang    ein   un 

umgängliches  Erforderniss**).     Damit  ist  in  allen  diesen  Fällen  dL  ^ 
Forderung  einer  Umsetzung  jener  bloss  begrifflich  fixirten  Energie  — 


*)  Vgl.  das  auf  S.  74  f.  angeführte  Beispiel  einer  analytischen  Deduction 
aus  diesem  Gebiete. 

**)  Allerdings  hat  Ostwald  der  letzteren  Annahme  zu  entgehen  gesnctx^ 
indem  er  die  „strahlende  Energie •*  nicht  auf  die  Schwingungen  eines  materielle» 
Mediums  zurückführt,  sondern  als  eine  in  oscillirender  Bewegung  befindUcfae 
Energie  definirt.  Gerade  dieser  aus  einem  anschaulichen  und  einem  rei» 
begrifflichen  Bestandtheil  zusammengesetzte  Doppelbegriff  scheint  mir  al>^' 
schlagend  zu  beweisen,  dass  der  Energiebegriff  selbst  eine  Zerlegung  fordex^» 
die  auf  Elemente  der  Anschauung  zurückführt.  Eine  reale  Bewegung  kax*^ 
nur  als  die  Ortsveränderung  eines  im  Raum  gegebenen  realen  Substrafe^* 
definirt  werden.  Dieses  reale  Substrat  kann  sich  uns  bloss  durch  Kra»^*^ 
\virkungen,  die  von  ihm  ausgehen,  oder  durch  Kräftefanctionen ,  als  der^^ 
Träger  wir  es  betrachten,  verrathen.  Aber  dass  solche  bloss  begrifflich  ^^ 
fixirende  Kräftefunctionen  selbst  sich  bewegen,  dies  scheint  mir  eine  Forderu^*^ 
zu  sein,  die  nicht  erfüllt  werden  kann,  ohne  dass  man  sich  irgend  ein  Substr^ 
hinzudenkt. 
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werthe  in  die  anschauliche  Form  der  Bewegungsenergie  von  selbst 
gegeben,  und  wenn  die  Unsicherheit  der  Theorien  eine  eindeutige 
Feststellung  letzterer  Art  in  manchen  Fällen,  namentlich  bei  den 
elektrischen  und  magnetischen  Energiewerthen ,  noch  nicht  möglich 
macht,  so  kann  dies  jene  Forderung  selbst  nicht  aufheben.  Auch 
ist  Tom  logischen  Standpunkte  aus  hervorzuheben,  dass  man  sich 
öiber  den  eigenthümlichen  Charakter  der  Evidenz,  den  das  Energie- 
princip  mit  gewissen  allgemeinen  Voraussetzungen  der  Mechanik  theilt, 
nur  Rechenschaft  zu  geben  vermag,  wenn  man  sich  alle  Energie  an 
ein  bestimmtes  unveränderlich  im  Raum  gegebenes  Substrat  gebunden 
denkt,  dessen  Veränderungen  in  Lageänderungen  seiner  Theile,  und 
dessen  Wirkungsfähigheit  demnach  allein  in  Bewegungsenergien  be- 
stehen kann,  wogegen  die  rein  begriffliche  Fixirung  des  Energie- 
begriiBFs  genöthigt  sein  würde,  die  Triftigkeit  der  Gründe,  vermöge 
deren  wir  dem  Energiegesetz  vor  seiner  speciellen  Nachweisung  in 
jedem  einzelnen  Fall  bereits  eine  allgemeine  Wahrscheinlichkeit  zu- 
gestehen, völlig  zu  leugnen,  im  Widerspruch  mit  dem  Einflüsse,  den 
jenes  Princip  thatsächlich  als  heuristische  Hypothese  von  axiomatischem 
Charakter  in  der  Entwicklung  der  Wissenschaft  ausgeübt  hat*). 


*)  Vgl.  hierzu  die  Formulirung  dieses  Principe  als  Axiom,  Bd.  I,  S.  621. 
Freilich  hat  man  geglaubt,  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  aus  andern 
Sätzen,  und  zwar  namentlich  aus  dem  so  genannten  Satz  ,von  der  Unmöglich- 
keit des  Perpetuum  mobile*  beweisen  zu  können:  so  Helmhol tz  (üeber  die 
Erhaltung  der  Kraft.  Berlin  1847,  S.  7  ff.)»  Mach  (Geschichte  und  Wurzel  des 
Satzes  von  der  Erhaltung  der  Arbeit.  Prag  1872,  S.  36  ff.)  und  M.  Planck 
(I>a8  Princip  der  Erhaltung  der  Energie.  Leipzig  1887,  S.  138  ff.).  Dieser  Be- 
weis ist  aber  logisch  betrachtet  nicht  ein  inductiver  Beweis,  wie  Planck  meint, 
sondern  ein  Cirkelbeweis ,  da  der  Satz  von  der  Unmöglichkeit  des  Perpetuum 
ttiobile  in  der  allgemeinen  physikalischen  Bedeutung,  in  der  er  hier  gemeint 
®t ,  vollständig  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  bereits  einschliesst. 
Iri  der  Polemik,  die  Planck  bei  dieser  Gelegenheit  gegen  die  Behauptung  führt, 
<^^«8  das  Energieprincip  a  priori  gewiss  sei,  übersieht  er  gerade  den  Fall, 
<ier  bei  den  allgemeinen  Voraussetzungen  der  Mechanik  und  Physik  stattfindet: 
Üese  Voraussetzungen,  vom  Trägheitsprincip  an  bis  zum  Satz  von  der  Er- 
aaltimg  der  Energie,  sind  nämlich  nicht  Axiome  im  mathematischen  Sinne,  d.  h. 
^'iX'ch  die  unmittelbare  Anschauung  evidente  Sätze,  sondern  sie  sind  Hypothesen 
^^n  einem  den  Axiomen  verwandten  Charakter,  insofern  ihnen  der  Versuch, 
>*^e  anschaulich  verwirklicht  zu  denken,  a  priori  eine  grössere  Wahrscheinlich- 
^^t  verleiht  als  andern  etwa  möglichen  Hypothesen.  Auf  diese  Weise  erklärt 
^<ili  ebensowohl  die  der  Erfahrung  vorauseilende  Entdeckung  solcher  Sätze  wie 
^e  immer  bestehen  bleibende  Forderung,  dass  sie  mit  der  Erfahrung  in  üeber- 
eiiifitimmung  stehen.    (Vgl.  Bd.  I,  S.  544,  618  ff.)     Den  Bedenken,  welche  E dm. 
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Jene  Reduction  auf  die  Schwere,  aus  der  mit  dem  Begriff  der^ 
Energie  auch  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  hervorgegangeiM. 
ist,  setzt  übrigens  voraus,  dass  die  verschiedenen  Formen  der  Energie^ 
die  gemessen  werden  sollen,  den  erforderlichen  Transformationen  zu — 
gänglich  sind.  Diese  Bedingung  trifft  nun  bei  zwei  Erscheinungs— 
gebieten,  welche  sich  an  und  für  sich  in  hohem  Grade  zur  An — 
Wendung  exacter  Beobachtungen  eignen,  noch  nicht  zu,  nämliche 
beim  Schall  und  beim  Licht.  Die  Messung  von  Schall-  und  Licht — 
intensitäten  ist  darum  bis  jetzt  hinter  der  Messung  der  Litensita^ 
anderer  Naturkräfte  zurückgeblieben.  Entweder  beschränkt  man  sieb 
darauf,  aus  theoretischen  Voraussetzungen  Werthe  abzuleiten,  ohne- 
sie  durch  Beobachtung  zu  verificiren,  oder  man  sieht  sich  auf  di^ 
unmittelbare  Vergleichung  von  Empündungsstärken,  also  auf  d&s 
ursprünglichste  und  ungenaueste  Verfahren  der  Intensitatsmessung 
angewiesen.  Um  die  Unterscheidung  unter  diesen  beschränkenden 
Bedingungen  möglichst  zuverlässig  zu  machen,  wendet  man  dann 
das  nämliche  statische  Princip  an  wie  bei  der  gewöhnlichen  Foma 
der  Gewichtsbestimmung  durch  die  Wage:  man  bestimmt  z.  B.  h^^ 
den  photometrischen  Vorrichtungen  die  Stärke  zweier  Lichtquellen  • 
indem  man  durch  Abstufung  ihrer  Entfernungen  von  einem  auf"-* 
fangenden  Schirm  zwei  einander  gleich  erscheinende  Lichtintensitäte 
hervorbringt,  worauf  sich  das  gesuchte  Intensitätsverhältniss  aus  de 
VerliäUniss  der  Quadrate  der  Entfernungen  der  beiden  Lichtquelle 
ergibt.  Da  das  Licht  hierbei  keine  merkliche  Transformation  in  ein 
andere  Bewegungsform  erfährt,  so  ist  eine  solche  Bestimmung  immer 
hin  so  genau,  als  es  die  Schätzung  mit  dem  Auge  gestattet.  E 
ist  übrigens  kaum  zu  zweifeln,  dass  sich  mit  dem  weiteren  Fort 
schritt  der  Physik  auch  die  Messung  der  Schall-  und  Lichtstärke 
der  allgemeinen  Tendenz  zur  Messung  der  Kraftgrössen  mittelst  de 


Koenig  (Die  Entwicklung  des  Causalproblems,  II,  Leipzig  1890,  S.  448)  gege 
eine  axiomatieche  Auffassung  des  Energiegesetzes  geltend  gemacht  hat, 
man  vor  der  Entdeckung  Mayers  einen  Verlust  von  Energie  für  möglicfc-'^^ 
einen  Verlust  von  Materie  aber  für  unmöglich  hielt,  und  dass  wir  das  Quantu^^oi 
der  Materie  nach  dem  Gewicht  und  nicht  nach  Energiewerthen  messen,  kiiiiw  ^ 
man,  wie  ich  glaube,  entgegenhalten,  dass  die  historische  Reihenfolge  nicfc^J* 
immer  über  den  logischen  Zusammenhang  der  Principien  entscheidet  (wob  ^^^ 
übrigens  zu  bemerken  ist.  dass  als  Princip  a  priori  das  Energiegesetz  schc-J^D 
vor  Mayer,  namentlich  von  Leibniz  ausgesprochen  wurde),  und  dass  d^^^^ 
Mass  der  Substanz  mittelst  der  Kraft  als  ein  einseitiges  und  unzulänglich  -^^ 
betrachtet  werden  kann,  welches  durch  das  Mass  der  Wirkungsfähigke  ^^ 
ergänzt  werden  muss. 
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Bewegungen  schwerer  Massen  nicht  entziehen  wird.  Der  Zeitpunkt 
dazu  dürfte  gekommen  sein,  sobald  eine  geeignete  Transformation 
gefunden  ist,  welche  die  Benützung  des  elektrischen  Stroms  und 
seiner  Wirkungen  auf  den  Magnet  und  dadurch  abermals  die  Hülfe 
des  Princips  der  Wage  gestattet,  üebrigens  ist  leicht  ersichtlich, 
wie  selbst  jene  unvollkommene  Form  der  Intensitätsmessung,  welche 
die  unmittelbare  Vergleichung  von  Empfindungsstärken  benützt,  keine 
Ausnahme  von  der  Regel  bildet,  dass  die  gerade  Linie  und  der 
Winkel  die  Elemente  aller  exacten  Messungen  sind.  Denn  das  wirk- 
liche Mass  für  die  Vergleichung  wird  hierbei  immer  erst  durch  die 
Abmessung  der  Entfernungen  gewonnen,  in  denen  sich  die  ver- 
3cliiedenen  Licht-  oder  Schallquellen  befinden  müssen,  wenn  der 
subjective  Eindruck  der  gleiche  sein  soll. 

In  einer  neuen  und  eigenthümlichen  Form  tritt  uns  schliesslich 
diese  üebertragung  in  das  räumliche  Mass  bei  der  dritten  und  letzten 
Clssse    allgemeiner    Messungshülfsmittel    entgegen,    bei    den    Zeit- 
m  sissen.     Eine  objective  Zeitmessung  setzt  eine  Bewegung  voraus, 
l>ei  der  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Räume  zurückgelegt  werden.    Ist 
liese  Voraussetzung   erfüllt,    so   liefert   die  Eintheilung   des  durch- 
laufenen Raumes   unmittelbar   die   entsprechende  Theilung   der  Zeit. 
Eine  dauernde  Bewegung  solcher  Art  ist   vermöge   der   begrenzten 
BeschaflFenheit  unseres  Gesichtsraumes  nur  in  periodischer  Form 
Möglich,   so  also,    dass   der  bewegte  Körper  in  regelmässigen  Zeit- 
zwischenräumen  immer  wieder   zu    dem   nämlichen  Ort  zurückkehrt. 
Diese  Bedingung  bot  sich  schon  für  die  Anfänge   des   menschlichen 
Denkens  in    den   periodischen  Bewegungen    der  Gestirne   dar.     Ihre 
Verwendung  zu  Zeitmassen  war  daher  eine  so  nahe  liegende  Hand- 
Iting,  dass  man  sich  der  Willkürlichkeit  derselben  nicht  einmal  be- 
^^^sst  wurde,    sondern   geneigt  war  in  der  regelmässigen  Bewegung 
^ßr  Gestirne  die  objective  Existenz  der  Zeit  selbst  zu  erblicken.    Man 
kann  es  als  ein  Glück  für  die  Wissenschaft  betrachten,  dass  dieses  sich 
alsbald  mit  einem  zweiten  Vorurtheil  verband,  ohne  welches  der  Ge- 
^sinke   einer   objectiven   Zeitmessung   kaum   möglich  gewesen   wäre. 
Die  Zeit  einer  Erdrotation  ist  viel  zu  gross,    als    dass   sich  aus  un- 
mittelbarer Anschauung  eine  Gewissheit  darüber  gewinnen  liesse,  ob 

• 

Jode  solche  Periode  der  andern  gleich  ist,  und  die  Bewegung  der 
Q^estime  erfolgt  für  unsere  Wahrnehmung  viel  zu  langsam,  als  dass 
^ich  ohne  andere  Hülfsmittel  entscheiden  liesse,  ob  sie  eine  gleich- 
förmige ist.  Nichts  desto  weniger  ist  bis  in  die  neueren  Zeiten 
Jiienials  den  Menschen  ein  Zweifel  an  der  Gleichförmigkeit  der  tag- 
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liehen  Bewegungen  der  Gestirne  gekommen*).     Erst  diese  Voraus- 
setzung aber  lieferte  die  Möglichkeit  einerseits  zur  Eintheilung  des 
Tages  in   kleinere  Zeittheile   und   anderseits  zur  Messung  grösserer 
Zeiträume.     Für  jene  bot  der  Stand  der  Sonne,  der  aus  der  Länge 
oder  Richtung  des  Schattens  nach  empirischen  Regeln  leicht  zu  be- 
stimmen   war,   für    diese    boten   die   Perioden   der  Mond-   und   der 
Sonnenbewegung    die    nächstliegenden    und    zugleich    wegen    ihrer 
relativen  Constanz  die  bleibenden  Hülfsmittel  dar.    Aber  so  gut  die- 
selben im  ganzen,   nachdem  sie  nur  erst  durch  die  geeigneten  Cor- 
rectionen   in  Uebereinstimmung   gebracht   waren,    den  Zwecken  der 
Zählung   grösserer   Zeiträume   entsprachen,    so   wenig  genügten  sie 
dem  Bedürfniss  nach  einer  Messung  kleiner  Zeittheile,   wie   es  sich 
einigermassen   schon   im    praktischen  Leben   und   späterhin   noch  in 
viel  höherem  Grade  bei  physikalischen  Beobachtungen  geltend  machte. 
Die  Sonnenuhr  erlaubt  im  günstigsten  Fall  Unterschiede  von  einigen 
Minuten  zu  schätzen,   und  sie  versagt  ihre  Dienste   ganz,    wenn  die 
Sonne  nicht  sichtbar  ist.    Frühe  schon  verfiel  man  daher  zu  solchen 
Zwecken   auf   die   Benützung    der   Schwerkraft.     Die   Wasser-   und 
Sanduhren,  deren  man  sich  bereits  im  Alterthum  bediente,  sind  noch 
in   den    Anfangen    der   neueren    Physik   zu   physikalischen   Zwecken 
benützt  worden,  und  im  wesentlichen  der  nämliche  Gedanke  lag  den 
um  dieselbe  Zeit  aufkommenden  Räderwerken  zu  Grunde,  bei  denen 
man  Gewicht  und  Keibungswiderstände  so  gegen  einander  abgeglichen 
hatte,  dass  die  Fallbeweguug  des  ersteren  zu  einer  annähernd  gleich- 
förmigen   wurde.      Eine    rationellere    Verwendung    der   Schwerkraft 
begann  erst  mit  der  von  Iluygens  gelehrten  Benützung  des  Pendels 
zur  Regulation    der  Bewegungen.     Während    man   bei   den  Wasser- 
uhren   mit    gleichem    Niveaustand    und    bei    den    Räderwerken   mit 
Widerständen    der    niemals   in   exaeter  Weise   zu   lösenden  Aufgabe 
einer    völlig   gleichförmigen   Bewegung  in   unzureichenden   Annähe- 
rungen zu  entsprechen  gesucht,  ersetzte  die  Pendeluhr  die  continuir- 
liclie    durch   eine    stoss weise  Bewegung   und  begnügte   sich  mit  der 
exacten  Gleichheit  der  einzelnen  durch  die  Pendelschläge  abgetrennten 
Zeittheile.    Alle  neueren  Chronometer  und  Chronoskope  haben  dieses 
Princip  adoptirt,  auch  wenn  sie  sich  nicht  direct  eines  Gewichts  zur 
Erzeugung  der  Bewegung  und  des  Pendels  zur  Regulirung  derselben 
bedienen.    Statt  des  Gewichts  kann  eine  gespannte  Feder  das  Räder- 


*)    Ueber   die   dieöer  Voraussetzung   zu   Grunde  liegenden    logischen 
Postulate  vgl.  Bd.  I,  S.  488  ff. 
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rk  in  Bewegung  setzen,  und  statt  des  Pendels  kann  ein  oscilliren- 
Schwungrad,  dessen  Bewegungen  ebenfalls  durch  Federkraft 
«rhalten  werden,  den  Gang  der  Uhr  reguliren.  Ein  anderes 
Ifsmittel,  welches  namentlich  bei  »rasch  ablaufenden,  zur  Messung 
r   kleiner   Zeittheile   dienenden  Chronoskopen  Anwendung   findet, 

ein  schwingender  Stab  oder  eine  Stimmgabel,  die  durch  ihre 
ich  bleibende  Tonhöhe  die  Gleichmässigkeit  der  Bewegung  sichern, 
iht  selten  zieht  man  es  aber  auch  für  physikalische  Zwecke  vor, 
den  gleichmässigen  Gang  des  Uhrwerks  zu  verzichten  und 
;telst  der  Registrirung  von  Pendelschlägen  oder  Stimmgabel- 
wingungen   auf  einer   bewegten  Fläche,    auf  welcher  gleichzeitig 

Momente   des   Eintritts   bestimmter   Ereignisse   markirt   werden, 

absolute  oder  relative  Zeitdauer  derselben  zu  messen.  Auf  diese 
lise  ist  allen  zeitmessenden  Hülfsmitteln  von  der  Bewegung  der 
»tirne  bis  zur  schwingenden  Stimmgabel  die  Eigenschaft  des  periodi- 
en  Verlaufs  der  Bewegungen  gemeinsam.  Je  kleiner  aber  die 
ttheile  sind,  die  gemessen  werden  sollen,  um  so  kürzer  muss  die 
•iode  der  Bewegung  sein,    die   als  Mass  dient.     Mit  der  Feinheit 

Hülfsmittels  steigen  ferner  die  Vorsichtsmassregeln,  durch  welche 

genauen  Zeitangaben  desselben  sichergestellt  werden  müssen; 
in  einerseits  werden  die  objectiven  Störungen  der  Bewegung  be- 
itender,  und  anderseits  erreichen  die  subjectiven  Fehler  der  Mes- 
igen  relativ  grössere  Werthe.    Während  die  Veränderung,  welche 

tägliche  Bewegung  der  Erde  durch  die  vorhandenen  Reibungs- 
lerstände erfährt,  erst  nach  vielen  Jahrtausenden  merklich  wird, 
lürfen  die  periodischen  Bewegungen  des  Pendels,  der  Unruhe,  des 
iwingenden  Stabes  entweder  einer  fortwährenden  Berücksichtigung 
•  Temperatur  und  wo  möglich  einer  sorgfältigen  Compensation 
r  Temperatureinflüsse  sowie  einer  häufig  wiederholten  Reduction 
f  das  unveränderlich  gegebene  Mass  der  Sternzeit,  wenn  die  An- 
ben  der  Instrumente  vergleichbar  bleiben  sollen.  Die  Messung 
finster  Zeittheilchen  endlich  findet  an  den  Schranken  unserer  sinn- 
hen  Wahrnehmung  ihre  Grenzen.  Wir  können  diese  Grenzen 
•engem,  indem  wir  die  Zeitbestimmung  der  Ereignisse  dadurch, 
5s  wir  diese  sich  selbst  registriren  lassen,  unabhängig  machen  von 
'  schwankenden  Aufmerksamkeit  des  Beobachters,  und  wir  können 

die  Ausmessung  der  auf  solche  Weise  in  eine  Raumstrecke  über- 
genen  Zeit  noch  mikroskopische  und  mikrometrische  Hülfsmittel 
'beiziehen.  Damit  ist  aber  auch  hier  das  äusserste  Mass  der 
lauigkeit   erreicht.     Indem  jede   exacte  Messung,    auch   die   Ge- 
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wichts-  und  die  Zeitmessung,  schliesslich  auf  räumliche  Messungen 
zurückfuhrt,  ist  naturgemäss  von  der  Schärfe,  mit  der  wir  eine 
räumliche  Strecke  durch  das  Auge  unter  Herbeiziehung  optischer 
Hülfsmittel  zu  messen  vermögt,  alle  Messung  der  Naturerschei- 
nungen abhängig. 


e.    Die  mathematischen  Hülfsoperationen  der  physikalischen 

Untersuchung. 

Auf  die  grosse  Bedeutung,  welche  die  mathematische  Analysis 
als  Werkzeug  der  physikalischen  Deduction  besitzt,  wurde  bereits 
hingewiesen  (S.  383  ff.).  Die  so  entstandene  rein  mathematische  Be- 
handlung der  Physik,  durch  welche  sich  diese  zu  einem  Zweig  der 
angewandten  Analysis  erhoben  hat,  ist  aber  allmählich  aus  der 
fortwährenden  Benützung  geometrischer  und  arithmetischer  Ope- 
rationen hervorgewachsen,  deren  die  physikalische  Untersuchung  schon 
bei  der  inductiven  Verarbeitung  der  durch  die  Beobachtung  ge- 
gebenen Thatsachen  bedarf.  Während  die  analytische  Behandlung 
der  physikalischen  Probleme  nur  gewisse  Voraussetzungen  der  Be- 
obachtung entnimmt  und  diese  wieder  zur  Bestätigung  gewisser 
Folf^erungen  sowie  zur  numerischen  Feststellung  bestimmter  Grössen 
herbeizieht,  im  übrigen  aber  durchaus  in  der  Form  einer  selbständigen 
mathematischen  Untersuchung  verläuft,  greifen  jene  mathematischen 
Hülfsoperationen  in  wechselnder  Weise  in  den  Gang  der  Unter- 
suchung ein;  sie  werden  immer  nur  für  einzelne  Zwecke,  die  sich 
aus  den  Resultaten  der  Beobachtung  oder  des  Experimentes  ergeben, 
benützt,  und  ihre  Anwendung  gleicht  daher  vollständig  derjenigen 
der  instrumentellen  Hülfsmittel,  welche  die  genaue  Messung  der  Er- 
scheinungen ermöglichen.  In  der  Tliat  bilden  die  mathematischen 
Hülfsoperationen  eine  unerlässliclie  Ergänzung  der  physikalischen 
Messungswerkzeuge,  weil  die  selbstverständliche  Bedingung  flir  die 
Anwendung  der  letzteren  darin  besteht,  dass  die  zu  messenden  Et" 
scheinungen  unsern  instrumentellen  Hülfsmitteln  unmittelbar  zugäng- 
lich sind.  Wo  dies  nicht  der  Fall  ist,  da  kann  eine  Messung  nur 
dann  ermöglicht  werden,  wenn  die  Erscheinungen  mit  andern  direct 
messbaren  in  bestimmten  gesetzmiUsigen  Beziehungen  stehen,  welche 
einen  Ausdruck  in  mathematischer  Form  zulassen,  und  aus  welchen 
sie  in  Folge  dessen  mittelst  bestimmter  mathematischer  Operationen 
abgeleitet  werden  können.  Ueberall  daher,  wo  physikalische  Grössen 
nur  auf  diesem  indirecten  W^ege  gemessen  werden  können,  sind 
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kthematische  Hülfsoperationen  die  Werkzeuge  solcher  Messung, 
eü  aber  nur  an  verhältnissmässig  wenige  unter  den  Erscheinungen, 
F  deren  genaue  Kenntniss  es  uns  ankommt,  unsere  verschiedenen 
isse  direct  angelegt  werden  können,  so  fällt  die  Mehrzahl  der 
ysikalisch  wichtigen  Grössen  einer  indirecten  Messung  anheim,  die 
der  mathematischen  Ableitung  der  gesuchten  Grössen  aus  andern 
rch  die  directe  Messung  gefundenen  besteht. 

Da  alle  physikalischen  Masse  auf  Raummasse  zurückführen,  so 
det  die  geometrische  Construction  den  natürlichen  Aus- 
ngspunkt  dieser  Hülfsoperationen,  und  erst  an  sie  schliessen  sich 
j  arithmetischen  Verfahrungsweisen  an,  durch  welche  es  schliess- 
h  möglich  wird,  die  gefundenen  Grössen  in  bestimmten  Zahl- 
jrthen  auszudrücken.  Bei  der  Anwendung  der  geometrischen 
llfsconstructionen  stützt  sich  die  Physik  einfach  auf  die  Sätze  der 
^ometrie,  die  es  möglich  machen,  aus  gewissen  BestimmungsstUcken 
les  Raumgebildes  von  bekannten  Eigenschaften  andere  zu  finden, 
ilche  nicht  unmittelbar  gegeben  sind.  Die  wissenschaftliche  Physik 
hier  zunächst  bei  der  Feldmesskunst  in  die  Lehre  gegangen, 
eilich  aber  bedurfte  sie  bald  genauerer  Methoden  als  diese,  um 
^  Beziehungen  zwischen  den  Elementen  aller  räumlichen  Messung, 
m  Winkel  und  der  Geraden,  in  ausgiebigster  Weise  zu  verwerthen. 
is  diesem  Bedürfniss  sind  zuerst  innerhalb  der  Alexandrinischen 
itronomie  die  trigonometrischen  Methoden  entstanden,  die  man  bald 
ch  zur  Berechnung  der  Bogen  und  Winkel  auf  der  Kugel  an- 
Bnden  lernte*). 

Indem  die  neuere  Physik  nicht  bloss  die  bleibenden  räumlichen 
^everhältnisse  der  Körper,  sondern  die  mannigfaltigen  Formen 
rer  Bewegung  vor  das  Forum  ihrer  Untersuchungen  zog,  konnten 
r  die  für  den  ersteren  Zweck  erfundenen  trigonometrischen  Methoden 
cht  mehr  genügen,  sondern  sie  musste  die  reicheren  Hülfsmittel 
-rwerthen,  welche  die  Geometrie  der  Curven,  namentlich  der  Kegel- 
hnittslinien,  gewährte.  Nichts  desto  weniger  blieb  noch  lange  Zeit, 
-mäss  dem  natürlichen  Entwicklungsgang  dieser  Hülfsoperationen, 
Q  geometrischen  Constructionen  die  eigentliche  Lösung  der  Probleme 
^behalten,  und  es  wurde  dadurch  zugleich  für  die  Darstellung  der 
itersuchungsergebnisse  das  Festhalten  an  der  Euklidischen  Demon- 
"ationsform  unterstützt.  Erst  jene  Verwerthung  der  arithmetischen 
Ufsmittel,   welche   die  analytische  Geometrie  geschaffen,   eröffnete 


*)  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  I,  S.  312, 349. 
Wandt,  Logik.  11,  1.   2.  Aufl.  27 
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einem  freieren  Ineinandergreifen  geometrischer  und  analytischer  He- 
ihoden die  Bahn;  insbesondere  aber  wirkte  in  dieser  Beziehung  der 
herrschend  gewordene  analytische  (}ang  der  physikalischen  Deductioo 
auf  die  specielleren  Hülfsoperationen  zurück,  die  gelegentlich  in  dem 
Verlauf  einer  inductiven  Untersuchung  benutzt  werden.  Es  konnte 
hier  um  so  leichter  eine  der  analytischen  Deduction  verwandte  Be- 
handlungsweise  Platz  greifen,  als  jede  durch  die  Rechnung  vermittelte 
indirecte  Messung  eben  nur  insoweit  auf  Induction  beruht,  als  si 
auf  eine  ursprüngliche  directe  Messung  zurückführt,  wogegen  d 
mathematische  Verfahren  selbst  in  diesen  FäUen  immer  in  eine 
Deduction  besteht.  So  ist  es  schliesslich  nur  noch  der  umfang, 
welchem  man  die  Deduction  handhabt,  und  die  Frage,  ob  sie  blos 
auf  der  sicheren  Grundlage  bestimmter  Messungen,  oder  ob  sie  aus 


gehend  von  irgend  welchen  hypothetischen  Voraussetzungen  geübfr^  -t 
wird,  wodurch  sich  die  mathematischen  Hülfsoperationen  der  physi —  -- 
kaiischen  Untersuchung  von  der  allgemeineren  Form  der  mathematisch —  .- 
physikalischen  Deduction  unterscheiden. 

Ursprünglich  beschränkte  sich  nun  die  Anwendung  der  Hülfs —   ^- 
operationen  ganz  und  gar  auf  die  Ermittelung  indirect  gegebencEr -«r 
Grössen,  indem  man  voraussetzte,  dass  jeder  directen  Messung 
und  für  sich  unmittelbare  Wahrheit  zukomme.    Eine  solche  Voraus- 
setzung ist  aber  irrig,  weil  dabei  keine  Rücksicht  genommen  ist  ai 
die  mannigfachen  Fehlerquellen  der  Beobachtungen,  die  in  der  Be 
schaflFenheit  unserer  Sinnesorgane,  in  der  Ungenauigkeit  der  instru_     - 
mentalen  Hülfsraittel   sowie   in    der  unzureichenden  Aufmerksamke^K^ 
des  Beobachters  ihre  Quellen  haben.    Die  wiederholte  Messung  ein^  ^ 
und  desselben  Gegenstandes  musste  frühe  schon  durch  die  SchwaiB.  - 
kungen  der  Resultate  diese  Unsicherheit  der  einzelnen  Beobachtung 
verrathen,   und   sie   führte  zugleich  auf  jene  einfache  arithmetiscls « 
Hülfsoperation,  deren  wir  uns  in  den  einfachsten  Fällen  noch  heufc^ 
zur  Erzielung  genauerer  Ergebnisse  bedienen,   auf  die  Bildung  d^« 
arithmetischen  Mittels.  Die  gesteigerten  Ansprüche  der  neuere u 
physikalischen  Beobachtungskunst  zeigten  aber  bald,  dass  dieses  Vex 
fahren  für  exacte  Zwecke  meistens  unzureichend  ist.    Zunächst  werd^^^ 
durch   dasselbe   alle   die  Fehler   nicht   eliminirt,    die  aus  constant^^^ 
Fehlerquellen  unserer  Sinnesorgane  oder  instrumentellen  Hülfsmitb^^ 
entspringen.    Auch  nachdem  durch  eine  genaue  Controle  der  letzter^ ^^ 
sowie   durch   eine   angemessene  Variation   der  Beobachtungen  die-^^ 
Constanten  Fehler  eliminirt  wurden,    sind  aber  die  übrig  bleibend« 
zufälligen  Schwankungen    der   einzelnen  Messungen   keineswegs  vi 
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solcher  Beschaffenheit,  dass  sie  sich  durch  die  Bildung  des  arith- 
metischen Mittels  aus  einer  grösseren  Anzahl  von  Fällen  vollständig 
.  ausgleichen.  Denn  die  Voraussetzung,  dass  ein  Fehler  ebenso  oft 
in  positivem  wie  in  negativem  Sinne  begangen  werden  könne  und 
in  beiden  Fällen  durchschnittlich  gleich  gross  sei,  kann  im  allge- 
meinen nur  für  die  elementaren  Bedingungen,  aus  denen  der  wirk- 
lieb begangene  Fehler  hervorgeht,  nicht  aber  für  diesen  selbst  als 
zulässig  anerkannt  werden.  Die  Abweichung  des  wirklich  begangenen 
Fdsders  von  dem  wahren  Werthe  wird  vielmehr  von  dem  Gesetze 
abhlogig  sein,  nach  welchem  sich  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Ab- 
weichung mit  der  Grösse  derselben  vermindert.  Dieses  Gesetz  kann, 
wie  Gauss  gezeigt  hat,  durch  eine  Exponentialfunction  dargestellt 
werden,  auf  deren  Anwendung  demnach  die  exacten  Methoden  zur 
Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler  beruhen. 

Im  wesentlichen  die  nämlichen  Methoden  können  aber  noch  zu 
einem   weiteren  Zweck,   der  mit  der  directen  Grössenmessung  zu- 
sammenhängt, Anwendung  finden.   Bei  verwickeiteren  Erscheinungen, 
wie  auf  physikalischem  Gebiete  besonders  die  Meteorologie  sie  dar- 
bietet,  können  nämlich  durch  objective  Naturbedingungen  ähnliche, 
nur  meist  noch  umfangreichere  Abweichungen  der  Einzelwerthe  einer 
Erscheinung  gegeben  sein,   wie  sie  bei  der  wiederholten  Messung 
eines  Gegenstandes  in  Folge  subjectiver  Bedingungen  stattfinden.   Die 
Regenmenge  eines  Ortes  wechselt  von  Tag  zu  Tag,  die  Temperatur, 
4er   Druck   und   Feuchtigkeitsgehalt    der   Luft   sind   fortwährenden 
Schwankungen  unterworfen.     Nichts  desto  weniger  können  wir  zum 
Zweck  gewisser  Yergleichungen  nach  Mittelwerthen  aller  dieser 
Orössen  fragen.     Hier  entspricht  der  Mittelwerth  nicht  einem  wirk- 
lichen,  sondern   einem  idealen   Object,   welches   möglicherweise  in 
keinem  einzigen  der  beobachteten  Fälle  verwirklicht  ist.    Auch  hier 
beschränkt  man  sich  zuweilen   auf  die  Bildung  des  arithmetischen 
Mittels.      Erscheint  dieses  ungenügend,     so   wird   nun    aber,    ent- 
sprechend der  veränderten  Bedeutung  der  Mittelwerthe,  die  Art,  wie 
die  Beobachtungen  weiter  verarbeitet  werden,  eine  wesentlich  andere. 
Demi  es   handelt  sich  ja  nicht   darum,   dem  arithmetischen  Mittel 
^ine  Grösse  zu  substituiren ,  die  mit  dem  wahren  Werth  der  physi- 
kalischen Erscheinung  genauer  zusammentrifft,   sondern  den  idealen 
Durchschnittswerth   einer  Summe  von  Erscheinungen  mit  ähnlichen 
Diarchschnittswerthen  gleicher  Art  oder  mit  andern  begleitenden  Er- 
scheinungen,  die  meistens   ebenfalls  zuvor   auf  ideale  Mittelwerthe 
J^ducirt  wurden,   in  Beziehung  zu   setzen.     Auf  diese   Weise  soll 
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einerseits   eine   Uebersicht  über    den  gesammten   Verlauf   und  Zi 
sammenhang  der  Erscheinungen  vermittelt,  anderseits  aber  auch  eh 
einigermassen     sicherere    Voraus  bestimmung    derselben    ermöglic 
werden.    Insoweit  der  letztere  Zweck  zur  Geltung  kommt,  sind  dai 
wieder  mathematische  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  unerlässlic 
Der  zuerst  genannte  Zweck,   die  Combination   verschiedener  ideal 
Mittelwerthe,  erfordert  dagegen  die  nämlichen  mathematischen  Hülf 
mittel,    die    Oberhaupt    bei    der  Combination    physikalischer   Beol 
achtungen    angewandt   werden.     Der   nächste   Schritt   besteht    hi< 
darin,  dass  man  den  Verlauf  einer  Erscheinung  oder  den  Zusammei 
hang  der  Erscheinungen   gleicher  Art  an   verschiedenen   Orten  ai 
geometrischem  Wege  zur  Darstellung  bringt,  indem  man  die  beol 
achteten  Mittelwerthe  als  die  Ordinaten  einer  Curve  betrachtet,  dere 
Abscissen   entweder   der  Zeit  oder  einer  stetigen  Folge  von  Beol 
achtungsörtem  entsprechen.    Jede  solche  graphische  Darstellung  hf 
die  Bedeutung  eines   empirischen  Gesetzes;   in  Ermangelung  eine 
zureichenden  Eenntniss  der  Ursachen  einer  Erscheinung,  substituii 
das  empirische  Gesetz  hier  wie  überall  den  ursächlichen  Bedingungei 
als  deren  Function  die  Erscheinung  anzusehen  wäre,  entweder  de 
gleichförmigen  Zeitverlauf  oder  eine  stetige  Abmessung  im  Raum< 
da  alle  Vorgänge,  die  überhaupt  eine  Gesetzmässigkeit  zeigen,  ein 
solche  durch  eine  gewisse  Regelm'ässigkeit  in  ihrem  zeitlichen  Ver 
lauf  oder  in  ihrer  räumlichen  Vertheilung  verrathen  müssen.     (Vg 
oben  S.  27.)     Aus    der  graphischen  Darstellung   kann   dann  imme 
auch,  wenn  es  wünschenswerth  scheint,  eine  analytische  Formel  ab 
geleitet  werden,   welche   die  Berechnung  des  idealen  Durchschnitts 
werthes   der  Erscheinung  für   einen   beliebigen   Zeitpunkt   oder  Or 
gestattet.     Immerhin   pflegt   man   zu    einer   derartigen    analytische! 
Umformung   der   graphischen  Darstellung  nur  in  solchen  Fällen  zi 
schreiten,  wo  entweder  die  einzelnen  Abweichungen  von  den  idealei 
Mittelwerthen  nicht  allzu  gross  sind,  oder  wo  mit  Herbeiziehung  de 
Hülfsmittel  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  praktischen  Zweckei 
Vorausbestimmungen  für  die  Zukunft  getroflfen  werden  sollen.     Di< 
analytische  Verwerthung  der  graphischen  Darstellungen  ist  überdiei 
im  allgemeinen  dann  eine  schwierigere,  wenn  nicht  die  Zeit,  sonden 
der   Raum   die   unabhängig  Veränderliche   ist,   auf  welche   die   Er- 
scheinungen bezogen  werden.    Da  bei  dem  Räume  in  der  Regel  zwe: 
und  unter  Umständen  sogar  drei  Dimensionen  berücksichtigt  werden 
müssen,  nach  denen  sich  die  Erscheinungen  abstufen,  so  wird  schon 
die   graphische  Darstellung   eine  verwickeitere,   und   sie  vermag  im 
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^AXgemeinen    nur    durch    unvollkommene    Hülfsmittel,    z.    B.    durch 
f*arben-  und   Lichtabstufungen  bei   den   kartographischen   Versinn- 
].i<;hungen,  die  Gesetze  der  räumlichen  Ausbreitimg  einer  Erscheinung 
^-Kim   Ausdruck  zu   bringen.     Eine   analytische  Formel   aber   würde 
ch  in  solchen  Fällen  so  complicirt  gestalten,  dass  man  die  einfache 
xisammenstellung  der  Durchschnittswerthe   in  tabellarischer  Gestalt 
rzieht.     Mit  Hülfe   dieser   lässt  sich   dann  unter  Umständen  auch 
:Kie  vereinfachte  graphische  Darstellung  gewinnen,  indem  man  ge- 
^T^se  ausgezeichnete  Werthe  herausgreift,   oder  indem  man  einfach 
üe  Punkte,  für  die  überhaupt  der  Durchschnitts werth  einer  Erschei- 
ixung  der  nämliche  ist,   durch   eine  Curve  verbindet.     So  hat  z.  B. 
13  sna  durch  die  so  genannten  Isokrymen  alle  diejenigen  Punkte  der 
Miceresoberfiäche  verbunden,   an  denen  die  Temperatur  während  30 
^Vki  einander  folgender  Tage  gleich  niedrig  ist.    Die  Isothermen  ver- 
anschaulichen die  Vertheilung  der  Temperatur  an  der  Erdoberfläche, 
ii^dem  sie  als  Monatsisothermen  die  Punkte  gleicher  mittlerer  Monats-, 
^Is  Jahresisothermen  die  Punkte  gleicher  mittlerer  Jahrestemperatur 
▼©rbinden.  Die  auf  der  Erdoberfläche  nach  allen  Richtungen  veränder- 
liche Erscheinung  ist  auf  diese  Weise  auf  ein  System  linearer  Verände- 
^^tegen  zurückgeführt,   die  sich  unmittelbar  leicht  übersehen  lassen. 
Dies  ist  aber  nur  durch  einen  Kunstgriff  ermöglicht:   an  die  Stelle 
der  Abhängigkeit  der  Temperatur  vom   Orte   setzt  man   eigentlich 
^ine  Abhängigkeit  des  Ortes  von   der  Temperatur,   indem  man  be- 
^mmt,  welche  Bewegungen  auf  der  Erdoberfläche  ausgeführt  werden 
*JiÜ8sten,  wenn  man  immer  nur  Orte  passiren  wollte,  für  die  gewisse 
^^OQstante  Temperaturverhältnisse  existiren. 

d.   Die  physikalische  Constantenbestimmung. 

Eine  besonders  wichtige  Verwendung  finden  die  mathematischen 
Hülfsoperationen  bei  der  Bestimmung  jener  Grössen,  die  als  unver- 
änderliche Masse  der  einzelnen  Naturerscheinungen  dienen,  und  die 
^an  darum  als  physikalische  Constanten  bezeichnet.  Bei 
'^eitern  in  den  häufigsten  Fällen  sind  die  Constanten  nicht  selbst 
Sieben,  aber  sie  können  aus  bestimmten  Daten  der  Beobachtung 
^^iirch  verhältnissmässig  einfache  arithmetische  Operationen  gefunden 
^^den.  Nun  beziehen  sich,  wie  früher  bemerkt,  alle  unsere  Mes- 
^^Hgen  auf  räumliche  Grössen,  Gewichte  und  Zeiten,  von  denen  die 
*^^den  letzteren  wieder  auf  die  ersteren,  d.  h.  auf  die  Messung  von 
^^raden  Linien  und  Winkeln,  zurückführen.    Dies  findet  auch  in  den 
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Einheiten,  die  man  flQr  jene  drei  fundamentalen  Begriffe  featgesetzr 
hat,  seinen  Ausdruck.  Diese  Einheiten  sind  schliesslich  willkQrliclii 
und  wenn  man  unter  ihnen  das  Meter  zuweilen  ab  eine  «natüiUi» 
Einheit*  bezeichnet  hat,  so  sollte  dies  nicht  die  willkürliche  Festr 
Stellung  ausschliessen ,  sondern  nur  darauf  hinweisen,  dass  die  Er- 
haltung dieser  Einheit  als  einer  in  der  Natur  objectiv  gegeb^e^^ 
Grösse,  nämlich  als  des  zehnmillionten  Theils  des  ErdquadranteK^t 
nicht  Ton  der  Aufbewahrung  künstlicher  Massstabe  abhängig  ser  ^. 
Uebrigens  ist  diese  Absicht  durch  die  Ungenauigkeiten  der 
messung,  aus  der  die  Feststellung  des  Metermasses  herrorgmg,  t4 
eitelt  worden,  so  dass  in  Wahrheit  doch  nur  durch  die  Aufbe^ 
rung  der  Normalmasse  die  Erhaltung  der  Einheit  Terbürgt 
Aehnlich  ist  die  Zeitsecunde  schliesslich  eine  willkürliche  Einhei 
obgleich  sie  von  der  Tageslänge  abhängt,  deren  Wahl  zur  Zeil 
messung  so  nahe  lag,  dass  sie  wohl  kaum  zu  umgehen  war.  D-  i& 
Gewichtseinheit  endlich,  das  Gramm  als  Gewicht  eines  Cubikcent:^  i* 
meter  Wasser  im  Zustand  seiner  grössten  Dichte,  ist  einerseits  ai^^nf 
die  Längeneinheit,  anderseits  auf  die  Wahl  eines  Körpers  gegründe^^t, 
der  durch  seine  Verbreitung  und  die  Constanz  seiner  EigenschafUs— ^Q 

ein   besonders   geeignetes  Messungshülfsmittel   zu   sein  schien.     Ai if 

diese  Weise  führen  die  Längen-  und  Zeiteinheit  auf  je  ein 
stimmungsstUck ,  die  erste  auf  eine  geradlinige  Strecke,  die  zwei! 
auf  einen  Winkel,  die  Gewichtseinheit  aber  auf  zwei  Bestimmung^^'" 
stücke,  nämlich  auf  das  Längenmass  und  auf  die  specifische  Dich! 
des  Wassers,  zurück.  Die  meisten  physikalischen  Constanten  eni 
halten  daher  entweder  Längen-  und  Zeitangaben  oder  Längen-,  Zeil 
und  Gewichtsangaben,  wobei  diese  Elemente  in  multiplicativer  For»:^ 
verbunden  und  nach  den  angegebenen  Einheiten  gemessen  werde*::^- 
Wegen  der  Beziehung,  die  zwischen  dem  Längen-  und  dem  Gtewicht^^- 
mass  besteht,  pflegt  man  hierbei  übereinstimmende  Einheiten  beid« 
zu  combiniren,  also  das  Millimeter  mit  dem  Milligramm  oder 
Centimeter  mit  dem  Gramm.  Ausserdem  können  aber  auch  noc^^ 
Zahlen  entweder  für  sich  oder  in  Verbindung  mit  einer  der  genannte  ^* 
Masseinheiten  den  Werth  von  Constanten  gewinnen.  Solche  Zahli^^^ 
drücken  bald  die  Häufigkeit  einer  gewissen  Erscheinung  aus,  w^^^ 
z.  B.  bestimmter  Schall-  oder  Lichtwellen,  und  werden  dann  mit  d 
Zeiteinheit  verbunden,  bald  bezeichnen  sie  eine  Winkelgrösse , 
der  so  genannte  Randwinkel  in  der  Theorie  der  Capillarität,  bi 
beziehen  sie  sich  auf  unveränderliche  Relationen  bestimmter  Gröss< 
wie  die  Brechungsindices  in  der  Optik. 
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Das  Gebiet  der  physikalischen  Constantenbestimmung  ist  ver- 
möge der  Verschiedenheiten,  die  gewisse  gleichförmig  festzustellende 
Srossen  je  nach  der  individuellen  Beschaffenheit  der  Naturkörper 
darbieten,  unermesslich.  Die  Dichtigkeiten,  Elasticitätscoäfficienten, 
Brechungsindices ,  Capillaritätsconstanten  u.  s.  w.  variiren  in  der 
mannigfaltigsten  Weise ;  jede  einzelne  Bestimmung  bietet  darum  ein 
T^erhältnissmässig  beschränktes ,  meist  nur  gewissen  praktischen 
Zwecken  dienendes  Interesse  dar.  Von  weit  grösserer  Bedeutung 
lind  diejenigen  Gonstantenbestimmungen ,  bei  denen  man  für  die 
Wirkungen  der  unveränderlich  gegebenen  Naturkräfte  ein  einheit- 
iches  Mass  zu  gewinnen  sucht.  Je  nachdem  von  den  drei  wesent- 
ichen  Bestimmungselementen  der  räumlichen  Strecke  (bez.  des 
(Kinkels),  der  Zeit  und  der  Masse  nur  eines  oder  zwei  oder  drei  in 
Betracht  kommen,  lassen  sich  ein-,  zwei-  und  dreidimensio- 
lale  Constanten  unterscheiden.  Die  eindimensionalen  sind 
illgemein  einfache  Raumgrössen,  und  zwar  in  der  Regel  Längen, 
seltener  Winkel.  Hierher  gehören  die  Dimensionen  des  Erdsphäroids, 
lie  kosmischen  Entfernungsbestimmungen,  die  Wellenlängen  der 
röne  und  Farben  u.  s.  w.  Man  erhält  sie  durch  Multiplication  der 
gewählten  Längeneinheit  oder  irgend  einer  Potenz  derselben  mit 
einer  Zahl,  in  deren  genauer  Bestimmung  in  diesem  Fall  die  eigent- 
liche Aufgabe  der  Constantenbestimmung  besteht.  Die  zweidimen- 
sionalen Constanten  enthalten  in  der  Regel  die  Factoren  der 
Länge  (seltener  des  Winkels)  und  der  Zeit.  Sie  umfassen  alle  öe- 
schwindigkeitsbestimmungen,  welche  durch  Division  der 
durchlaufenen  Länge  oder  des  Drehungswinkels  durch  die  Zeit  er- 
lialten  werden.  Die  so  gewonnene  Zahl  bedeutet  dann  die  in  der 
Secunde  zurückgelegte  Strecke  und  besteht  demgemäss  aus  dem 
Product  einer  Zahl  in  die  Längeneinheit  dividirt  durch  die  Zeit- 
einheit. Hierher  gehören  die  Constanten  der  Licht-,  Schall-,  Elek- 
tiicitätsgeschwindigkeit  u.  s.  w.  Auch  die  Bestimmung  des  elektri- 
schen Stromwiderstandes  führt  auf  das  Geschwindigkeitsmass  zurück. 
Zweidimensionale  Constanten,  welche  die  Elemente  der  Länge  und 
der  Masse  enthalten,  besitzen  dagegen  nur  eine  beschränkte  Be- 
deutung,  und  solche  mit  den  alleinigen  Elementen  der  Masse  und 
^ep  2eit  sind  principiell  unmöglich.  Zu  einer  Constanten  der  ersteren 
^^  führt  nämlich  bloss  der  Begriff  des  Trägheitsmomentes  in  Bezug 
*Uf  Drehung,  welcher  durch  das  Product  einer  Masse  in  das  Quadrat 
^^s  kürzesten  Abstandes  von  der  Drehungsaxe  gemessen  wird,  also 
^®    Bestimmung   einer  Länge   und   einer   Masse   voraussetzt.     Eine 
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ähnliche  Bedeutung  besitzt  der  Begriff  des  magnetischen  Momentei^ 
der  in  analoger  Weise  zusammengesetzt  ist.    Doch  ist  leicht  zu  be 


merken,   dass  in  dem  Begriff  des  Drehungsmomentes  derjenige  iemr 
Geschwindigkeit  verborgen    liegt,    wenn    auch    wegen    des    voraus — 
gesetzten  statischen  Verhaltens  von  einer  Zeitbestimmung  abgeseheix 
werden  kann.     Dadurch  bildet  derselbe  den  üebergang  zu  den  Con^ 
stauten   der  folgenden,   dritten  Classe,   aus   denen  er  durch  Elimi^ 
nation  des  Zeitbegriffs  hervorgegangen  ist.     Diese  dreidimensio- 
nalen  Constanien   enthalten  neben   den  Elementen   der  Raum— 
strecke  und   der  Zeit  noch   dasjenige  der  Masse.     Bezeichnet   max:^ 
daher  die  Einheiten  dieser  drei  Elemente  mit  l^  t  und  m,   so  fQlurfc 
jede  Constantenbestimmung  dieser  Art  bei  der  gewöhnlich  gewählte:»^ 
Aufeinanderfolge   der  Elemente   auf  einen  Ausdruck  von   der  Forrsa 

worin  n  eine  Zahl  ist,  deren  Ermittelung  das  eigentliche  Object  d^s^  ^ 
Messung  darstellt,  während  x^  y,  z  ganze  oder  gebrochene,  positiv      *^ 
oder  negative  Potenzen  bedeuten  können.    Hierher  gehören  zunäcl 
die  Constanten  der  verschiedenen  Kraftformen,  wie  der  Schwer< 
der  Wärme,  der  elektrischen  und  der  magnetischen  Kräfte,  ausser 
dem   alle   diejenigen  Constanten,    durch   die   in   irgend   einer  Weis-^    ^ 
die  Wirkungen  dieser  Kräfte  auf  materielle  Massen  unter  besonderei^^'^ 
Bedingungen    gemessen    werden:   so   in    der   Mechanik   die   Energie  ^ 

einer  bewegten  Masse,  die  Arbeit  einer  Kraft,  das  Drehungsmomen * 

bei    einer    drehenden    Bewegung,    der    hydrostatische    Druck    eine"     ^ 
Flüssigkeit,  in  der  Elektricitätslehre  die  Potentialfunction  eines  elek 
trischen  oder  magnetischen  Stromelements,  die  Intensität  eines  Stromes^^ 
die  elektromotorische  Kraft  u.  s.  w.*). 


*)  Vgl.  Herrn.  Hartwig,  Physikalische  Begriflfe  und  absolute 
Leipzig  1880.  Nimmt  man  den  allgemeinen  Energiebegriff  in  dem  oben  (S.  409^^^) 
angeführten  Sinne  zur  Grundlage  der  physikalischen  Constantenbestimmunge] 
so  lasst  sich,  wie  Ostwald  ausgeführt  hat,  statt  der  Masse  als  drittes 
Stimmungselement  neben  Länge  und  Zeit  die  Energie  selbst  einführei^^^^^' 
(Sitzungsber.  der  Ges.  der  Wiss.  zu  Leipzig,  1891,  S.  283.)  Der  abstracte  Cha^^^* 
rakter  jenes  allgemeinen  Energiebegriffs  bringt  es  dann  mit  sich,  dass  nur  noc^^^^ 
die  zwei  Dimensionen  der  Länge  und  der  Zeit  eine  geometrische  Veranschai^^^^-*' 
lichung  zulassen,  während  die  Energie  eine  rein  begriffliche  Grösse  bleibt  Zi^^^^^*' 
gleich  aber  fordert  in  diesem  Fall  auf  jedem  einzelnen  Gebiet  das  Masselemen^*^^^* 
der  Energie  eine  Zerlegung,  die  derjenigen  der  Bewegungsenergie  in  Masse  un»-  — " 
Geschwindigkeitsquadrat  analog  ist.  So  zerfällt  die  Wärmeenergie  in  Wärmf 
capacität  (oder  Entropie)  und  Temperatur,  die  elektrische  Energie  in  Elektricität 


{ 


Constanten  der  Naturkräfte.  425 

Unter  diesen  Constanten  besitzen  die  der  Naturkräfte  selbst 
5  hervorragende  Bedeutung,  weil  sie  die  unveränderlichen  Grössen 
stellen,  von  denen  schliesslich  alle  andern  hier  in  Betracht 
nmenden  Werthe  abhängen.  Unter  ihnen  steht  wieder  die 
hwerkraft  in  erster  Linie,  da  sie  denjenigen  Constanten- 
itimmungen,  welche  das  Element  der  Masse  enthalten,  zu  Grunde 
egt  wird.  Zum  Mass  der  Schwere  dient  die  Fallbeschleuni- 
ng.  Diese  aber  wird  gemessen,  indem  man  die  Geschwindigkeit 
itimmt,  die  in  einem  frei  fallenden  Körper  durch  die  während 
er  Secunde  continuirlich  einwirkende  Schwere  erzeugt  wird.  Diese 
vöhnlich  mit  g  bezeichnete  Constante  der  Schwerkraft  beträgt 
er  dem  Aequator  9781  Mm.  und  wächst  von  da  nach  den  Polen 
:ig  in  Folge  der  abnehmenden  Centrifugalbeschleunigung  der  Erde. 
:  Umstand,  dass  die  Schwerkraft  die  Masseinheit  für  alle  andern 
turkräfte  abgibt,  kommt  hierbei  insofern  zur  Geltung,  als  die  für 
gefundene  Zahl  an  und  fUr  sich  nur  jene  auf  die  Zeiteinheit  be- 
ene  Länge  bedeutet,  und  dass  sie  daher  ungeändert  bleibt,  welche 
vichtseinheit  man  auch  wählt.  Die  Constante  der  Schwerkraft 
:de  also  ebenso  gut  durch  das  Product  9781  Grm.-Mm.-Sec.  wie 
ch  das  andere  9781  Mgr.-Mm.-Sec.  ausgedrückt  werden  können, 
[  nur   die  Rücksicht  auf  die  Gleichmässigkeit   der  Längen-   und 

Gewichtsdimension  verleiht  dem  letzteren  Ausdruck  den  Vorzug, 

dem  deshalb  auch  die  Angabe  der  Gewichtseinheit  hinwegbleiben 
m.  Dies  ist  nun  nicht  mehr  gestattet  bei  den  Massangaben  über 
lere  Naturkräfte,  denen  man  die  Einheiten  der  Schwerkraft  zu 
mde  legt.  Jeder  Ausdruck  besteht  daher  in  diesem  Falle  aus 
)r  Gliedern,  nämlich  aus  einer  Zahl  und  den  drei  Einheitswerthen 

Gewichts,  der  Länge  und  der  Zeit.  Die  nach  diesem  Princip 
genommenen  Massbestimmungen  pflegt  man  absolute  zu  nennen, 

sie  von  den  für  einzelne  Zwecke  nicht  selten  gebrauchten  con- 
tionellen  Massen   zu   unterscheiden.     Eine   strenge  Durchführung 

absoluten  Masssystems  ist  nur  da  möglich,  wo  die  betreffenden 
turkräfte  entweder  eine  unmittelbare  Vergleichung  mit  der  Schwer- 
ft  zulassen,  wie  dies  z.  B.  bei  der  Constanten  der  Newton'schen 


Ige  und  Potential  u.  s.  w.  Die  Energie  kann  also  zwar  als  Massfactor 
rWoM  werden /sie  kann  aber  niemals  die  Bedeutung  eines  wirklichen  Mass- 
mentes  annehmen.  Auch  weist  das  erste  der  beiden  Elemente,  in  die  sie 
^t,  überall  auf  besondere,  in  den  Zustanden  der  Materie  begründete  Be- 
gungen  hin,  auf  deren  Analyse  man  vorläufig  Verzicht  leistet,  um  von  allen 
.^othesen  über  die  Eigenschaften  der  Materie  absehen  zu  können. 
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Oravitation  stattfindet,   oder  wo  eine  Transformation  der  in  irgent 
einer  andern  Form  gegebenen  Energie  in  Energie  der  Schwerkrafi 
möglich  ist.    In  diesem  Fall,  der  bei  der  Messung  der  Wärme  nacl 
absolutem  Mass  vorkommt,  wird  demnach  das  Princip  der  Erhaltunj 
der  Energie   vorausgesetzt.     Die   Wärmeeinheit,    die   man  meisten: 
bei   dieser  Messung  benützt,   bleibt  dabei  aber  insofern  willkOrlicfaL^H, 
als  man   von   einer  bestimmten  Substanz,   dem  Wasser  bei   seinei 
Gefrierpunkt,    und   in   der  Regel    sogar   von   einer    conventionellei 
Temperatureinheit,    dem    Grad   der   hunderttheiligen   Thermometei 
scala,   ausgeht.     Hierauf  beruht  die  gewöhnliche  Bestimmung  df        < 

Wärmeäquivalents,   nach   welcher   die   Wärmeeinheit  einer   Energi e 

der  Schwere   von   430  Kilogr.-Meter  entspricht.     Besser   genügt  <       >s 
der  Forderung  eines  absoluten  Masses,   wenn   man   umgekehrt  a^Bs 
Wärmeeinheit  diejenige   Wärmemenge  bezeichnet,   die  der  Einhe  — it 
der  Bewegungsenergie    gleichkommt,    und    danach   auch   die  Teiir — 3- 
peratureinheit  als   diejenige  Temperaturerhöhung  bestimmt,  welcl^e 
diese  absolute  Wärmeeinheit  an  der  Gewichtseinheit  des  Wassers  bi 
constantem   Druck  hervorbringt.     In  noch  höherem   Grade   werde 
jedoch  willkürliche  Festsetzungen  bei  andern  Naturerscheinungen  ei 
forderlich.     So   gehen   die   üblichen   Massbestimmungen   elektrische 
und  magnetischer  Wirkungen  gegenwärtig  noch  von  zwei  BegrifiFe     ^^^ 
aus,  für  die  sich  bis  jetzt  nur  willkürliche  Einheiten  finden  lassen-^^^- 
von   dem  Begriff  einer  Quantität   freier  Elektricität   und   dem  eine^^'' 
Quantität  freien  Magnetismus.    Als  Einheiten  dieser  Quantitäten  setz-Ä^t 
man  nicht,  wie  es  sein  müsste,  die  Einheiten  der  ponderomotorische"  -*" 
Wirkungen,  denen  sie  äquivalent  sind,  sondern  die  Einheiten  der  poi 
deroraotorischen  Wirkungen,  die  sie  in  der  Entfernung  hervorbringe! 
In   beiden  Fällen   dient   demnach   diejenige  Menge   von  Elektricita 
oder  Magnetismus   als  Einheit,    die   in   der  Einheit   der  Entfemun 
der  Einheit  der  Masse  eine  Beschleunigung  Eins  ertheilt.    Von  diese' 
elektrostatischen    und    elektromagnetischen    Einheiten    unterscheid« 
sich  dann  die  elektrodynamische  nur  dadurch,  dass  sie  an  Stelle  d< 
Quantität  der  Elektricität  oder  des  Magnetismus  die  Intensität  zwei< 
auf  einander  wirkender   Stromelemente    einführt.     Die   Einheit  de 
Intensität  wird  dann  aber  wieder  nach  der  Einheit  der  Elektricität^ 
menge  bestimmt,  indem  man  unter  jener  die  Intensität  eines  Strome 
versteht,  in  welchem  in  der  Zeiteinheit  durch  jeden  Querschnitt  d; 
Elektricitätsmenge   Eins    sich    bewegt.     Diesen   mechanischen  £ii 
heiten    zieht    man    übrigens    meistens    die   von   Gauss   eingefül 
elektromagnetische  Constantenbestimmung  vor,   bei  der  jede  elektrc 
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dynamische  Wirkung  auf  eine  ihr  gleiche  magnetische  reducirt  wird. 
Alle  diese  Massbestimmungen,  zwischen  denen  feste  Beziehungen 
stattfinden,  stimmen  wieder  darin  überein,  dass  sie  die  drei  Dimen- 
sionen der  Masse,  der  Länge  und  der  Zeit  enthalten. 


3.    Das  Substrat  der  Naturerscheinungen. 

Die  physikalische  Deduction  stützt  sich  auf  gewisse  Funda- 
mentalbegriffe,  die  in  den  verschiedensten  Erklärungsgebieten  gleich- 
Formig  wiederkehren  und  darum  eine  principielle,  von  den  besonderen 
Bedingungen  der  einzelnen  Erscheinungen  unabhängige  Bedeutung 
in  Anspruch  nehmen.  Diese  Fundamentalbegriffe  beziehen  sich  theils 
%u{  das  Substrat  der  Naturerscheinungen,  theils  auf  die  allen  Natur- 
B'orgängen  gemeinsamen  Gesetze.  Beide  werden  durch  die  Induction 
vorbereitet;  sie  bilden  unter  jenen  Hypothesen,  mit  deren  successiver 
Prüfung  sich  das  inductive  Verfahren  beschäftigt,  die  letzten  und 
aillgemeinsten.  Sie  unterscheiden  sich  aber  von  den  specielleren 
Bypothesen,  die  ihnen  vorausgehen,  dadurch,  dass  der  Induction 
selbst  eine  Bestätigung  oder  Widerlegung  derselben  unmöglich  ist. 
^us  diesem  Grunde  bilden  sie  die  Ausgangspunkte  der  Deduction, 
leren  Aufgabe  in  dem  Nachweis  besteht,  dass  die  einzelnen  durch 
[nduction  gefundenen  Erscheinungen  mit  jenen  Voraussetzungen 
(Ibereinstimmen.  Die  Art  dieser  Verification  bringt  es  mit  sich,  dass 
sie  im  allgemeinen  keine  vollkommen  bindende  ist.  Denn  ein  der- 
artiger Nachweis  der  Uebereinstimraung  schliesst  nicht  auS;  dass 
noch  andere  Hypothesen  zu  dem  nämlichen  Zwecke  tauglich  sein 
^würden.  Diese  relative  Unsicherheit  der  fundamentalen  Begriffe 
macht  sich  aber  bei  den  Hypothesen  über  das  Substrat  der  Natur- 
erscheinungen in  höherem  Masse  geltend  alsi  bei  den  allgemeinen 
Naturgesetzen.  Denn  während  die  letzteren  nur  hinsichtlich  ihrer 
Tragweite  und  speciellen  Anwendungsweise  einer  unbegrenzten  Ver- 
vollständigung fähig  sind,  bewahren  die  ersteren  fortwährend  den 
Charakter  willkürlicher  Annahmen,  die  zwar  durch  die  Prüfung  an 
der  Erfahrung  mannigfache  Correcturen  erleiden,  niemals  aber  in 
^^ngender  Weise  bestimmt  werden  können.  Dieses  Verhältniss  ist 
'^  den  Bedingungen  der  Erkenntniss  begründet.  Die  Naturgesetze 
Un^  uns  unmittelbar  in  den  Beziehungen  des  empirischen  Geschehens 
f^geben,  und  ihre  Allgemeingültigkeit  wird  durch  den  logischen 
-•^^ang  des  Causalprincips   gefordert:   hier   kann   daher  nur  die  be- 
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sondere  Form  der  Gültigkeit  noch  Zweifeln  begegnen;  das  Subatra 
der  Erscheinungen  dagegen  bleibt  uns  nothwendig  stets  unbekannt 
wir  können  hier  immer  nur  die  Möglichkeit  unserer  Annahmei 
behaupten,  insofern  wir  nachweisen,  dass  die  Folgerungen  aus  den. 
selben  mit  der  Erfahrung  übereinstimmen. 

a.   Continuitätshjpothese  und  Atomistik. 

Die  logischen  Motive,  die  zu  der  Aufstellung  des  Begriffs  de 
Materie  geführt  haben,  und  die  allgemeinen  Postulate  der  Anschauung 
die  bei  der  Ausbildung  dieses  Begriffs  wirksam  gewesen  sind,  wurdo 
bei  der  Untersuchung  des  Substanzbegriffs  bereits  erörtert'*').  Hie 
bleibt  uns  daher  nur  übrig,  die  methodologische  Bedeutung  de 
Hypothesen  zu  würdigen.  Für  die  Deduction  der  Naturerscheinungen 
sind  dieselben  nicht  zu  entbehren.  Aber  ihre  ünentbehrlichkeit  das 
nicht  dazu  verführen,  in  ihnen  mehr  zu  sehen  als  logische  Hülf^ 
mittel,  deren  wir  uns  zur  Ausfüllung  der  vielfachen  Lücken,  die  uxm 
in  der  Verbindung  der  Thatsachen  begegnen,  bedienen  müssen,  üeb^ 
das  nicht  in  die  Erfahrung  tretende  Wesen  der  Dinge  können  si< 
niemals  etwas  aussagen,  sondern  sie  können  immer  nur  angeben,  ifl 
welcher  Weise  die  Herstellung  eines  lückenlosen  causalen  Zusammen- 
hangs zwischen  den  Erscheinungen  für  uns  denkbar  ist.  Diese  Auf' 
gäbe  schliesst  die  Forderung  in  sich,  dass  aus  den  Voraussetzungec 
über  das  Substrat  der  Naturerscheinungen  die  in  der  Anschauung 
gegebenen  allgemeinen  Eigenschaften  der  Naturobjecte  sowie  die 
Begriffe,  die  wir  über  ihre  wechselseitigen  Relationen  uns  bilden 
abgeleitet  werden  können.  Da  man  nun  aber  bald  im  unmittel- 
baren Anschlüsse  an  die  in  der  Wahrnehmung  gegebenen  Eigen- 
schaften der  Dinge,  bald  vorzugsweise  geleitet  von  begrifflicher 
Forderungen  die  Voraussetzungen  über  die  Materie  zu  gestalten  suchte 
so  wird  hierdurch  nicht  weniger  als  durch  das  tiefere  Eindringen  ii 
den  Zusammenhang  der  Erscheinungen  ein  Wechsel  der  Hypothese! 
veranlasst.  Von  zwei  entgegengesetzen  Motiven  der  sinnlichen  Wahr 
nehmung  ist  dieser  Wechsel  bestimmt  worden.  Indem  einerseits  di 
Raumerfüllung  als  die  constanteste  Eigenschaft  der  Körperwel 
erscheint,  wurzeln  hierin  die  Continuitätshypothesen,  welche 
die   Stetigkeit    des   Raumes    zugleich    als    die   Grundeigenschaft  d^ 

*)  Bd.  I,  S.  524  ff.  Ueber  die  Geschichte  des  Begriffs  der  Materie  (b— 
auf  Kant  einschl.)  vergl.  R.  Abendroth,  Das  Problem  der  Materie.  I.  Leipz  " 
1889,  S.  172  ff. 
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üaterie    ansehen.     Indem    anderseits    die   Existenz    discreter,    in 
^wechselnden  räumlichen  Verhältnissen  stehender  Objecte  als  die  Be- 
dingung  aller  Veränderungen  in   der  Natur  betrachtet  wird,    ent- 
3])ringen   hieraus   die    atomistischen  Vorstellungen,    welche 
kleine  untheilbare  Körperchen   von   verschiedener   oder  von  gleich- 
förmiger Gestalt  als  Elemente  voraussetzen. 

Beiderlei  Hypothesen  sind  an  sich  in  gleicher  Weise  vereinbar 
mit  dem  allgemeinen  Grundsatz  der  Constanz  der  Materie,   der   alle 
Veränderungen  in  der  Körperwelt  auf  Bewegungen  eines  unveränder- 
lichen Substrates  zurückzuführen  verlangt.     Sie   sind   daher  noch  in 
neueren  Zeiten  für  verschiedene  Gebiete  des  physischen  Geschehens 
neben  einander  der  Deduction   der  Erscheinungen  zu  Grunde  gelegt 
'w-orden*).    So  sind  namentlich  die  Arbeiten  von  La  place  über  die 
Fortpflanzung   des   Schalls,    von  Navier   und  Poisson   über   die 
Theorie   der  Elasticität,   von  Fourier  über  die  Fortpflanzung  der 
Wärme  von  der  Continuitätshypothese  ausgegangen,   die  sie  je  nach 
Bedürfniss  bald  auf  die  ponderable  Materie,  bald  auf  ein  imponderables 
•Fltddum  bezogen.      Die  atomistische   Anschauung  dagegen   ist   der 
^eueren  Physik  zunächst  von  der  Chemie  entgegengebracht  worden, 
^  der  die  Motive  zu  ihrer  Annahme  die  zwingendsten  waren.    Auch 
^Ür  die  specifisch  physikalischen  Phänomene  hat  jedoch  vielfach  schon 
^^Vihe  die  Analyse  der  Erscheinungen  zu  atomistischen  Vorstellungen 
SefQhrt.   So  legen  Huygens  wie  Newton  atomistische  Anschauungen 
^nächst  ihrer  Optik,   dann   aber   auch    der  Erklärung  anderer  Er- 
scheinungen zu  Grunde**).    Ebenso  sah  sich  später  Coulomb  durch 
Seine  Analyse   der  Wirkungen   des  Magnetes   zu   solchen  genöthigt. 
Den  Schlusspunkt  dieser  Entwicklung  bildet  die  auf  Grund  der  Inter- 
ferenz- und  Polarisationserscheinungen  unternommene  mathematische 
Behandlung  der  Undulationstheorie  durch  Fresnel,  Cauchy  u.  A. 
Sobald   nun   selbst  nur   für   einzelne   Erscheinungsgebiete   der 
Uebergang  zur  Atomistik  geboten   schien,   musste   die  Continuitäts- 
Vorstellung  nothwendig  auch  in  denjenigen  Theilen  der  theoretischen 
Physik,  in  denen  sie  an  sich  zureichend  gewesen  wäre,  im  Interesse 
einer  einheitlichen  Naturerklärung  zurückweichen.    Der  Sieg  ist  daher 
in   diesem   Streit   im   ganzen   der  atomistischen   Theorie  geblieben. 
Uebrigens  lag  die  Tendenz  zu  einem  solchen  Ausgang  schon  in  der 

*)  lieber  die  ältere  Entwicklung  dieser  Hypothesen  bis  zu  Newton  vgl. 
Kord  Lasswitz,   Geschiebte  der  Atomistik.    2  Bde.     Hamb.  a.  Leipzig  1890. 
*^  Newton,  Prineip.  Lib.  11,  Sect.  VIll,  1.  c.  p.  329.    Ueber  Huygens 
^1-  Lasswitz  a.  a.  0.  II,  S.  341  ff. 
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Beschaffenheit  der  physikalischen  ContinaJHtiynoiiqii.     Diese  sahei 

sich  nämlich,  um  die  Probleme  der  mathematischen  Aidijte  zugäng ^- 

lich  zu  machen,  genöthigt,  die  continuirliche  Materie  in  irgi 
gestaltete  und  sich  unmittelbar  berührende  Theilchen  zu  zerh 
eine  Vorstellung  nach  der  insbesondere  die  hierher  gehörigen  An 
nahmen  zur  Elasticit^tstheorie  den  Namen  der  Contacthypothesec  :n 
erhalten  haben.  Die  Theilchen,  in  die  man  sich  die  Körper  zerleg^^aft 
dachte,  wurden  aber  wieder  in  Bezug  auf  ihre  Massenmittelpunkt^^« 
in  Betracht  gezogen,  so  dass  in  den  Entwicklungen  der  Contaci 
hypothesen  eigentlich  immer  schon  eine  atomistische  Anschauung  t< 
borgen  war. 

Diese  Tendenz,  die  dem  mathematischen  Werkzeug  der  phyf 
kaiischen  Deduction  ihren  Ursprung  verdankt,    erstreckt   sich  abi 

noch  weiter.     Indem  die  algebraische  Analysis  eine  rein  begrifflicl le 

Behandlung  der  Naturerscheinungen  ermöglicht,    lässt    sie    die  i    ^m 
Interesse   der  Anschaulichkeit  vorausgesetzte  raumliche  Ausdehnui — Mg 
der  materiellen  Elemente  als  ein  unwesentliches  Attribut  erscheine 
Was  für  die  mathematische  Betrachtung  dieser  Elemente  in  Bücl 
sieht  kommt,  ist  schlechthin  nur  der  geometrische  Ort.    Waren  vc^n 
den    beiden    im    Eingang    erwähnten    Bedingungen   in    den   älter^^>n 
Formen  der  Continuitätshypothese  sowie  der  Atomistik  die  anschat-^- 
liehen   die   überwiegenden  gewesen,   so   kam   daher  nun  unter  de:^^ 
bestimmenden  Einfluss  der  mathematischen  Abstraction  eine  Zeit,  :5-ii 
der  die  begrifflichen  allein  noch  Geltung  besassen.    Eine  bedea^ 
same  Rolle  bei  dieser  Wendung  der  Dinge  spielte  jener  Begriff  d^r 
ferne  wirkenden  Kraft,  wie  er  als  allgemeinstes  Ergebniss  der  Abstraction 
aus   der  Gravitationstheorie   Newtons   hervorgegangen   war.      R«i 
der  Annahme  femewirkender  Kräfte  verzichtete   man   auf  jede  B^- 
z^hung  zu  geläufigen  mechanischen  Vorstellungen;   aber  begrifflic^li 
hatte   man   den  grossen  Vortheil,   den  aus  der  Entfernung  auf  eii:»' 
ander   wirkenden  Körpern   mathematisch  blosse  Massenpunkte   sul3' 
stituiren   zu   können.     Gebieterisch  forderte   diese  Anschauung  ve*" 
möge  der   leicht.en    mathematischen  Einkleidung   die  sie  zuliess  (3i^ 
Uebertragung   auf  die   verschiedenen   Gebiete    der   Molecularphysi^- 
So  sind  aus  dieser  rein  begrifflichen  Auffassung  jene  Ansichten  \l&^^ 
vorgegangen,    die   wir  als    dynamische   Atomistik   bezeichn^*^ 
können,    weil    sie  sich   auf  den   bereits    von  Leibniz   zur  Geltu:«^ß 
gebrachten  Satz  berufen,  dass  uns  die  Materie  nur  durch  die  Kfk^^^ 
gegeben  sei,  die  von  ihr  ausgehen. 

Eine  solche  begriffliche  Umgestaltung  ist  nun  an  sich  sow^::^*^ 
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bei  der  Continuitatsvorstellung  wie  bei  der  Atomistik  möglich.     In 
der  That  ist  Kants  dynamische  Theorie  der  Materie  eine  Form  der 
Continuitatshypothese,  die  sichtlich  ebenso  sehr  von  dem  Newton- 
sehen   Gesetz  der  Femewirkungen    wie  von   jenem  Leibniz'schen 
Grundsätze  bestimmt  wird.    Aber  es  ist  bemerkenswerth,  dass  diese 
Theorie  offenbar  deshalb  die  physikalische  Brauchbarkeit  einbüsste, 
iweil  sie  bei  der  Annahme  über  die  abstossenden  Kräfte  dem  Princip 
€3er  Femewirkung  untreu  wurde,  indem  sie  in  diesem  Fall  nur  eine 
unmittelbare  Contactwirkung  statuirte.     Eine  Materie,  die  durch  die 
Wechselwirkung  einer  solchen  „Flächenkraft*  mit  der  fernewirkenden 
Kraft  zu  Stande  kam,  war  unfähig  der  physikalischen  Deduction  zu 
dienen.     Darum   sind  in   den  verwandten  dynamischen  Contacthypo- 
i^hesen  der  Physiker  auch  die  abstossenden  Molecularkräfte  zu  ferne- 
Tvirkenden  Kräften  geworden ;  nur  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Molecular- 
kräfte  überhaupt   nach   einer  Function  der  Entfernung  abnehmen, 
i^elche  sehr  rasch  sinkt  und  daher  für  jede  messbare  Distanz  ver- 
schwindend klein  wird.    In  Folge  dessen  sahen  sich  aber  diese  Hypo- 
thesen meistens  veranlasst,  die  anziehenden  und  abstossenden  Kräfte 
an  verschiedene  Substrate  zu  binden,  die  ersteren  an  die  ponderable 
Materie,  die  letzteren  an  das  so  genannte  Wärmefluidum,  eine  An- 
nahme die,   sobald   man  von  der  schwer  vollziehbaren  Vorstellung 
einer  Durchdringung  der  verschiedenen   Materien   absah,   wiederum 
atomistische  Anschauungen  nahe  legte,   um  so  mehr  als  diese,  wie 
oben  bemerkt,  in  den  Abstractionen,  deren  sich  die  analytische  Be- 
handlung bediente,  im  Grunde  schon  eingeschlossen  waren. 

b.   Die  dynamische  Atomtheorie. 

Mehr  als  die  Continuitatshypothese  ist  die  Atomistik  ursprüng- 
lich von  dem  Bedürfniss  nach   einer  anschaulichen  Gestaltung   des 
^klichen  Geschehens  ausgegangen.     Indem   sie   zunächst  von  dem 
Grundsätze  der  Constanz  der  Materie  bestimmt  wurde,   übertrug  sie 
sogleich  die  geläufigen  Vorstellungen  vom  Stoss  der  Körper  auf  die 
Atome,  die  sich,  abgesehen  von  ihrer  E^einheit,  nur  durch  die  absolute 
*^ätte,   die  man  ihnen   zuschrieb,   von   den   aus  der  Erfahrung  be- 
kannten festen  Körpern  unterschieden.    Diese  bereits  durch  die  antike 
Atomistik  entwickelten  Vorstellungen  sind  von  der  neueren  zunächst 
'^^    unerheblich    modificirt   worden.     Einerseits   liess   man  die   ver- 
schiedene  Gestalt  der  Demokritischen  Atome   fallen  und   begnügte 
^*cU  mit  der  einfachsten  Form  der  kugelförmigen  Atome;  anderseits 
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sah  man  sich  genöthigt^  zum  Behuf  der  Ableitung  der  verschiedene 
Kräfteformen  verschiedene  Atome  mit  verschiedenartigen  Eigenschaftc 
einzufahren.  Für  die  speciellere  Gestaltung  dieser  Vorstellunge 
wurde  schliesslich  die  Annahme  der  femewirkenden  Kräfte  mass 
gebend.  Nach  ihr  schienen  sich  von  selbst  die  Erscheinungen  de 
zwei  Classen  der  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  unterzuordnei 
wobei  dann  diese  zwei  Kräfteformen  an  zwei  verschiedene  Arten  vo 
Atomen  gebunden  wurden.  So  entstand  die  in  der  neueren  theoreti 
sehen  Physik,  namentlich  in  der  Elasticitätslehre  und  Optik,  herrschen 
gewordene  Unterscheidung  der  Körperatome  und  der  Aetheratomi 
Den  ersteren  schrieb  man  eine  Anziehungskraft  unter  sich  und  g^e 
die  Aetheratome  zu;  die  letzteren,  deren  Kräfte  übrigens  überbau^ 
nur  in  Moleculardistanzen  merklich  seien,  sollten  sich  wechselseiti 
abstossen.  Die  nämliche  Absicht,  die  Kant  mit  seinen  zwei  en* 
gegengesetzten  Kräfteformen  verfolgt  hatte,  wurde  hier  in  eint 
Weise  erreicht,  die  der  mathematischen  Analyse  bessere  Angriffe 
punkte  darbot.  Nachdem  diese  Vorstellungen  in  der  Optik  Eingac 
gefunden,  versuchte  man  es  mit  ihrer  Hülfe  auch  die  sonstigen  in 
ponderablen  Fluida  zu  verbannen.  Das  Wärmefluidum  machte 
Folge  der  Begründung  der  mechanischen  Wärmetheorie  den  OscC 
lationen  der  ponderablen  Atome  Platz.  Für  die  Elektricität  lie 
sich  der  Lichtäther  benützen,  sei  es  nun  dass  man  mit  W.  Web« 
positive  und  negative  Aetheratome  annahm,  die  sich  rotirend  um  d. 
ponderablen  Theilchen  bewegten,  sei  es  dass  man  mit  C.  Neu  man 
die  eine  der  beiden  Elektricitäten  als  eine  unveränderliche  Eigea 
Schaft  der  ponderablen  Atome  betrachtete. 

In  diesen  neueren  Entwicklungen  wurde  im  allgemeinen  d 
Voraussetzung  leerer  Zwischenräume  zwischen  den  Atomen  streng" 
festgehalten  als  in  der  antiken  Atomistik,  die  in  dem  Stoss  d. 
Atome  ein  Ereigniss  angenommen  hatte,  bei  dem  jedesmal  eine  ui 
mittelbare  Berührung  eintrete.  Dort  dagegen  machte  es  das  ai 
genommene  Gesetz  der  Wirkungen  zwischen  den  Atomen  unmöglich 
dass  diese  über  eine  gewisse  Grenze  sich  näherten.  Auf  diese  Wem. 
blieb  das  Princip  der  Stetigkeit  aufrecht  erhalten,  indem  sich  je^ 
Wirkung  streng  genommen  in  eine  Femewirkung  verwandelte.  TP 
so  zur  Ausbildung  gelangende  Begriff  der  Wirkungssphäre  d 
Atoms  erlaubte  es  aber  weiterhin,  der  Hypothese  jene  Wendu:« 
zu  geben,  welche  in  der  mathematischen  Behandlung  der  Atoxr 
Wirkungen  vorbereitet  war,  Abstrahirte  diese  schon  völlig  von  c3 
Ausdehnung   der   Atome,    indem   sie   dieselben  lediglich   als    Kn^^ 
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centren  in  Betracht  zog,  so    schien  die  Umsetzung  dieser  mathemati- 
scben  Abstraction  in  eine  physikalische  Voraussetzung  um  so  näher 
zu  liegen,  als  damit  die  Fragen  über  Gestalt  und  Grösse  der  Atome 
olme  weiteres  hinwegfielen,  Fragen  die  sich  jeder  Beantwortung  ent- 
ziehen, da  das  einzige^  was  eventuell  einer  Messung  zugänglich  sein 
kann,  eben  die  Wirkungssphäre   des  Atoms  ist.     Hiermit  war   der 
Vebergang  zur  einfachen  Atomistik  vollzogen,  wie  sie  im  vorigen 
Jahrhundert   zuerst   von  Boscovich   entwickelt  und   dann   in  dem 
gegenwärtigen  in  engerem  Anschlüsse  an  die  mathematische  Theorie 
von  Ampere,   Cauchy  u.  A.  ausgebildet  wurde.     Die  Atome  be- 
trachtete  man   hier  als   ausdehnungslose  Punkte,   deren  jedem  eine 
Wirkungssphäre   zukomme,    die  von   der  ihm  inhärirenden  Central- 
hn&  abhänge.     Man   verzichtete  demnach   auf  jede  Congruenz  mit 
^en  sinnlich  wahrnehmbaren  Eigenschaften  der  Naturobjecte  und  be- 
gnügte sich  damit,   die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Materie  rein 
begrifflich  festzustellen'"). 

Zuweilen    verband    sich  aber   mit    dieser  Annahme   noch   das 
Streben,  auch  die  Verschiedenartigkeit  der  Atome  zu  beseitigen.    Der 
physische  Punkt,   wie   er  an  sich  keine  Verschiedenheiten  erkennen 
lasae,   sollte  sich  auch  in  seinen  Wirkungen  gleichförmig  verhalten. 
In  dieser  Richtung  haben   namentlich  Boscovich   und  in  neuerer 
Seit  Fechner  die  Statthaftigkeit  der  einfachen  Atomistik  zu  erweisen 
gesucht.     Auch  Cauchy  hat   die   nämliche  Annahme    einem  Theil 
seiner  analytischen  Untersuchungen  zu  Grunde  gelegt.    Es  ist  selbst- 
verständlich,   dass   hierbei   die   Einfachheit   des   Substrates   nur   auf 
Kosten   der    Einfachheit    der    angenommenen   Wirkungen    desselben 
cnreicht  werden  konnte.      Denn   es   musste   nun    eine    complicirtere 
Torrn  der  Kräftefunction  eingeführt  werden,  welche  anziehende  und 
abstossende  Wirkungen  als  specielle  Fälle  unter  sich  begreift.    Selbst 
mittelst  derartiger  üülfsannahmen  gelang  es  aber  nicht,   solche  Er- 
»clieinungen  abzuleiten,  die,  wie  z.  B.  die  Doppelbrechung  des  Lichtes 
M  Krystallen ,   auf   eine  verschiedenartige  Anordnung  der  Theilcheu 
owh  verschiedenen    Richtungen    hinweisen.      Für    die    Zwecke    der 
analytischen  Deduction  hielt  man  daher  im  allgemeinen  an  der  An- 
gine eines  so  genannten  Doppelmediums  aus  Körper-  und  Aether- 
pnnkten  fest. 


*J  Fechner,   üeber  die  physikalische  und    philosophische  Atomenlehre. 
^•^ofl.    Leipzig  1864,  S.  147  flf. 

^«Ädt.  Logik.  II,  1.   2.  Aufl.  28 
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c.    Die  kinetische  Atomtheorie. 

Die  zuletzt  erwähnten  Hypothesen  wurden  zunächst  durch  ^aBie 
Anschauungen  erschüttert,  welche  hinsichtlich  mancher  sonst  auf  ei      .aie 
Distanzwirkung  der  Atome  bezogener  Erscheinungen  die  mechanische 
Wärmetheorie  herbeiführte.  Während  man  firüher  das  Ausdehnunj^^s- 
bestreben  der  Gase  vom  statischen  Gesichtspunkte  aus  auf  ein  UebF=^sT- 
gewicht   der    Repulsivkräfte    der   Aetheratome    zurückgeführt   hat-Ce, 
lehrte  die  Auffassung  der  Wärme  als  einer  Bewegung  der  Theilch.  ^n 
die   nämliche   Erscheinung    weit   befriedigender    aus    der    fast    m  un- 
beschränkten  Beweglichkeit   der  Molecüle    im   gasförmigen   Zusta.:»d 
erklären*).    Waren  damit  für  einen  speciellen  Fall  die  abstossenA  ^n 
Kräfte  direct   aus  molecularen  Stosswirkungen  abgeleitet,   so  schm^n 
es  nun  geboten,  ähnliche  Voraussetzungen  auch  für  andere  Fälle  m^n- 
scheinender  Repulsivwirkungen  zu  versuchen.     Und  war  erst  einmcial 
das  Princip  der  Actio  in  distans  für  die  Repulsivwirkungen  beseitig, 
so    konnte    es   auch   für   die   Attractionserscheinungen   kaum   läng'er 
Stand   halten.      Nicht  bloss   für  Elektricität   und   Magnetismus,   ftir 
welche  die  Beziehungen   zu  Licht  und  Wärme   solche  Vorstellung'en 
nahe  legten,  ging  man  daher  wieder  auf  die  Annahme  von  Contac^ 
Wirkungen   zurück,    sondern   auch   für    die   Erklärung    der   Schwere 
begann   man    theils   an  ältere  Hypothesen   anzuknüpfen,    welche  die 
Schweranziehung  durch  unmittelbare  Stosswirkungen  eines  im  Welt- 
raum bewegten  Aethers  veranschaulicht  hatten,  theils  suchte  man  die 
Gravitation  mit  den  der  elektrischen  und  magnetischen  Femewirkung  zu 
Grunde  gelegten  Bewegungen  in  Beziehung  zu  bringen**).    Mangelt 
es  nun  auch  solchen  Annahmen  immer  noch  an  dem  Nachweis  einer 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Gravitation,    dem  hier  allein  ent- 
scheidende  Bedeutung  zukommen   würde,    so   lässt   sich   doch  nicht 
verkennen,    dass  sich,    sobald  nur  erst  die  übrigen  Naturkräfte  den 
Gesichtspunkten    der   kinetischen  Atomistik    vollständig  unterworfen 
wären,    auch  die  Gravitation   dem  Zwang   der   gleichen  Anschauung 
kaum  länger  entziehen  könnte ,  um  so  mehr  da  das  Gesetz  der  Ab- 


*)  Koenig,  Grundzüge  einer  Theorie  der  Gase,   1856.     Clausius,  Ab- 
handl.  über  die  mechanische  Wärmetheorie.     Bd.  2,  1867. 

♦*)  Isenkrahe.  Das  Räthsel  von  der  Schwerkraft,  1879.  S.  T.  Preston. 
Phil.  Mag.  (5)  IV,  206,  364;  V,  117,  297.  A.  Korn,  Eine  Theorie  der  Gravi- 
tation und  der  elektrischen  Erscheinungen.  Berlin  1892.  Th.  Schwartzer 
Electricität  und  Schwerkraft.     Berlin  1892. 
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ihme  ihrer  Intensität  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  unmittelbar 
f  die  räumliche  Uebertragung  einer  Bewegung  hinzuweisen  scheint, 
it  der  Beseitigung  der  Actio  in  distans  war  aber  gegenüber  der 
in  begrifflichen  Auffassung  des  materiellen  Substrates  wieder  die 
rderung  der  Anschaulichkeit  erhoben,  während  zugleich  die  Voraus- 
izung  einer  Berührung  der  Elemente  beim  Stoss  die  Rückkehr  zu 
ntinuitätsvorstellungen  begünstigte.  Denn  es  kann  zwar  die 
jchanische  Gastheorie  ihre  Molecüle  ebenfalls  im  Sinne  der  dynami- 
aen  Atomistik  aus  Eraftpunkten  und  Aethersphären  aufgebaut  und 
durch  die  Stösse  der  Gastheilchen  in  moleculare  Fernewirkungen 
Qgewandelt  denken.  Immerhin  schien  durch  den  Grundgedanken 
r  kinetischen  Atomistik  der  Versuch  näher  gelegt,  alle  Natur- 
scheinungen  wo  möglich  aus  dem  unmittelbaren  Gontact 
3r  bewegten  Atome  zu  erklären.  Dies  aber  konnte  nur  ge- 
hehen,  wenn  man  zugleich  zur  Gontinuitätshypothese  zurückkehrte 
1er  mindestens  die  Vorstellungen  der  letzteren  mit  denjenigen  der 
inetischen  Atomistik  verband. 


d.   Rückkehr  zu  Continuitätsvorstellungen. 

Den  entscheidenden  Anstoss  zur  Ausbildung  solcher  Vorstellungen 
ih  die  neuere  elektromagnetische  Lichttheorie.  Sie  bot  neben 
^m  grossen  Vorzug,  dass  sie  die  bisher  getrennten  und  zuweilen 
imer  noch  auf  verschiedene  materielle  Medien  zurückgeführten 
hänomene  des  Lichts,  der  Elektricität  und  des  Magnetismus  ver- 
nigte,  noch  den  weiteren,  dass  sie  die  Schwierigkeiten  beseitigte, 
e  den  Voraussetzungen  der  theoretischen  Optik  anhafteten.  Nach- 
im  durch  die  Erscheinungen  der  Interferenz  die  Undulationstheorie 
eher  begründet  und  durch  die  Entdeckung  der  Polarisation  die 
'"^ellenbewegung  des  Lichts  als  eine  transversale,  analog  der  Be- 
egung  einer  schwingenden  Saite  oder  der  Wellen  an  der  Ober- 
iche  des  Wassers,  nachgewiesen  war,  bereitete  das  Problem,  diese 
unsversale  Form  der  Lichtwellen  mit  einer  irgendwie  wahrschein- 
chen  Constitution  des  Aethers  in  Verbindung  zu  bringen ^  neue 
chwierigkeiten.  Betrachtet  man  mit  Fresnel  und  seinen  der  dynami- 
3hen  Atomistik  huldigenden  Nachfolgern  den  Aether  als  ein  elasti- 
ches  Medium,  das  aus  einzelnen  Atomen  besteht,  deren  Abstände 
^  Vergleich  zur  Länge  der  Wellen  hinreichend  gross  sind,  so  können 
ich  zwar,  wie  Fresnel  zeigte,  in  einem  solchen  Medium  trans- 
^i^ale  Wellen  fortbewegen.    Immerhin  würden  auch  longitudinale 
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möglich  sein,  und  sie  würden  bei  jeder  Reflexion  oder  Brechung  aus 
den  Transversalwellen  hervorgehen  müssen.  Nur  wenn  man  den 
Aether  als  incompressibel  Toraussetzt,  wenn  man  ihm  also  die 
Eigenschaften  eines  starren  Körpers,  nicht  einer  Flüssigkeit  beilegt, 
können  die  transversalen  Schwingungen  in  ihm  unter  allen  Umstanden 
erhalten  bleiben.  Die  Vorstellung  einer  solchen  Constitution  ist  aber 
angesichts  der  Thatsache,  dass  die  Weltkörper  bei  ihrer  Bewegung 
durch  den  äthererfüllten  Weltraum  keinen  merklichen  Widerstand 
erfahren,  schwer  vollziehbar,  und  auch  die  Hülfshypothese,  dass  sieb 
der  Aether  nur  gegenüber  den  Lichtwelleu  wegen  ihrer  enormen 
Geschwindigkeit  wie  ein  fester  Körper,  in  allen  andern  Beziehungen 
wie  eine  Flüssigkeit  verhalte'*'),  ist  kaum  geeignet,  jenes  Bedenken 
hinwegzuräumen.  Dies  verhält  sich  nun  anders  bei  der  elektro- 
magnetischen Lichttheorie.  Sie  geht  von  der  Annahme  aus,  dass 
alle  elektrischen  und  magnetischen  Erscheinungen  auf  Schwingungen 
in  zwei  zu  einander  senkrechten  Ebenen  beruhen,  so  zwar  dass  diese 
beiden  Schwingungsformen  stets  mit  einander  verbunden  sind,  indem 
die  elektrischen  Schwingungen  senkrecht  zur  Polarisationsebene,  d^® 
magnetischen  innerhalb  derselben  erfolgen.    Für  das  Verhältniss  d^^ 

• 

Elektricit'at  zum  Magnetismus  kann  diese  Voraussetzung   als  expef^' 
mentell  bewiesen  gelten**).    Die  Erfordernisse  der  Undulationstheof^^ 
des  Lichtes  ergeben  sich  aber,  sobald  man  annimmt,  dass  die  Welle*^' 
länge  solcher  Schwingungen  auf  Milliontheile  derjenigen  Grösse  hera^' 
sinkt,    die  sie  bei  den  gewöhnlichen  elektrodynamischen  Wirkun^^^ 
besitzt.     Mit   dieser  Kleinheit  der  Licht  wellen   lässt  sich  dann  au^^ 
die  Thatsache  in  Zusammenhang  bringen,    dass   bei  ihnen  bleiben <J^ 
Verschiebungen   des  Aethers   nicht  nachzuweisen  sind,    während  4^^ 
ponderomotorischen  Wirkungen  der  Elektricität  und  des  Magnetism."«-^^ 
aus  solchen  Verschiebungen  abgeleitet  werden  können.  Im  übrigen  six^a 
die  Fortpflanzungsgesetze  der  Lichtwellen  und  der  elektromagnetisch  ^^ 
Wellen  durchaus  übereinstimmender  Art:  diese  wie  jene  pflanzen  si^l^ 
nur  im  Aether,  nicht  aber  durch  eigentliche  Fernewirkung  fort,  u^^^ 
die  früher  so  genannten  Nichtleiter,  die  Dielektrika,  die  im  allgemeir»^  ^^ 
auch  die  das  Licht  fortpflanzenden  Medien   sind,    erscheinen  als  di^ 
wahren  Träger  der  elektromagnetischen  Schwingungen,  während  ^3^^ 
so  genannten  Leiter,  namentlich  die  Metalle,  dieselben  nur  schwie:»^'? 

*)    K  i  r  c  h  h  0  f  f ,     Vorlesungen    über    mathematische    Optik.      Lei{>  ^^^ 
1891,  S.  4  f. 

**)  Hertz,   Untersuchungen  über  die  Ausbreitung  der  elektrischen  Kr"aE»ft 
8.  190  fi'. 


Rückkehr  zu  ContinuitätAvorstellungen.  437 

und  nur  bis  in  eine  gewisse  Tiefe  aufnehmen :  eben  diese  Eigenschaft 
macht  sie  aber  gerade  geeignet,  die  auf  sie  übergehenden  elektrischen 
Schwingungen  zusammenzuhalten  und  in  sich  fortzupflanzen,  ohne  sie 
merklich   an  die  Umgebung  zu  übertragen*).     Da  nun   nach  dieser 
Theorie  die  Aetherschwingungen   immer   in   zwei  zu  einander  senk- 
rechten Richtungen  transversal  erfolgen,  nicht,  wie  nach  der  elasti- 
schen Theorie,  bloss  in  der  einen,  zur  Polarisationsebene  senkrechten 
Richtung,  in  der  sie  bei  grosser  Wellenlänge  als  Elektricität,  bei  sehr 
kleiner  innerhalb  gewisser  Grenzen  als  Licht  wahrgenommen  werden, 
so  kann  ein  Uebergang  der  Transversal-  in  Longitudinalwellen  nicht 
stattfinden,  auch  dann  nicht,  wenn  der  Aether  ein  zusammenhängen- 
des,   absolut   flüssiges  Medium   ist-,    welches    den    in   ihm   bewegten 
Körpern  keinen  Widerstand  leistet.     Denn  jene  beiden   zu  einander 
senkrechten  Transversalschwingungen  lassen  sich  als  die  Componenten 
einer  Wirbelbewegung  betrachten,  die  in  der  Richtung  der  Axe  des 
AVirbels   fortschreitet.      Aus   solchen   Wirbeln  lässt   sich   dann   ins- 
besondere    auch    jene     drehende    Wirkung    der    Magnete    auf    die 
Schwingungsrichtung    des    polarisirten    Lichtes    ableiten,     aus    der 
Paraday   zuerst   auf  einen  inneren  Zusammenhang  dieser  Erschei- 
nungen geschlossen  hatte. 

Demnach  gestattet  diese  Theorie,    indem   sie  Elektricität  und 
Magnetismus  aus  der  Reihe  der  femewirkenden  Kräfte  verschwinden 
lässt  und,  ähnlich  wie  Licht,  Schall  und  Wärme,   auf  schwingende 
Bewegungen  der  Materie  zurückführt,   nicht   nur   eine  einheitlichere 
Betrachtung  der  Naturvorgänge,  sondern  sie  macht  auch  eine  Reihe 
bis    dahin   unerklärter  Zusammenhänge   begreiflich.     Bleibt  aber  als 
einzige  Naturkraft,    die   bis   dahin   nicht  aus  einem  bestimmten  Be- 
wegungszustand der  Materie  abgeleitet  werden  konnte,  die  Gravitation 
zurück,  so  vnrd  dadurch  die  Vermuthung  verstärkt,   dass   dies  auch 
für   sie   noch   gelingen   und  damit   die  alte,    dem  Einheitsbedürfniss 
der  Theorie   längst  widerstrebende   Trennung   des  Aethers  und  der 
ponderablen  Materie  mit  ihren  verschiedenen  Eigenschaften  gänzlich 
beseitigt  werde.     Dennoch  würde   auch  dann  ein   wichtiges  Gebiet 
▼on  Thatsachen   übrig   bleiben,    das    mit  zwingender   Kraft  immer 
wieder   auf   atomistische   Vorstellungen    zurückweist:    es   besteht   in 


*)  üeber  das  Verhältniss  der  elastischen  zur  elektromagnetischen  Licht 
^eorie  vgl.  P.  Volkmann,  Vorlesungen  über  die  Theorie  des  Lichte,  Leipzig 
1892,  über  das  Verhältniss  der  MaxwelTschen  zu  einigen  anderen  Elektricitäte- 
theorien  Poincare,  Elektricität  und  Optik,  deutsche  üebersetzung  I,  11. 
Berlin  1892. 
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jener  Oonstanz   der  Eigenschaften  gegebener  materieller  Aggrega 
welche  von  der  Chemie  auf  die  Unveränderlichkeit  gewisser  Filrmünti^  _\ 
stoße  bezogen  wird,   und  in  den  hiermit  zusammenhängenden  fest^-^ 
quantitativen  Verbindungsverhältnissen  dieser  Stoffe.     Gehören  au^  ^j 
diese  Tbatsachen  zunächst  nicht  der  Physik  selbst  an,  so  kann  d^Se 
selbe    doch    bei    der    Aufstellung   ihrer   fundamentalen    Hypothess^^ei 
unmöglich   die  Forderungen   einer  so  sehr  in  ihr  Arbeitsgebiet  ez^u- 
greifenden  Wissenschaft  unberücksichtigt  lassen*).    Auch  die  Cor^ti- 
nuitätshypothese    sieht    sich    also   genöthigt,   für  alle   diese   der       so 
genannten   ponderablen   Materie   zukommenden   Eigenthümlichkei  ^^n 
an  dem  Begriff  des  Atoms  festzuhalten  oder  aber  Vorstellungen      zu 
entwickeln ,    welche    geeignet   sind    die   atomistische    Hypothese       zu 
ersetzen.    In  der  That  ist  ein  Versuch  dieser  Art  von  W.  Thoms  oo 
gemacht  worden**).    Ein  Wirbelfaden  in  einer  vollkommenen,  nicht 
zusammendrückbaren  Flüssigkeit  würde,  wie  Helmholtz***)  geze^ 
hat,  unzerstörbar  sein;   beim  Versuch  ihn  zu  zerschneiden  würde  er 
in   die  verschiedensten  Formen   gebracht,   nicht  aber   wirklich  zer- 
schnitten werden  können,   ausgenommen  wenn  er  irgendwo  mit  der 
Grenze   der  Flüssigkeit   in  Berührung   käme,   also,   auf  die  Matene 
angewandt,    niemals,   da  die   Materie  keine   Grenze   besitzt.     Nach 
dieser  Vorstellungsweise   würden    demnach   die   Wirbel    des  Aethers 
das  sein,  was  wir  sonst  die  Atome  der  ponderablen  Materie  nennen, 
und  es  würde  damit  zugleich  das  oben  erwähnte  Streben  nach  einer 
Vereinheitlichung  des  Begriffs  der  Materie  befriedigt  werden. 


e.    Logische  Prüfung  der  Hypothesen. 

In  der  geschilderten  Entwicklung  der  hypothetischen  Voraus- 
setzungen über  die  Materie  lassen  sich  deutlich  zwei  Bestrebungen 
erkennen.  Das  erste  besteht  darin,  dass  man  den  Begriff  i^^ 
materiellen  Elemente  und  ihrer  Bewegungszustände  in  einer  Weise 
zu  bestimmen  sucht,  welche  die  möglichst  einheitliche  Ableitung  der 
Naturerscheinungen  gestattet;  das  zweite  darin,  dass  man  sich  diese 
Elemente  in  ihren  Eigenschaften  möglichst  entsprechend  den  Eigen- 
schaften der  sinnlich  wahrnehmbaren  Körper  denkt.  Diese  beiden 
Bestrebungen   treten   nun  in  einen  Kampf  mit  einander,   indem  ^^ 

*)  lieber  die  besonderen  Erfordernisse  der  chemischen  Atomistik  ^^ 
übrigens  unten  Cap.  III. 

**)  Proceedings  of  the  Roy.  Soc.  1867. 
***)  Grelles  Joum.  1858,  Bd.  56. 
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begrifflicheu  Forderungen  gewisse  aus  der  sinnlichen  Wahrnehmung 
stammende  Vorstellungen  unmöglich  machen.  So  beseitigt  das  Be- 
dürfniss,  die  Erscheinungen  von  Wärme,  Licht,  Schall  u.  s.  w.  im 
Zusammenhang  abzuleiten,  von  vornherein  die  Vorstellung,  dass  den 
Atomen  auch  die  optischen,  thermischen,  akustischen  Eigenschaften 
zukommen,  die  wir  an  den  wirklichen  Körpern  beobachten.  Wollte 
man  dies  annehmen,  so  würde  ja  ohne  weiteres  der  Begriff  der 
Materie  mit  der  Vorstellung  der  Körper  identisch  werden,  d.  h. 
jener  Begriff  selbst  würde  damit  aufgehoben  sein.  In  der  That  be- 
schränkt man  sich  daher  auf  die  Forderung,  dass  die  Elemente  der 
Materie  diejenigen  allgemeinen  Eigenschaften  besitzen,  welche  die 
Mechanik  zum  speci eilen  Gegenstand  ihrer  Untersuchungen  nimmt. 
In  diesem  Sinne  ist  die  Aufstellung  irgend  welcher  theoretischer 
Annahmen  über  die  Materie  in  Wahrheit  nichts  anderes  als  eine 
Consequenz  der  allgemeinen  Voraussetzung  der  neueren  Physik,  dass 
alle  Naturvorgänge  auf  mechanische  Processe  zurückzuführen  seien. 
(Vgl.  oben  S.  326  ff.)  Damit  ist  nun  aber  jener  Kampf,  in  den  das 
Postulat  der  Begreiflichkeit  und  das  der  Anschaulichkeit  mit  einander 
^erathen  sind,  noch  keineswegs  geschlichtet.  Wenn  wir  feststellen, 
ia^s  die  Eigenschaften  der  Materie  so  zu  denken  seien,  wie  sich  die 
Mechanik  die  der  Körper  vorstellt,  so  ist  damit  zwar  die  Ausdehnung 
im  Räume  und  allenfalls  auch  die  Undurchdringlichkeit  gegeben.  Ob 
aber  die  Theilchen  der  Materie  starr  oder  elastisch,  absolut  ver- 
schiebbar gegen  einander  oder  zusammenhängend  seien  u.  dergl. 
Qiehr  —  alles  dies  bleibt  völlig  dahingestellt,  weil  die  Mechanik 
selbst  bald  diese  bald  jene  Voraussetzung  macht  je  nach  der  be- 
sonderen Gruppe  mechanischer  Phänomene,  mit  deren  Untersuchung 
sie  es  zu  thun  hat.  Nur  eines  ist  allen  ihren  Untersuchungen 
gemeinsam:  überall  geht  sie  von  Voraussetzungen  aus,  die  sich  bei 
den  wirklichen  Körpern  niemals  vollständig  verwirklicht  finden,  und 
ihre  Resultate  erhalten  daher  im  allgemeinen  auch  für  die  wirklichen 
Körper  erst  Geltung,  wenn  nachträglich  empirische  Beschränkungen 
hinzugefügt  werden,  wobei  diese  wieder  so  viel  als  möglich  auf 
gewisse  allgemeine  Voraussetzungen  zurückführen,  ohne  dass  sich 
jedoch  hierbei  jemals  das  wirkliche  Verhalten  der  Dinge  völlig 
erschöpfen  liesse.  So  untersucht  die  Mechanik  absolut  starre  und 
absolut  elastische,  absolut  feste  und  absolut  flüssige  Körper,  aber 
gerade  das,  was  der  wirkliche  Körper  immer  ist,  ein  Mittleres  zwi- 
^chtdu  solchen  abstract  gedachten  Zuständen,  vermag  sie  nur  durch 
'^ne    nachträgliche    Verbindung    verschiedener    abstracter    Voraus- 
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Setzungen,  und  auch  dann  immer  nur  in  irgend  welchen  Annähemnge:^ 
zu  deuten. 

Ist  die  mechanische  Interpretation  der  Erscheinungen  der  Zwec^ 
aller  Hypothesen  über  die  Materie,  so  kann  demnach  von  yomhere  :£ 
nicht  erwartet  werden,   dass  diese  Hypothesen   auch   nur   in  Bezij^ 
auf  die   mechanischen    Eigenschaften    der   Materie    dem    wirklich« 
Verhalten  irgend  welcher  realer  Körper  entsprechen  werden.    In  <L^ 
That  enthält  daher  jede  der  zur  Geltung  gelaugten  Hypothesen  ein.  ^^ 
Widerspruch  gegen  die  Anschauung,  und  sie  alle  unterscheiden  sLc^; 
nur   dadurch,    dass   dieser  Widerspruch   bei  jeder   an   einer   andern 
Stelle   zum  Vorschein   kommt.     Die   dynamische  Atomistik  setzt     ii 
ihrer  folgerichtigen  Form  Eraftpunkte   voraus:   der   bewegte   Punkl 
ist  aber  lediglich  die  einfachste  begriffliche  Conception  der  abstracten 
Mechanik.      Die   kinetische   Atomistik    nimmt    ausgedehnte    absolut 
starre  Körper   von   willkürlicher,    nach   der  verbreitetsten  Annahme 
von  kugelförmiger  Gestalt  an:   der  starre  Körper   ist  aber  zwar  ein 
minder   einfacher,    doch    ist    er   darum    nicht    weniger    ein    ebenda 
abstracter  Begriff  wie  der  Punkt.    Endlich  die  Hypothese  der  Wirbel- 
atome   setzt   an  die  Stelle   dieses  Grundbegriffs   der  Mechanik  fester 
Körper   den   der  abstracten  Hydrodynamik:   den  Begriff  der  absolut 
reibungslos    beweglichen   Flüssigkeit.      Besitzt    in   dieser   Beziehung 
keine   der   gegenwärtig   um   die  Herrschaft   kämpfenden  Hypothesen 
einen  Vorzug  vor  der  andern,    so   bleibt   die   dynamische  Atomistik 
höchstens   darin    gegenüber    der  kinetischen    und    der   Continuitäts- 
hypothese  scheinbar  im  Nachtheil,  dass  diese  die  Fernewirkung  voll- 
ständig  beseitigen,    indem   sie    alle   Vorgänge    auf   die    Action   und 
Reaction   bei  der    unmittelbaren  Berührung  zurückführen,    währeml 
im  Gegentheil    die  dynamische  Atomistik    eigentlich  alle  Wirkungen 
als  Femewirkungen   betrachtet.     Auf  der  andern  Seite  nöthigt  aber 
die    Continuitätshypothese   zu    auffälligeren   Widersprüchen   mit  den 
wirklichen  Eigenschaften  der  uns  in  der  Erfahrung  gegebenen  stetig 
ausgedehnten  Körper;  und  die  Annahme  starrer  Atome  führt  zu  der 
Vorstellung,    dass    ein    gegen    eine    feste    Wand    stossendes   Atom 
momentan  seine  Geschwindigkeit  in   eine    entgegengesetzt  gerichtete 
umwandle.     Wollte  man  aber,  um  dieser  Schwierigkeit  zu  entgehen, 
elastische  Atome  voraussetzen*),    so  bliebe,  sobald  man  den  Begriff 
des  Atoms  im  absoluten  Sinne  nimmt,  das  Bedenken,  dass  die  Eig^^' 
Schaft   der   Elasticität  eine    Verschiebung   und    Wechselwirkung  der 


*)  Helmholtz,  Populäre  wissensch.  Vorträge,  3.  Heft,  S.  13. 
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eilchen  des  elastischen  Körpers  einschliesst  und  daher,  wie  dies 
Existenz  der  Elasticitätstheorien  bezeugt,  zu  einer  Zerlegung 
higt,  die  den  Begriff  des  absoluten  Atoms  wieder  aufhebt.  Und 
t  man  etwa  die  Annahme  starrer  Atome  deshalb  für  zulässig, 
il  auch  bei  einer  plötzlichen  Geschwindigkeitsänderung  das  Princip 
•  Erhaltung  der  Energie  gewahrt  bleiben  könne*),  so  wird  hier 
jrmals  der  Versuch  gemacht,  die  Forderungen  der  Anschauung 
•ch  rein  begriffliche  Feststellungen  zu  befriedigen.  In  ähnliche 
dersprüche  mit  der  Anschauung  verwickelt  sich  endlich  die  An- 
ime  von  Wirbelatomen,  welche  die  immerhin  vorstellbare  Annahme 
er  Unvergänglichkeit  kleinster  Theilchen  durch  die  physikalisch 
'ollziehbare  einer  ins  Unendliche  fortdauernden  Bewegung  ersetzt, 
m  gegenüber  bietet  die  dynamische  Atomistik  den  Vorzug  dar, 
s  sie  auf  das  Bestreben,  die  Materie  selbst  mit  anschaulichen 
^enschaften  auszustatten,  von  vornherein  verzichtet,  indem  sie  viel- 
er von  der  Forderung  ausgeht,  die  begrifflichen  Voraussetzungen 
rX  dieselbe  seien  so  zu'  gestalten,  dass  die  Wirkungen  jener 
;enschaften  mit  den  in  der  Anschauung  gegebenen  Erscheinungen 
ireinstimmen.  Dieser  Vorzug  war  es,  der  denjenigen  Physiker, 
,  wie  kein  Anderer  vor  ihm,  den  endlichen  Fernewirkungen 
i  Boden  entzogen  hat  und  von  ihrer  Unwahrscheinlichkeit  auch 
■  dem  Gebiet,  wo  sie  noch  angenommen  werden,  bei  der  Qravi- 
ion,  durchdrungen  war,  Faraday,  bestimmte,  an  der  Vorstellung 
1  Kraftpunkten,  die  in  unendlich  kleinen  Entfernungen  wirken, 
tzuhalten.  In  der  That  sind  diese  beiden  Fälle  einer  Actio  in 
tans  immerhin  insofern  verschieden,  als  die  Fernewirkung  zwischen 
eltkörpern  ein  Vorgang  sein  würde,  der  unserer  unmittelbaren 
nlichen  Wahrnehmung  angehört,  während  die  Wechselwirkung  der 
ome  in  ihren  unendlich  kleinen  Entfernungen,  wie  jede  Voraus- 
zung  über  die  Materie,  ein  hypothetischer  Begriif  bleibt,  den  wir 
3h  Anleitung  der  mathematischen  Postulate  der  abstracten  Mechanik 
construiren  haben,  ohne  dass  wir  für  diesen  Begriff  jemals  eine 
lige  Uebereinstimniung  mit  den  Gegenständen  der  sinnlichen  W^ahr- 
imung  erreichen  können.  Gleichwohl  hat  das  Widerstreben,  das 
raday  mit  so  vielen  Physikern  gegen  die  endlichen  Femewirkungen 
ilte,  zwar  ein  zureichendes  Motiv  in  dem  Versuch,  die  Voraus- 
•Ungen  über  die  verschiedenen  Kräftefunctionen  möglichst  überein- 

*)  0.  E.  Meyer,  Die  kinetische  Theorie  der  Gase.  Breslau  1877,  S.239f. 
*awitz,  Atomistik  und  Kritidsmus,  S.  96  if.,  Geschichte  der  Atomistik,  11^ 
84  ff. 
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stimmend  zu  gestalten;  es  besteht  aber  darum  noch  keine BerechtiguaHsg 
von   der    «Unmöglichkeit"    einer  Femewirkung   zu    reden.      In  (^^er 
That  ist  eine   unmittelbare,   durch   keinerlei  Zwischen  Vorgänge  v^=r- 
mittelte  Wirkung  der  Sonne   auf  die  Erde   an   und  fttr  sich  ebenzaso 
vorstellbar    wie    die    hypothetische  Wirkung    eines   Atoms    auf   ^^in 
anderes   durch   eine  unendlich  kleine  Entfernung  oder  die  Wirkt^c^^g 
eines  Körpers  auf  einen  andern  in  unmittelbarer  Berührung.     Ai=ach 
die  Wirkung  des   mechanischen  Stosses  ist  uns  ja  nur  deshalb  ^K)e- 
greiflich,   weU  sie  sich   in  der  Erfahrung  immer  und  immer  wie^der 
darbietet,    und  wenn   man   diese  Wirkung  noch   dadurch  dem  Y  «««r- 
ständnisse  näher  zu  bringen  sucht,   dass  man  sie  mit  der  Undur^=:h- 
dringlichkeit  der  Körper  in  Beziehung  bringt,  so  wird  damit  eige    laut- 
lich  nur   eine  Erfuhrungsthatsache   durch   eine  Folgerung  erlaut »^    rt, 
die  selbst  aus  jener  Thatsache  gezogen  wurde.     Nun  ist,  wenn 
wie  es  wissenschaftlich  gefordert  ist,  den  Begriff  der  Erfahrung  ü 
das  unmittelbar  Wahrgenommene  hinaus  auf  das  aus  Wahrnehmun^^eii 
mit  Nothwendigkeit  Erschlossene  erweitem,  ganz  gewiss  die  Wirki^^i^ 
der  Sonne   auf  die  Erde   eine    ebenso    constante   und   anschaulii^e:^^^^ 
Erfahrung  wie  die  Wirkung  des  Stosses  auf  den  gestossenen  Köi^^  ^r. 
Davon   also,    dass   die    eine   dieser  Wirkungen  a  priori  wahrsche  riMi^- 
lieber  wäre  als  die  andere,   kann   keine  Rede  sein.     Vielmehr  ks^*-^^ 
sich  hier  überall  da,  wo  verschiedene  Voraussetzungen  möglich  si:^*^' 
immer   nur  aus  der  Uebereinstimmung   mit  anderen  Thatsachen  c:3er 
Erfahrung  eine  Wahrscheinlichkeit   für   die    eine    oder   andere  ^  -Q" 
nähme   ergeben.     Betrachtet   man   die   Frage   von   diesem   Gesich    ^" 
punkte  aus,  so  bestehen  nur  zwei  Gründe,  die  gegen  die  Annah^^^ie 
einer   endlichen  Feme  Wirkung  angeführt  werden   können:    der  er  ^^ 
liegt  darin,  dass,  nachdem  die  elektromagnetischen  Fernewirkun^^^^ 
auf  die  Bewegungen  durch  ein  Zwischenmedium  zurückgeführt  siir^^^' 
die  Gravitation   als   einzige  Erscheinung   übrig   bleibt,    auf  die  «::3er 
Begriff  der  Fernewirkung  in  jenem  ursprünglichen  Sinne  anzuwent^^^D 
ist;  der  zweite,  vielleicht  gewichtigere  besteht  darin,  dass  sich  au^ch 
für   die   Gravitation   die   nämliche   Kräftefunction   bewährt,   wie    :^^ 
diejenigen  Kräfte,    die  sich,  wie  Licht  und  Schall,  durch  einen  ]^5e- 
Wegungsvorgang  fortpflanzen.    Dem  steht  vorläufig  als  entscheiden^^^ 
Argument  für  die  Fernewirkung  der  Gravitation  die  Thatsache  geg^°' 
über,   dass  jede  Fortpflanzung   einer   Bewegung  Zeit   braucht,   ix^^^ 
dass    eine    Fortpflanzungsgeschwindigkeit    der    Gravitation    bis  je^^^^ 
nicht  nachgewiesen  werden  konnte.     Bei   dieser  Sachlage   vnrd  a^  ^^ 
sagen  müssen,  dass  alle  Hypothesen,  welche  die  Schwere  auf  irf '^^'^^^ 
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welche  raoleculare  Contact-  oder  unendlich  kleine  Fernewirkungen 
zu  reduciren  suchen,  über  die  Forderungen  der  Erfahrung  hinaus- 
gehen und  daher  nach  streng  methodischen  Grundsätzen  bis  jetzt 
ungerechtfertigt  sind.  Dies  würde  sich  aber  freilich  in  dem  Augen- 
blick ändern,  wo  irgendwie  eine  wenn  auch  noch  so  kleine  Fort- 
pflanzungsdauer der  Gravitation  wahrscheinlich  gemacht  werden 
könnte.  Die  Möglichkeit,  dass  dies  noch  geschehe,  wird  nun  um  so 
weniger  bestritten  werden  können,  als  die  Vorstellung,  irgend  eine 
Kraft  erstrecke  ihre  Wirkungen  momentan  in  unendliche  Entfer- 
nungen, Schwierigkeiten  herbeiführt,  die  uns  nöthigen,  hier  den 
Thatbestand  der  Erfahrung  lediglich  so  auszudrücken,  dass  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit als  unmessbar  gross  für  unsere  bisherigen 
Hülfsmittel  anzusehen  sei.     (Vgl.  unten  4,  c.) 

Hält  man  nun,  wie  es  diese  Entwicklung  verlangt,  an  der 
Forderung  fest,  dass  nur  die  nothwendigen  mathematischen  Voraus- 
setzungen, frei  von  zufälligen  und  willkürlichen  Zugaben  der  Ein- 
bildungskraft, in  den  Ujrpothesen  über  die  Materie  ihren  Ausdruck 
finden,  so  wird  offenbar  die  einfache  dynamische  Atomistik  solcher 
Forderung  am  meisten  gerecht.  Denn  jede  mathematische  Theorie 
materieller  Vorgänge  ist  genöthigt,  mit  dem  Begriff  des  Kraftpunktes 
zu  operiren,  indem  die  Ausgangs-  und  Angriffspunkte  bestimmter 
Wirkungen  stets  als  mathematische  Punkte  gedacht  werden.  Die 
Zeit  zur  Ausgleichung  aller  in  der  Entwicklung  der  Hypothesen 
über  die  Materie  hervorgetretenen  Gegensätze  ist  aber  augenschein- 
lich weder  gekommen,  noch  ist  es  überhaupt  wahrscheinlich,  dass 
diese  Ausgleichung  anders  als  in  sehr  langsamer  Annäherung  all- 
mählich erreicht  werde.  Denn  da  der  Begriff  der  Materie  ein  alle- 
zeit hypothetischer  bleibt,  so  ist  im  allgemeinen  stets  eine  Mehrheit 
von  Voraussetzungen  denkbar,  die  dem  Zweck  der  Naturerklärung 
genügen*).  Von  logischer  Seite  lässt  sich  deshalb  nur  auf  die  all- 
gemeine Richtung,  in  der  sich  die  Anschauungen  entwickehi,  und 
auf  die  erkenntnisstheoretischen  Forderungen  hinweisen,  denen  jede 
Theorie  nachkommeu  muss.  Die  Richtung  der  Entwicklung  ist  un- 
zweifelhaft. Nachdem  die  rohen,  vielfach  mit  überflüssigen  Neben- 
"vorstellungen   belasteten  älteren  Hypothesen  durch  die  begrifflichen 

*)  Dieser  logischen  Möglichkeit  entspricht  es,  dass  neben  den  oben  er- 
wähnten noch  eine  grosse  Zahl  anderer  Theorien  existirt,  die  ebenfalls  zum 
Theil  vollständig  mathematisch  ausgearbeitet  worden  sind.  Die  obige  DarsteUong 
znoaste  sich  auf  diejenigen  beschränken,  die  sich  eine  dauerndere  Bedeutung  in 
der  Entwicklung  der  Physik  errungen  haben. 
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Entwicklungen,  die  von  der  Newton'schen  Gravitationstheorie  un* 
der  mathematischen  Abstraction  ausgegangen  waren,  die  erfordei 
liehe  Läuterung  erfahren  haben,  wird  überall  die  Nothwendigkei 
fühlbar,  die  unter  diesen  Einflüssen  entstandenen  abstracten  Theorie:^ 
im  Interesse  der  Anschaulichkeit  umzugestalten,  und  an  dieser 
gestaltung  kommt  dem  Streben  der  neueren  Physik,  statische  Vei 
h'altnisse  auf  Bewegungsvorgänge  zurückzuführen,  ein  hervorragende 
Antheil  zu.  Die  hierin  angedeutete  Richtung  entspricht  aber  zugleic^^  mih 
den  logischen  Forderungen,  die  an  eine  Theorie  der  Matene  zsz  2 
stellen  sind.  Diese  ist  das  Substrat  der  in  der  äusseren  AnschauunczKrjn^ 
gegebenen  Erscheinungen.  Stimmt  die  physikalische  Erfahrung  m^fisKini 
dem  logischen  Trieb,  alle  Erscheinungen  auf  Bewegungsvorgän^^ jsg« 
dieses  Substrates  zurückzuführen,  im  allgemeinen  überein,  so  müss^  ^ei 
nun  in  den  Voraussetzungen  über  dasselbe  die  für  eine  solclST^^^hc 
Zurückführung  erforderlichen  Bedingungen  erhalten  bleiben.  Eii^^ne 
kinetische  wie  eine  dynamische  Theorie  der  Materie  lässt  sich  ab*-«^=>er 
nur  mit  Hülfe  von  Elementen  gewinnen,  die  durch  die  EigenschuM  ■  aft 
der  Undurchdringlichkeit  von  dem  Raum,  den  sie  erfüllen,  ve. ^*=aer- 
schieden  sind.  Der  Ableitung  zahlreicher  Erscheinungen  entspricü-^=^ht 
femer  die  Annahme  leerer  Zwischenräume  zwischen  den  in  foi 
währender  Bewegung  begriflfenen  undurchdringlichen  Elementen 
besten;  dagegen  besteht  keine  Nöthigung,  die  bewegten  Elemen^^r^te 
mit  den  Eigenschaften  der  absoluten  Ilärte  und  Untheilbarkeit  au. 
zustatten.  Denn  wo  zu  irgend  einem  Zweck  die  Annahme 
gedehnter  Atome  den  Vorzug  verdienen  sollte,  da  wird  immer 
Voraussetzung  Platz  greifen  können,  dass  es  sich  dabei  nur 
Atome  in  relativem  Sinn  handle,    d.  h.  um  Molecüle,  die  wir  in 

einem  gegebenen  Zusammenhang  als  untheilbare  Einheiten  anzuseh«^   en 
haben,    die  aber,   eben  weil  sie  nur  Körper  im  Kleinen  sind,    notT.-Ji- 
w endig  auch  die  Eigenschaften  der  wirklichen  Körper,  also  Elasticit^^t, 
Zusammendrückbarkeit  u.  dergl.,  besitzen  müssen.    Wo  dagegen  dE-  &s 
Atom  die  definitive,    keiner  weiteren  Zerlegung  zugängliche  B^  ^- 
deutung  hat,  dass  es  als  einfacher  Ausgangspunkt  einer  bewegend  ^n 
Wirkung  gedacht  wird,  da  ist  es  nothwendig  auch  als  punktuell   ^ßs 
Atom  zu  denken,   also  aller   nur  an  dem  Körper  haftenden  Eige 
Schäften  zu  entlasten.    Jede  andere  Form  sich  das  Atom  zu  denki 
würde  in  diesem  Fall  zu  überflüssigen,  durch  das  ErklärungsbedürfnÄ^* 
selbst   nicht  geforderten  Neben  Vorstellungen  führen.     In   dieser  BB^  ^  ' 
Ziehung  bedürfen  nun  die  Anschauungen,    die   in   den  verschieden-  ^^ 
Gestaltungen  der  neueren  Atomistik  zur  Geltung  gelangt  sind,  zweif^^  *' 
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>  der  logischen  Correctur.  In  dem  berechtigten  Streben,  alle  Er- 
leinungen  aus  elementaren  BewegungsTorgängen  von  anschaulicher 
ischaffenheit  zu  erklären,  sah  man  es  als  eine  unabweisbare  Forde- 
ng an,  dass  auch  das  materielle  Substrat  selbst  eine  anschauliche 
^schaffenheit  besitzen  müsse;  hieraus  ist  dann  die  in  verschiedener 
jstalt  eingetretene  Wiedererneuerung  des  Demokritischen  corpus- 
laren  AtombegriflFs  hervorgegangen.  Auf  die  zweifelhafte  Berechti- 
ng  dieser  Forderung  konnte  jedoch  schon  der  Umstand  aufmerk- 
m  machen,  dass  man  genöthigt  war,  unter  den  verschiedenen  Eigen- 
[laften  der  wahrnehmbaren  Objecte  eine  Auswahl  zu  treffen,  wenn 
m  die  Atome  schlechterdings  nur  als  ausgedehnte,  undurchdring- 
he  und  je  nach  Umständen  entweder  als  absolut  harte  oder  als 
solut  elastische  Körper  ansah,  ihnen  aber  Farbe,  Wärme  und 
dere  Eigenschaften  aberkannte.  Nun  ist  ersichtlich,  dass  diese 
nze  Forderung  der  Anschaulichkeit  auf  der  Voraussetzung  beruht, 
i  in  der  Anschauung  gegebenen  Naturerscheinungen  müssten  auf 
;zte  Bedingungen  zurückführen,  die  ebenfalls  in  der  Anschauung 
geben  seien.  In  dieser  Form  ist  aber^das  Postulat  der  Anschau- 
hkeit  nicht  haltbar.  Wäre  eine  solche  Uebereinstimmung  der 
genschaften   des  Substrates   der   Erscheinungen   mit   diesen    selbst 

statuiren,  so  würden  überhaupt  die  Motive  zur  Bildung  des  Be- 
iffs  der  Materie  hinwegfallen.  Die  Nöthigung  zu  dieser  ist  viel- 
^hr  nur  deshalb  vorhanden,  weil  eine  widerspruchslose  Erklärung 
r  Erscheinungen  erst  gelingt,  wenn  man  sie  als  Wirkungen  eines 
ibstrates  voraussetzt,  das  uns  niemals  selbst,  sondern  immer 
ir  in  seinen  Wirkungen  anschaulich  gegeben  ist.  (Vgl. 
)en  S.  282.)  Man  könnte  also  gegenüber  jener  Forderung  uni- 
ßkehrt  behaupten,  der  BegrifiF  der  Materie  verbiete  jede  unmittel- 
are  üebertragung  in  die  Anschauung,  weil  ihm  als  ein  wesent- 
ches  Merkmal  zukomme,  dass  nur  die  den  hypothetischen  Elementen 
er  Materie  zugeschriebenen  Wirkungen  in  die  Anschauung  treten, 
uf  keinen  Fall  aber  ist  man  berechtigt,  der  Anschauung  zu  Liebe 
e  Materie  mit  Eigenschaften  auszuschmücken,  zu  denen  die  logi- 
hen  Motive,   welche  die  Bildung   dieses  Begriffs  veranlasst  haben, 

und  für  sich  nicht  nöthigen  würden.  Nun  geben  uns  über  den 
^fgnS  als  solchen  offenbar  diejenigen  Bestimmungen  die  genaueste 
'Chenschaft,  zu  denen  sich  die  mathematische  Analyse  genöthigt 
'ht.  Denn  ihr  ist  es  eigen,  dass  sie  keines  der  wesentlichen 
-Sriffselemente  entbehren  kann,  dass  sie  aber  von  selbst  alle  über- 
^seigen.  etwa  bloss  aus  der  Gewohnheit  der  Vorstellung  entspringen- 
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den   Bestandtheile   abstreift.     Von    diesem  Gesichtspunkt    aus  wird 
aber  am  wahrscheinlichsten  von  einer  Vereinigung  der  Voraus- 
setzungen der  kinetischen  mit  denjenigen  der  dynamische  n 
Atomistik  eine  Lösung  der  schwebenden  Widerspruche  zu  erwart:;^x; 
sein,     üeberall  führt  der  Begriff   der  Materie   zurück   auf  bewe^^fc^ 
Eraftcentren.    Was  uns  als  physisches  Substrat  der  Ausdehnung 
Körperwelt  sowie  aller  Erscheinungen,   die  damit  zusammenhäng 
gegeben  ist,   das  ist  nicht  das  Kraftcentrum  selbst,   sondern  dessen 
Wirkungssphäre.     Indem  nun   diese  an  die  Stelle  des  corpusculax^ec 
Atoms  tritt,   erfüllt  sie  alle  Forderungen,   die  man  an  letzteres  ge- 
stellt hatte,   und  zugleich  werden  die  Bedenken  hinfällig,   zu  den.en 
das   ausgedehnte  Atom  Anlass  gegeben.     Denn   die  Frage,   ob   den 
Elementen  absolute  Härte,  Elasticität,  Farbe  u.  s.  w.  zukomme,   Yn&t 
in  Bezug  auf  die  Wirkungssphäre  keinen  Sinn  mehr. 

Hiermit   sind   zugleich   dem  Postulat    der   Anschaulichkeit     clie 
Grenzen  angewiesen,  die  es  nicht  überschreiten  darf,  ohne  das  Reicht 
einzubüssen,    das   ihm    als    einem    heuristischen  Princip   der  Nat:iir- 
forschung  zukommt.    Auf  den  Begriff  der  Materie  angewandt  schllesst 
dasselbe  lediglich    die  Forderung    in   sich,   dass   die  vorausgesetzten 
Elemente   und   elementaren  Processe   den   Gesetzen   unserer  An- 
schauung conform  seien.    Diese  üebereinstimmung  hat  hier  durci- 
aus  den  nämlichen  Sinn  wie  in  der  realen  Geometrie  und  Mechanit: 
sie    verhindert    eine    Hinzufügung    begrifflicher    Elemente,    die    mit 
unseren  Anschauungsformen  im  Widerspruch  stehen ;  sie  hindert  aber 
nicht  eine  Abstraction  von  solchen  Bestandth eilen,    die  in  der  sinn- 
lichen Anschauung  die  für  die  Begriffsbildung  wesentlichen  Elemente 
begleiten.     Eine  derartige  Abstraction  wird  vielmehr  gefordert,  so- 
bald  es  sich,    wie    bei   den   mathematischen  Begriffen    und  bei  dem 
Begriff  der  Materie,    um  Feststellungen  handelt,    sie    sich    nicht  auf 
die  Erscheinungen  selbst,  sondern  entweder  auf  ihre  formalen  Gesetze 
oder    auf    ihre    hypothetischen    Grundlagen     beziehen.      Indem   i^ 
Postulat  der  Anschaulichkeit  in  diese  allein  einer  festen  Bestimmung 
zugänglichen    Grenzen    eingeschränkt    wird,     bleibt    es    zugleich  i" 
Üebereinstimmung  mit  der  Forderung  objectiver  Begreiflichkeit, 
die  als  das  Princip  angesehen  werden  darf,  das  an  die  Stelle  des  von 
der  teleologischen  Naturphilosophie  zur  Geltung  gebrachten  Postulats 
der  subjectiven  Begreiflichkeit  zu  treten  bat.     (Vgl.  S.  279.) 

Durch  die  Berücksichtigung  jener  Forderung  und  durch  die 
unter  ihrer  Anleitung  ausgeführte  fortgesetzte  Berichtigung  der  vor- 
handenen Hypothesen  über  die  Materie   und   ihre  Bewegungsformen 


Kraftgesetze  und  Kraflfunctionen.  447 

in  der  Spielraum,  innerhalb  dessen  sich  diese  Hypothesen 
1,  nothwendig  immer  mehr  eingeschränkt,  so  dass  schliesslich, 
3ns  als  das  ideale  Endziel  dieses  Processes,  wahrscheinlich 
izige  Voraussetzung  als  diejenige  übrig  bleiben  wird,  die 
3n  gegebenen  Bedingungen  der  Naturerkenntniss  allen  andern 
m  ist.  Ohne  Zweifel  würden  wir  diesem  Ziel  näher  sein,  als. 
ächlich  der  Fall  ist,  wenn  die  theoretische  Physik  die  zwei 
sehen  Regeln,  die  sich  aus  den  obigen  Erörterungen  ergeben, 

aus  den  Augen  verlieren  wollte.  Die  erste  dieser  Regeln 
keine  Hypothese  ist  zulässig,  die  zwar  für  ein  engeres  Gebiet 
itsachen  zureicht,  aber  dem  weiteren  Zusammenhang  der  Er- 
igen nicht  Genüge  leistet;  die  zweite:  alle  diejenigen  Be- 
tile   einer  Hypothese   sind   zu   verwerfen,    durch   welche   die 

mit   überflüssigen,   zur   Deduction   der  Erscheinungen  nicht 

liehen  Vorstellungen  belastet  werden. 

t 


4.    Die  allgemeinen  Naturgesetze. 

ie  allgemeinen  Naturgesetze,    auf  welche   die  Physik  bei  der 

rklärung  der  Erscheinungen  geführt  wird,  lassen  sich  in  zwei 

unterscheiden:   erstens   in  Gesetze,    die   sich   auf  die  Wirk- 

des  materiellen  Substrates  der  Erscheinungen  beziehen,  und 
3  in  solche,  die  den  Zusammenhang  der  verschiedenen  Formen 
regungen  unter  einander  beherrschen.  Wir  können  die  ersteren 
iftgesetze,  die  zweiten  als  Energiegesetze  bezeichnen. 
las  Verhältniss  beider  Gesetze  zu  einander  wird  durch  die 
wichtigen  Begriffe  der  Kraft  und  der  Energie  bestimmt, 
Intwicklung   mit  den   oben   besprochenen  Entwicklungen  des 

der  Materie  in  innigem  Zusammenhange  steht. 

a.    Kraftgesetze  und  Kraftfunctionen. 

ie  geläufige  Definition  der  Kraft  als  einer  „Ursache  von 
ng**  ist  nicht  nur  ungenügend,  sondern,  sobald  man  den 
CausalbegrifF  zu  Grunde  legt,  geradezu  falsch.  Denn  hier 
Ursache  einer  Bewegung  immer  nur  eine  andere,  voran- 
tne  Bewegung.  (Bd.  I,  S.  605.)  Der  KraftbegrifiF  der  neueren 
ist  durch  Galilei  festgestellt  und  durch  Newton  weiter 
det  worden.     Indem  Galilei,    ausgehend   von  dem  Beispiel 
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der  Muskelkraft,   das  Wesen   der  KrafUeistung  in  dem  Bewegongs- 
antriebe  sieht,  der  einer  Masse  durch  irgend  eine  Ursache,  z.  B.  durch 
einen  Stoss,  mitgetheilt  wird,  gewinnt  er  als  das  heute  noch  gültige 
Mass  der  Kraft  das  Product  der  Masse  in  ihre  Beschleunigung.    Indem 
sich  sodann  im  Gefolge  von  Newtons  Gravi tationstheorie   der  Be- 
griff der  Femewirkung  entwickelt,  wird  die  Kraft  zu  dem  nach  eben 
diesem  Masse  zu  bestimmenden  Bewegungsantrieb  einer  Masse  durch 
eine  andere,    wobei   zugleich  den  räumlichen  Relationen  der  Massen 
selbst  diejenigen  ihrer  Mittelpunkte  substituirt  werden  können.    Alle 
in    der  Natur    wirksamen   Kräfte    werden    darum   Centralkräfte 
genannt,  und  es  wird  als  die  allgemeine  Eigenschaft  dieser  angesehen, 
dass    sie    in    der   Richtung   der   geradlinigen   Verbindungslinien  der 
Massenmittelpunkte  Beschleunigungen  der  Massen  zu  erzeugen  streben. 
So  wird  in  Folge  der  Wechselwirkungen  zwischen  allen  Theilen  der 
Materie  diese  zu  einem  grossen  Krafkreservoir.     Jedem  ihrer  Theile 
bleibt   die  Fähigkeit,   in   andern   Theilen  Beschleunigungen   hervor- 
zubringen, unveränderlich  erhalten ;  diese  Beschleunigungen  aber  sind 
theils  wirkliche,  theils,  in  Folge  der  wechselseitigen  Hemmungen  ver- 
schiedener Bewegungsautriebe,  bloss  erstrebte.    (Vgl.  oben  S.  291  S.) 
Wenn   man   von    dem   auf  solche   Weise  festgestellten   Kraft- 
begriff ausgeht,   so   kann  nun  der  Begriff  eines  allgemeinen  Natur- 
gesetzes nur  die  Bedeutung  haben,  dass  man  unter  ihm  die  Functioa 
versteht,  nach  der  sich  die  beschleunigende  Wirkung  mit  der  Grösse 
der  Massen    und   mit   der  Entfernung    der  Massecentren    verändert. 
Das  allgemeinste  Gesetz  dieser  Art  ist  das  Newton'sche  Gravitations- 
gesetz, nach  welchem  die  beschleunigende  Wirkung  dem  Product  d«^ 
Massen  direct  und  dem  Quadrat  ihrer  Entfernungen  umgekehrt  pir"0- 
portional  ist.    Da  übereinstimmende  Beziehungen  auch  für  die  eleki;^«^' 
statischen  und  magnetischen  Fernewirkungen  Platz  greifen,  so  pfl  ^^^ 
man  dieses  Gesetz  als  das  allgemeine  Kraftgesetz  für  fernewirke^:===^^^ 
Kräfte   zu    betrachten.      Es   lässt    sich    demselben   eine  anschauli^^*^ 
Bedeutung  geben,    wenn  man  es  dem  Princip  unterordnet,    dass  " 

Kraftleistung   proportional   ihrer   räumlichen   Ausbreitung    abnimi^^  "^ ' 
Denn  es  muss  dann  in   einer  Entfernung  R  die  Wirkung  auf  eiir"^® 
einzelnen  Punkt  der  Grösse  der  zu  R  gehörigen  Kugeloberfläche  u     -^^' 
gekehrt  proportional  sein.    Dadurch  tritt  das  Gesetz  der  femewirk^^'*^' 
den   Kräfte    in    unmittelbare    Analogie    mit    dem   Gesetz    der  Fo'  '^ 
pflanzung  einer  Bewegungsenergie,    wie  es  z.  B.  theoretisch  ftir  — 


Ausbreitung  der  Licht-  und  Schallwellen  gültig  ist,  wo  die  in  eir"^^^^ 
Entfernung  R  von  der  Licht-  oder  Schallquelle  vorhandene  Well€^^°' 
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dXKiplitude  dem  Quadrate  von  B  umgekehrt  proportional  ist.  Diese 
A^xxalogie  ist  es,  welche  den  Versuch  einer  ZurückfÜhrung  der  Feme- 
w"i.s:kungen  auf  die  Bewegungen  eines  Mediums  und  damit  zugleich 
di.^  Umwandlung  des  Begriffs  der  femewirkenden  Kraft  in  den  der 
S^wegungsenergie  wesentlich  unterstützt  hat. 

Wenn  nun  auch  eine  solche  Umwandlung,  wie  es  nicht  unwahr- 
s&heinlich  ist,  dereinst  für  die  Gravitation  ebenso  gelingen  sollte,  wie 
si^    vermittelst  der  elektromagnetischen  Lichttheorie   für  die  elektro- 
dy^xiamischen  und  elektromagnetischen  Femewirkungen  gelungen  ist,  so 
wtirde   doch  die  mathematische  Analyse  der  physikalischen  Erschei- 
nu-xigen  in  den  meisten  Fällen,  wo  es  sich  um  die  Untersuchung  von 
Wirkungen  handelt,  die  im  Verhältnis«  des  Quadrats  der  Entfernungen 
ftl>nehmen,  die  vereinfachte  Betrachtung,   die  der  Begriff  der  ferne- 
wirkenden  Kräfte  gestattet,   nicht  entbehren  können.     Denn  für  die 
A^nalyse   der  in  irgend   einer  gegebenen  Distanz   auftretenden  Wir- 
kungen kommen   die  etwa  zu  postulirenden  Zwischenvorgänge  nicht 
ia  Betracht,    sondern   es   tritt   an   ihre  Stelle   eben   nur  die  mathe- 
lÄatische  Function,  welche  die  Beziehung  von  Abstand  und  Wirkung 
ausdrückt.    Oerade  für  die  Zwecke  der  Analyse  erscheint  aber  noch 
eine  weitere  Zerlegung  dieser  ursprünglichen  Kraftfunction  geboten, 
indem   man    von    dem    überall    in    der    analytischen   Mechanik    an- 
gewandten Hülfsmittel  einer  Zerlegung  nach  bestimmten  Coordinaten- 
^ichtungen  Gebrauch   macht.      Wird    diese  Zerlegung   nach   drei   zu 
einander   senkrechten   Raumcoordinaten   x^   y  und  z  ausgeführt,   so 
Mrerden   die   drei  Kraftcomponenten   durch   die  Differentialquotienten 

dLV     dV  dV 

^ — ,  -1 —  und  —j —  ausgedrückt,  wo  die  Function   V  dem  einfachen 

\^erhältniss     entspricht,    wenn    m    und   m'  zwei   in  Wechsel- 

r 

^^rirkung   stehende  Massen   und  r  ihre  Entfernung   bedeutet.     Diese 

vereinfachte   Kraftfunction    V  pflegt   nach   Green   die  Potential- 

f  unction   oder  nach  Gauss  das   Potential   genannt  zu  werden. 

UWe  analytische   Bedeutung   derselben   liegt  theils  in  ihrer  Einfach- 

l:i€it,   theils  und  hauptsächlich  darin,    dass  in  ihr  auf  die  Zerlegung 

nsch   den    drei   Raumcoordinaten    bereits   Rücksicht  genommen    ist, 

da  das    Potential    einfach    als    diejenige    Function    definirt    werden 

Itann,    deren   Differentialquotienten    nach    den   drei   Richtungen   des 

Raumes   die   Kraftcomponenten   nach   diesen  Richtungen   sind.     Der 

ßegriff  des   Potentials  hat   demnach   zunächst   die  Bedeutung   einer 

mathematischen  Hülfsfunction,  durch  deren  Differentialquotienten  die 

Wandt,  Logik.   II,  i.    2.  Aufl.  29 
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Kraftcomponenten  d.  h.  die  intendirten  Beschleunigungen  nach  d< 
drei  Coordinatenrichtungen  gemessen  werden.  Nichts  desto  wenig 
lässt  sich  auch  dem  Potential  selbst  ein  bestimmter  mechanisch* 
Sinn  unterlegen.  Denkt  man  sich  nämlich  zwei  Massen  m  und  f 
zuerst  aus  unendlicher  Entfernung  in  die  Entfernung  r  und  dar 
abermals  aus  unendlicher  Entfernung  in  die  Entfernung  r'  von  eii 
ander  gebracht,  so  verhalten  sich  die  Arbeiten  V  und  P,  welcl 
beidemal  durch  die  wechselseitige  Einwirkung  der  Massen  geleist< 
werden,   umgekehrt  wie  die  angegebenen  Entfernungen,  also   V:  J 

=  r'  :r,    Denmach  kann  auch  das  Potential  V  =  mechaniscl 

r 

definirt  werden  als  diejenige  Arbeit,  die  in  Folge  der  Wechsel wirkuoi 
zweier  Massen  geleistet  wird,  wenn  dieselben  aus  unendlicher  £nb 
femung  in  die  vorhandene  Entfernung  /•  versetzt  werden*).  Dod 
besitzt  diese  Definition  einen  mehr  secundären  Charakter  und  komm 
daher  in  der  Verwendung  des  Potentialbegriffs,  gegenüber  der  Ursprung- 
lieberen  rein  mathematischen  Bedeutung  desselben  als  HülfsfunctioSi 
kaum  in  Betracht. 

Das   Gesetz    der    Feme  Wirkung,    das    aus    Newtons    Gravi- 
tationstheorie   abstrahirt    worden    ist,     und    für    das    zugleich    das 
Potential  die  einfachste  Form  einer  linearen  Function  annimmt,  hat 
sich   nun    aber    in    zwei    Erscheinungsgebieten    nicht   bewährt  ge- 
funden: erstens  bei  solchen  Fernewirkungen,  deren  materielles  Sub- 
strat in  einer  sehr  raschen  Bewegung  begriffen  zu  sein  scheint,  und 
zweitens   bei   den    raolecularen   Entfernungen   benachbarter   Körper- 
elemente.   Der  erste  dieser  Fälle  kommt  bei  den  elektrodynamischen 
Fernewirkungen  vor.  Hier  weist  das  Amp^r  e'sche  Gesetz  der  Wechsel- 
wirkung elektrischer  Ströme  auf  Ferne  Wirkungen  hin,  die  nicht  bloss 
von   der  Menge   der   Elektricitäten   und   ihrer  Entfernung,   sondern 
auch   von  ihrer  Bewegung  abhängig   sind.     Man   hat  sich  daher 
genöthigt  gesehen,  in   diesem  Fall  complicirtere  Gesetze  der  Feme- 
wirkungen aufzustellen,    die  ausser  der  Masse  und  Entfernung  auch 
noch  die  Bewegung  der  Stromelemente  oder  von  ihr  abhängige  Grossen, 
wie  die  Stroraintensität,  enthalten.    Am  directesten  ist  dieser  Einfluss 
der  Bewegung^in  W.  Webers  elektrodynamischem  Grundgesetz  zum 
Ausdruck  gebracht,  in  welches  neben  der  Entfernung  r  sowohl  die 

-7-  j  wie  die  Geschwindigkeitsänderung  (-Tii)  ^'"' 
geht,  so  dass  dieses  Gesetz  die  Form  annimmt: 

*)  W.  Weber,  Poggendorffs  Annalen,  Bd.  156,  1875,  S.  1  ff . 
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welche,  wenn  die  beiden  letzten  Glieder  null  werden,  in  das  gewöhn- 
licle  Gesetz  der  Fernewirkungen,  das  auch  für  die  elektrostatischen 
^V^irkungen  gilt,  übergeht. 

Ein   zweites   Gebiet  von  Erscheinungen,    das   sich   der  Unter- 

or-<Jnung    unter    das    Newton  'sehe    Gesetz    entzieht ,     bilden    die 

M^  olecularwirkungen.     So  lange   der  Gesichtspunkt  der  Actio  in 

distans  und  die  statische  Auffassung  der  Körperzustände  herrschend 

watren,  suchte  man  hier  den  Erscheinungen  gerecht  zu  werden,  indem 

man  einfach  die  gewöhnliche  Kraftfunction  durch  eine  andere  ersetzte, 

welche  die  Eigenschaft  besass,  bei  der  Vergrösserung  der  Entfernung 

iiber  eine  bestimmte  Grenze  hinaus  sehr  rasch  abzunehmen  und  bald 

verschwindend  klein  zu  werden,  also  z.  B.  durch  eine  Function  von 

der  Form: 

-  l—Y' 

in  welcher  r  die  Entfernung  der  in  Wechselwirkung  stehenden  Masse- 
theilchen  ji  und  |i.',   a  den  Zwischenraum  zwischen  je  zwei  benach- 
barten Theilchen   und    n  und   m   zwei   sehr   grosse   positive  Zahlen 
bedeuten*).    Diese  Function  bleibt  nahezu  constant,  so  lange  r  nicht 
sehr  viel  grösser  als  a  ist;  sie  wird  aber  verschwindend  klein,  sobald 
r>na  geworden  ist.    Es  ist  selbstverständlich,  dass  eine  derartige 
Formel,    die   zwischen   den  Molecularkräften  und   den   femewirken- 
den Kräften  gar   keine  Beziehungen   statuirt,    obleich   sie  doch  für 
beide   auf  das  Princip   der  Actio   in   distans   zurückgeht,    nicht  be- 
friedigen kann.     Es  lag   daher   nahe,    diesen  Widerspruch   dadurch 
zu  vermeiden,     dass    man    die    specifische    Eigenthümlichkeit    der 
Molecularwirkungen   aus    der   Combination    zahlreicher   Kraftcentren 
erklarte.     So   sprach  Fechner  die  Hypothese  aus,   die  Potenz  der 
Kraftefunction    entspreche    der  Anzahl    der   Distanzfactoren   der  in 
Wechselwirkung   stehenden  Elemente,   für  2  Elemente    sei   sie   also 
-2,  fQr  3  =  6,  für  4  =  12,   für  5  =  20  u.  s.  w.     Dabei   lässt 
sich  zugleich  ein  dem  Gegensatz  anziehender  und  abstossender  Kräfte 
^tsprechender  Wechsel    des  Ausdrucks   gewinnen,   wenn   man    ent- 
S^gengesetzte  Richtungen  der  mitgetheilten  Bewegung  mit  entgegen- 
R^etzten    Vorzeichen    versieht.       Die    2    Elementen    entsprechende 


*)  Poisson,  Mem.  de  l'Aead.  T.  VIII,  p.  357. 
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zweite  Potenz,   die   eine  anziehende  Kraft   repräsentirt,   wäre  dem- 
nach als  Product  -\-  r  .  —  r  negativ  zu  nehmen,  ebenso  alle  höheren 
Potenzen,  welche  aus  einer  ungeraden  Zahl  von  Quadraten  zusammen- 
gesetzt   sind,    wogegen    diejenigen,    die    in    eine    gerade   Zahl  von 
Quadraten  zerlegt  werden  können,  positive  Vorzeichen  erhalten  und 
demnach  abstossenden  Kräften  entsprechen  würden''').    In  ähnlichem 
Sinne  hat  Buy s  Ballot  angenommen,  die  allgemeine  Kraftfunction 
werde   durch  eine  Reihe  repräsentirt,   die  nach  reciproken  Werthen 
der  aufsteigenden  Potenzen  von  r  fortschreite,   und   in  welcher  der 
Wechsel  der  Vorzeichen  dem  Wechsel  anziehender  und  abstossender 
Kräfte  entspreche;   für   endliche  Distanzen   aber  verschwänden  alle 
Glieder  dieser  Reihe  mit  Ausnahme  des  ersten,    das  r^  enthalte**). 
Die   erste   dieser  Betrachtungen   scheitert  jedoch  an  der  praktischen 
Unmöglichkeit   ihrer  Durchführung;   die   zweite   besteht  lediglich  in 
der  Anwendung    einer   analytischen  Form,   die   sich   in  Folge  ihrer 
Allgemeinheit   zur  Darstellung  jeder  möglichen  empirischen  Gesetz- 
mässigkeit  eignet,    eben   darum   aber  nicht   den   Anspruch  auf  die 
Bedeutung  eines  allgemeinen  Naturgesetzes  erheben  kann. 

Allen  solchen  Versuchen,  ein  gleichförmiges  Gesetz  für  die 
Fernewirkung  der  Atome  aufzufinden,  wurde  schliesslich  durch  die 
von  der  neueren  mechanischen  Wärmetheorie  ausgehenden  Vor- 
stellungen der  Boden  entzogen.  Indem  dieselbe  die  Aeusserungen 
der  so  genannten  Molecularkräfte  als  Wirkungen  auffassen  lehrte, 
die  aus  der  Bewegung  der  Elemente  resultiren,  näherte  sich  für 
dieses  Gebiet  der  Begriff  der  Kraft  wieder  seinem  ursprünglichen 
Ausgangspunkte.  Er  verwandelte  sich  in  die  durch  den  directen 
Anprall  der  Theilchen  verursachte  Beschleunigung.  Dadurch  verlor 
er  aber  zugleich  an  unmittelbarer  physikalischer  Bedeutung.  Denn 
es  konnte  zwar  vorausgesetzt  werden,  dass  die  mechanischen  Gesetze 
des  Stosses  für  den  Anprall  der  Elemente  ihre  Gültigkeit  bewahren 
würden;  aber  bei  der  ungeheuren  Verschiedenheit  der  Bewegungs- 
zustände  der  Atome  und  ihrer  räumlichen  Vertheilung  war  es  unmög- 
lich an  ein  einfaches  Princip  zu  denken,  welches  die  Gesichtspunkte 
zur  Entwicklung  einer  gleichförmigen  und  für  alle  Fälle  ausreichenden 
Kräftefunction  hätte  darbieten  können.  Dafür  trat  zuerst  im  Gebiete 
dieser  Untersuchungen  der  Molecularphysik  ein  neuer,  dem  der  Kraft 


*)  Fechner,   Ueber   die  i)hvsikalische  und  philosophische  Atomenlehre- 
2.  Aufl..  S.  308  f. 

**)  Buys  Ballot,  Pogg.  Ann.,  Bd.  103.  S.  241. 
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verwandter  Begriff  hervor,  der  sich  bald  auch  fUr  das  Ganze  der 
Physik  von  grosser  Fruchtbarkeit  erwies:  der  Begriff  der  Energie. 
Seine  Bedeutung  liegt  hauptsächlich  darin,  dass  in  allen  den  Fällen, 
wo  die  Aufstellung  eines  Kraftgesetzes  ein  Ding  der  Unmöglichkeit 
ist,  die  Gewinnung  und  Anwendung  allgemeiner  Principien  in  Bezug 
auf  das  Verhalten  der  Energie  immer  noch  möglich  bleibt.  In  der 
heutigen  Physik  ist  daher  die  Ueberzeugung  zur  Herrschaft  gelangt, 
dass  die  allgemeinsten  Naturgesetze  überhaupt  nicht  in  irgend  welchen 
Eräffcefunctionen,  sondern  allein  in  Energiegesetzen  bestehen 
können.  Im  Zusammenhange  mit  dieser  Umgestaltung  der  An- 
schauungen ist  zuweilen  die  völlige  Elimination  des  Kraftbegriffs 
als  eine  Aufgabe  der  Zukunft  bezeichnet  worden,  wobei  man  meistens 
zugleich  auf  die  Dunkelheit  dieses  Begriffes  hinwies.  Hiergegen  ist 
jedoch  zu  bemerken,  dass  der  Begriff  der  Kraft  nur  dann  dunkel 
ist,  wenn  man  ihn  ohne  Noth  dazu  macht.  Als  Ausdruck  für  die 
durch  irgend  welche  Bedingungen  entstandene  wirkliche  oder  intendirte 
Beschleunigung  einer  Masse  ist  er  unentbehrlich,  wenn  man  lästige 
Umschreibungen  vermeiden  will.  (Vgl.  oben  S.  324.)  Es  ist  aber 
auch  klar,  dass  sich  der  Begriff  in  diesem  Sinne,  in  welchem  er 
durchaus  dem  von  Galilei  imd  Newton  eingeführten  Wortgebrauch 
entspricht,  zur  Aufstellung  universeller  Naturgesetze  nicht  eignet. 

b.   Die  Energiegesetze. 

Der  Begriff'  der  Energie  unterscheidet  sich  in  seiner  mechani- 
schen Bedeutung   von   dem  der  Kraft  wesentlich  dadurch,    dass  bei 
ihm   nicht,   wie   bei   diesem,    die   blosse  Veränderung  in   dem   Be- 
wegungszustand einer  Masse,  sondern  der  Effect  einer  Bewegung, 
also  die  geleistete  Arbeit  berücksichtigt  wird.    Nun  wird  die  Arbeit 
gemessen   durch   das   Product    der   Grösse   der  Kraft  in   die  Länge 
des  Weges,    auf  welchem    sie   eine  Masse   zu   beschleunigen   strebt. 
Unter  der  Energie   versteht  man   dann   die    in   einer  Masse   oder 
einem  Massensystem  vorhandene  Arbeitsfähigkeit.    Diese  Arbeits- 
ßhigkeit    kann    entweder    darin    begründet    sein,    dass    bestimmte 
fassen   in  Bewegungen   begriffen    sind,   die   sie  auf  andere  Massen 
übertragen  können,    wodurch  Arbeit  geleistet   wird;   oder  sie   kann 
uarin  bestehen,  dass  sich  eine  Masse  in  einer  Lage  befindet,  aus  der 

• 

^16  in  eine  andere  Lage  überzugehen  strebt,  wie  z.  B.  ein  gehobenes 
Gewicht  oder  eine  gespannte  Feder.  Im  ersten  Fall  bezeichnet  man 
^le  Energie   als  actuelle  oder  kinetische,   im   zweiten  Fall  als 
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potentielle  oder  als  Energie  der  Lage.  Die  kinetische  Energie 
ist  es,  die  man  auch  als  lebendige  Kraft  bezeichnet,  wonach 
dann  für  die  potentielle  der  Ausdruck  Spannkraft  gebildet  wurde. 
Diese  Ausdrücke  sind  deshalb  minder  geeignet,  weil  bei  ihnen  der 
Begriff  der  Kraft  in  einem  seiner  ursprünglichen  Bedeutung  ent- 
fremdeten Sinne  gebraucht  wird.  Die  lebendige  Kraft,  die  durch 
das  halbe  Product  der  Masse  in  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
gemessen  wird,  ist  etwas  von  der  wirklichen  oder  intendirten  Be- 
schleunigung durchaus  Verschiedenes;  sie  entspricht  der  Arbeit, 
welche  die  bewegte  Masse  leisten  kann,  und  deckt  sich  darum  voll- 
ständig mit   dem   oben   definirten  Begriff  der  Energie.     Auch  diese 

wird  gemessen  durch  das  Produkt  -^  w»^.    Es  kann  aber  dabei  die 

Geschwindigkeit  v  entweder  eine  actuelle  oder  eine  potentielle  sein, 
insofern  der  Masse  m  auch  dann  diese  Energie  zukommt,  wenn  sie 
in  eine  Lage  gebracht  ist,  aus  der  sie  in  eine  Bewegung  über- 
zugehen strebt,  durch  die  sie  die  Geschwindigkeit  v  erreicht.  Im 
allgemeinen  ist  zu  einer  solchen  Lageänderung  eine  gewisse,  durch  das 
Product  der  Kraft  k  in  den  zurückgelegten  Weg  $  messbare  Arbeits- 
leistung erforderlich.  Die  potentielle  Energie  kann  daher  ebensowohl 
durch   die   zu   ihrer  Erzeugung   erforderliche  Arbeit  A*  .  s   gemessen 

werden  wie  durch  die  actuelle  Energie   —  mv*,   in   die   sie   überzu- 

gehen  fähig  ist.  Sie  selbst  ist  lediglich  ein  Hülfsbegriff  zur  Ver- 
bindung verschiedener  zeitlich  getrennter,  aber  causal  zusammen- 
hängender Aeusserungsformen  actueller  Energie.  Für  sich  betrachtet 
ist  demnach  die  potentielle  Energie  eine  Summe  räumlicher  Be- 
dingungen, die  beim  Hinzutritt  einer  bestimmten  Ursache  die  Ent- 
stehung eines  gewissen  Quantums  wirklicher  Energie  herbeiführen. 
Auf  diese  Weise  führt  die  begriffliche  Entwicklung  der  beiden 
Formen  der  Energie  zum  Princip  ihres  üebergangs  in  ein- 
ander. 

Diesem  ersten  tritt  nun  in  Folge  der  Ausdehnung  des  Energie- 
begriffs auf  andere  Naturvorgänge,  Wärme,  Licht,  Elektricität, 
chemische  Verbindungen,  ein  zweites  Transformationsprincip  ^ 
Seite.  Es  besteht  in  dem  Satze,  dass  qualitativ  verschiedene  Formen 
der  Energie  nach  festen  quantitativen  Verhältnissen  in  einander 
übergehen;  und  dieses  Princip  der  Umwandlung  verschiedener  Formen 
actueller    Energie    erfährt    endlich    eine    Einschränkung    durch   em 

« 

drittes  Princip,   nach  welchem   die  Energiemenge,   die   durch  eine 
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beatiinmte  Transformation  entstanden  ist,  in  die  ursprüngliche  Energie- 
fairm  nur  dann  vollständig  zurückverwandelt  werden  kann,  wenn  der 
ernste  Uebergang  in  einer  Erzeugung  mechanischer  Energie  aus  anderen 
Energieformen  besteht,  in  welchem  Fall  neben  der  actuellen  Energie 
st^^ts  ein  gewisses  Quantum  potentieller  Lageenergie  entsteht,  von  denen 
di^    erstere  direct,    die  zweite  sobald  sie  in  Bewegungsenergie  über- 
gegangen  ist  vollständig  wieder  in   andere  Energieformen,  z.  B.  in 
W^£lrme,   umgewandelt  werden  kann.     Dagegen   können   die  übrigen 
Fomnen  actueller  Energie,   z.  B.  die  Wärme,   immer  nur  derart  in 
mechanische  Energie   zurück  verwandelt   werden,    dass  ein   der  Um- 
wc^ndlung   sich   entziehender  Rest  bleibt,   dessen  Grösse   durch   die 
Enreichung  der  Grenze  des  Energiegleichgewichts  zwischen  den  Theilen 
des  Systems,  in  welchem  sich  die  Transformation  vollzieht,  bestimmt 
wiird.     So   kann   durch   die  Einwirkung  eines    wärmeren    auf   einen 
kälteren  Körper  so  lange  mechanische  Energie  hervorgebracht  werden, 
^is    die   Temperatur    beider   Körper    gleich    geworden    ist.     Ist    die 
hierbei  verwendete  Wärme  selbst  aus  mechanischer  Energie  hervor- 
gegangen, so  ist  aber  der  auf  solche  Weise  nicht  wieder  in  mechanische 
Bewegung  zurückzuverwandelnde   Rest  zusammen    mit   der   bei   der 
Rückverwandlung  wirklich  gewonnenen  Summe  mechanischer  Energie 
gleich  der  ursprünglichen  Energiemenge. 

Das  allgemeine  Princip    der   Erhaltung   der  Energie   ist 
nun  nichts   anderes   als   eine  Zusammenfassung   der   erörterten   drei 
Principien :  erstens  des  Princips  der  Umwandlung  kinetischer  Energie 
in  Energie  der  Lage  und  umgekehrt,  zweitens  des  Princips  der  Um- 
wandlung  qualitativ   verschiedener  Energieformen   in   einander  nach 
äquivalenten  Verhältnissen,  und  drittens  des  Princips  der  Gleichheit 
der  aus  irgend  einer  andern  Energieform  gewonnenen  mechanischen 
Energie   mit  der   ursprünglichen  Energiemenge  plus   dem   mechani- 
schen Aequivalent  des  in  Folge  der  Bedingungen  des  Energiegleich- 
gewichts   der  Umwandlung   unzugänglichen  Restes.     In   dieser  all- 
gemeinen Form   kann    das  Princip   der  Erhaltung   der   Energie   zur 
Verknüpfung  der  Erscheinungen  benützt  werden,  ohne  dass  man  sich 
ober  die  inneren  Beziehungen  der  qualitativ  verschiedenen  Energie- 
formen irgend  welche  Rechenschaft  gibt,  *und  ohne  dass  man  dem- 
S^mäss   über  die  Materie   irgend   eine  andere  Voraussetzung  macht 
^Is  die,  dass  sie  das  unbestimmte  Substrat  aller  dieser  Energien  sei. 
^©Unoch   kann  sich   schon   das  Causalbedtirfniss   des   Physikers   bei 
®*Uer  solchen  Auffassung  nicht  befriedigen.    Die  Thatsache  der  Um- 
^'^dlung  der   qualitativ   verschiedenen   Energieformen    in    einander 


456  Logik  der  Physik 

fordert,   dass   man   über  das  Wie   dieses   üebergangs  Kechenschafl 
gebe.     Dazu  kommt  ein  zweiter  logischer  Grund  von  entscheidender 
Bedeutung,  derselbe  in  dem  die  mechanische  Naturansicht  überhaupt 
wurzelt.     Die  logische  Analyse  der  Widersprüche  in  den  ursprüng- 
lichen DingYorstellungen  nöthigte  zur  Elimination  der  Qualitätsunter- 
schiede der  Objecte  und  zu  ihrer  Reduction  auf  im  Raum  denkbare 
quantitative  Verhältnisse,  alo  auf  Lage-  und  Bewegungsvorstellungen. 
Damit  ist  auch  die  Annahme  gegeben,  dass  alle  andern  Formen  der 
Energie  nur  moleculare  Formen   der  Bewegungsenergie  seien,   eioe 
Annahme  die  zugleich  die  centrale  Stellung,  die  bei  der  Anwenduog 
des  Transformationsprincips  die  mechanische  Energie  einnimmt,  yer- 
standlich  macht.    Dass  die  Theorien  über  die  Beschaffenheit  der  den 
verschiedenen  Energieformen  zu   Grunde   liegenden   Molecularbewe- 
gungen  noch   nicht   durchgängig    zu   übereinstimmenden   Annahmen 
gelangt  sind  und  ohne  Zweifel  sogar  niemals   zu  völlig   eindeutigen 
Feststellungen  gelangen  werden,  bildet  dagegen  um  so  weniger  einen 
Einwand,   als   sich  immerhin   der  Weg   der  kinetischen  Molecular- 
hypothesen   in   der   Verknüpfung  verschiedener  Erscheinungsgebiete 
fruchtbar    erwiesen    hat,     während    das    Energiegesetz    allein   hier 
immer   nur  zur   Aufstellung    allgemeiner   quantitativer    Beziehungen 
ohne  jeden  vorstellbaren  Inhalt  gelangen   kann,     üebrigens  bezeugt 
zugleich  die  Geschichte  des  Energieprincips,  dass  dieses  selbst  ledig- 
lich auf  dem  Wege  jener  logischen  Elimination  der  Qualitätsbegriffe 
aus   dem  Objectbegriff,   welche   den  der  mechanischen  Naturansicht 
entsprechenden  Hypothesen  ihren  Ursprung  gegeben  hat,  entstanden 
ist,    ähnlich    wie    ja    auch    schon    die   allgemeinsten   Abstractionen 
der    mathematischen   Mechanik    auf    sie   zurückführen.      Denn  seit 
Leibniz  ist  das  Energieprincip  trotz  des  scheinbaren  Widerspruchs 
mit  der  Erfahrung  immer  und  immer  wieder  als  Postulat  hingestellt 
worden,  bis  es  sich  endlich  durch  die  Erweiterung  und  Berichtigung 
der  Erfahrung  siegreich  die  Bahn  gebrochen  hat.    Wäre  es  aber  als 
logisches  Postulat  nicht  vorhanden  gewesen,  so  würde  es  bei  seiner 
Zusammensetzung  aus  mehreren  zunächst  unverbunden  neben  einander 
stehenden  Transformationsprincipien    mit   ihrer  Beschränkung  durch 
das  Princip   der  Reste   vielleicht  niemals  entstanden   sein,   wie  sich 
ja  denn  auch  alle  Begründungen  desselben  von  Leibniz  bis  herab 
auf  R.  Mayer   und  Helmholtz   nicht   oder   doch   nur  in  zweiter 
Linie   auf  die  Erfahrung,   in    erster   aber  auf  die  absolute  Constanz 
der  Eigenschaften   der  Materie  berufen.     In  der  That,   sobald  man 
zu  der  Erkenntniss  durchgedrungen  war,    dass  uns  die  Materie  nnr 
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irch  ihre  Wirkungen  gegeben  sei,  und  dass  sie  demnach  lediglich 
s  das  Wirkungsfähige  im  Raum  definirt  werden  könne,  so 
lirte  die  der  Begründung  der  Mechanik  und  mechanischen  Physik 
i  Grunde  liegende  üebertragung  der  Constanz  und  Congruenz  der 
igenschaften  des  Raumes  auf  die  Materie  von  selbst  zu  der  Forde- 
mg  einer  Constanz  ihrer  Wirkungsfähigkeit  oder  Energie,  die  sich 
m,  wie  vor  allem  die  frühe  Schöpfung  des  ergänzenden  BegrifiTs  der 
)tentiellen  Energie  lehrt,  gegen  alle  Widersprüche  der  Erfahrung 
irchsetzte. 

Alle  jene  Vortheile,  die  man  sich  früher  von  einer  universellen 
räftefunction  vergeblich  versprochen  hatte,  bietet  nun  das  allgemeine 
Qergiegesetz  in  Wirklichkeit  dar.  Vermöge  seiner  Allgemeingültig- 
st eignet  es  sich  zur  Verknüpfung  der  verschiedenartigsten  Er- 
heinungen,  und  vermöge  seiner  Allgemeinheit  gestattet  es  noch 
Jche  Vorgänge  festen  quantitativen  Beziehungen  unterzuordnen,  die 
IS  hinsichtlich  der  elementaren  Bewegungsformen,  aus  denen  sie 
stehen,  völlig  unbekannt  sind.  Vor  aUem  aber  gewinnt  das  Energie- 
*incip,  indem  es  den  Charakter  eines  allgemeinen  Erfahrungsgesetzes 
it  demjenigen  eines  a  priori  gültigen  Postulates  verbindet,  die  Be- 
mtung  eines  für  die  Deduction  der  physikalischen  Erscheinungen 
^eigneten  obersten  methodologischen  Grundsatzes,  mit  welchem  alle 
nzelnen  Sätze  in  Uebereinstimmung  bleiben  müssen,  sofern  ihnen 
n  Anspruch  auf  wahrscheinliche  Gültigkeit  zukommen  soll. 

c.   Die  physikalischen  Grenzbegriffe. 

In  den  allgemeinen  Voraussetzungen  über  das  Substrat  der 
aturerscheinungen  liegt  die  Quelle  zur  Bildung  zweier  physikali- 
her  Grenzbegriffe,  die  den  beiden  Zahlgrenzen  auf  mathematischem 
ebiete  entsprechen.  (Vgl.  Abschn.  II,  S.  150.)  Der  untere  Grenz- 
^griff  bezieht  sich  auf  das  Element  der  Materie,  der  obere  auf 
e  Gesammtmasse  derselben  oder  die  Totalität  des  Uni- 
er sums.  Die  Hypothesen  über  die  Materie  genügen  für  sich 
lein  nicht,  um  diese  beiden  Begriffe  widerspruchslos  zu  gestalten, 
mdem  es  sind  neben  ihnen  die  Kraft-  und  Energiegesetze  zu  be- 
Icksichtigen ,  die  hier,  wo  es  sich,  wie  bei  allen  Grenzbegriffen, 
or  um  Postulate  unseres  Denkens  handeln  kann,  diesem  seine 
ichtung  anweisen  müssen. 

Bei  dem  unteren  Grenzbegriff  findet  jene  Wechselbeziehung 
arin  ihren  Ausdruck,   dass   der  allgemeine  Begriff  des  Atoms  als 
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dass  hieraus  das  Streben  entsteht,  denselben  so  wenig  wie  möglich 
von  den  Erscheinungen  selbst  abweichen   zu    lassen.     Dies  Streben 
isfc    den  entgegengesetzten  Hypothesen  gemeinsam,  aber  es  bemächtigt 
sio^li  verschiedenartiger  Bestandtheile  derselben.  Die  Contacthypothese 
nixximt  neben   den   nomiualistisch   gefassten   Elementarbegriffen    ein 
anschauliches  Substrat   an,    das,   für   die   mathematische  Deduction 
Bicslit  erforderlich,  nur  jenem  Streben  der  Uebereinstimmung  seinen 
Finsprung   verdankt;    die  Atomistik   stattet  in  ihren  meisten  Oestal- 
tuixigen   die   Elemente   selbst  mit  anschaulichen   Eigenschaften   aus. 
ÜTxxn  haben  wir  oben  gesehen,   dass  das  Streben  nach  Anschaulich- 
keit  in    diesem   Falle    in   unvermeidliche   Widersprüche   verwickelt. 
Darin  liegt  das  Zugeständniss ,  dass  die  Materie  nur  eine  begriff- 
liche Fassung  zulässt,    d.  h.  dass  sie  nur  als  Substrat  bestimmter 
Wirkungen  zu   denken   ist.     Mit   der  Beseitigung   der  überflüssigen 
^schaulichen  Zugaben,  mit  denen  Nominalismus  und  Brcalismus  hier 
gleicherweise    den    Begriff   der    Materie    versehen,    verschwinden 
Äher  die  Gegensätze  dieser  Anschauungen  selbst.  Der  Contact- 
hypothese   wie   der  Atomistik   bleiben   allein  Kraftcentren   und   ihre 
Wirkungssphären   als  rein   begriffliche   Feststellungen,    die   erst   in 
Verbindung  mit  den  an  sie  geknüpften  Kraft-   und  Energiegesetzen 
anschauliche  Erfolge  herbeiführen. 

Von  wesentlich  anderem  Charakter  ist  der  Gegensatz,  in  dem 
sich  die  philosophische  Fassung  der  Continuitätshypothese  zu  den 
atomistischen  Vorstellungen   befindet.     Da  sie  die  Materie  zu  einem 
continuirlichen   und   zugleich  ins    unendliche   theilbaren  Kraftträger 
macht,   hebt   sie   die   allen    physikalischen  Hypothesen   gemeinsame 
Toraussetzung  auf,    dass  jeder  endliche  Theil  der  Materie  aus  einer 
endlichen  Anzahl    von   Kraftcentren   bestehe.     So   entwickelt   sich 
hier  ein  Streit,  welcher  dem  nachher  zu  erörternden  über  die  End- 
lichkeit   oder    Unendlichkeit    der   Totalität   des  Universums    analog 
ist.    In  Bezug  auf  die  Elementarbegriffe  löst  sich  aber  dieser  Streit 
durch  die  Bemerkung,  dass  sich  beide  Auffassungen  auf  verschiedene 
CF^enstände  beziehen.    Der  philosophische  Dynamiker  hat  die  Körper 
unserer  Anschauung  im   Auge;    er   behauptet,    dass    die   räumliche 
Zerlegung  eines  Körpers  nie  bei  einer  Grenze  anlange,   bei   der  sie 
Aufhören  müsste.     Der  Begriff  des  Physikers   dagegen   bezieht  sich 
*^f  das   hypothetische   Substrat  der  Erscheinungen ;    er  behauptet, 
^cht  dieses  Substrat  selbst,  sondern  die  ihm  beigelegten  Wirkungen 
Attesten  in  den  Eigenschaften  der  Körper  anzutreffen  sein.    So  wird 
^^  diesem  Fall   durch   eine   seltsame  Vertauschung  der  Rollen   der 
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Philosoph  zum  Empiriker  und  der  Empiriker  zum  Philosophen, 
kann  aber  kein  Zweifel  darüber  sein,  wem  die  Schuld  eines  err« 
loci  der  Begriffe  hierbei  aufgebürdet  werden  muss.  Die  Ueberei 
Stimmung  mit  den  Kraft-  und  Energiegesetzen  bildet  die  ei 
Richtschnur  für  die  Gestaltung  des  Begriffs  der  Materie.  D 
liegt  zugleich,  da  sich  jene  Gesetze  auf  raumliche  Wirkungen 
ziehen,  die  Uebereinstimmung  mit  den  allgemeinen  Eigenschaft 
des  Raumes.  Insofern  es  sich  aber  hier  überall  nur  um  begri 
liehe  Feststellungen   handelt,   kann  nur  eine  uebereinstimmung 


den  geometrischen  Raumbegriffen,  nicht  mit  unsern  Vorstellungen 
physischer   Körper  im  Räume   in  Frage   kommen.     Wie    schon    die 
Mechanik  an  geometrische  Abstractionen  anknüpft,   so   werden  sich 
darum  auch  unsere  hypothetischen  Feststellungen   über   die  Materie 
mit   voller   Freiheit   solcher   Abstractionen    bedienen    dürfen.       -A^^ 
diese  Weise  wird  die  Antinomie   zwischen  Endlichkeit  und  Une^^*' 
lichkeit    bei    den   physikalischen   Elementarbegriffen   durch   die       ^' 
wägung   beseitigt,   dass   die   Abstraction   des   physikaUschen    Kirr^' 
punktes    als    eine    rein    begriffliche    Conception    sich    unmitte=  ^bar 
anschliesst  an  die  Abstraction  des  geometrischen  Punktes,  in  welc^Biei^ 
wir  uns  mit  der  Ausdehnung  zugleich  die  Theilbarkeit   aufgehc:^^^ 
denken.    Wie  der  geometrische  Punkt  den  durch  unsere  Gedan^^®^' 
thätigkeit  fixirten   Ort   im   Räume,    abgesehen   von   den    object^Sven 
Hülfsmitteln  der  Ortsbestimmung,  so  bezeichnet  das  Atom  als  Ki —  aft- 
centrum   den   von   unserm   Denken   postulirten   causalen   Ausgarrr^gs- 
punkt  eines  Bewegungsvorganges. 

Hat  die  Physik  den  Widerstreit  zwischen  Endlichkeit  und  Un- 
endlichkeit bei  dem  unteren  Grenzbegriff,  gezwungen  durch  <li^ 
Forderungen    der  Naturerklärung,    praktisch   gelöst,    so    treibt         nun 

aber  die  nämliche  Antinomie  bei  dem  oberen  Grenzbegriff  r »och 

immer  ihr  Spiel.  Die  Lösung  wird  hier  durch  den  Umstand  er- 
schwert, dass  in  die  Frage  über  Endlichkeit  oder  Unendlichkeit  ^^^ 
Weltganzen  der  Gegensatz  zwischen  jenen  beiden  Formen  der  Un^^^nd- 
lichkeit,  der  unvollendbaren  und  der  vollendeten,  sich  einmengt,  der  ^^^ 
schon  auf  mathematischem  Gebiete  begegnet  ist.  (Vgl.  S.  153,  2  2ö.) 
In  der  That  handelt  es  sich  in  den  von  Kant  aufgestellten  kos  ^^' 
logischen  Antinomien  nur  um  diesen  Gegensatz.  Zugleich  ist  ^==^"^^ 
dort  die  wahre  Natur  des  Streites  verhüllt  theils  durch  den  Parall^^"^' 
mus,  in  den  die  Antinomien  mit  der  Untersuchung  der  andern  tr^^°^' 
scendenten  Ideen  gebracht  sind,  theils  durch  den  Umstand,  c^^ 
Kant    selbst    den   Unterschied  jener    beiden   Unendlichkeitsbeg*^"^ 
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1   nicht   erkannt   hat'').     Tritt  man,    gestützt   auf  deren  mathe- 
ische   Unterscheidung,   an   Kants   Antinomien   heran,    so    fällt 
rt   in   die  Augen,    dass    der  Thesis  jedesmal  die  vollendete  Un- 
ichkeit,    das  Transfinite,    der  Antithesis   die   unvoUendbare  Un- 
ichkeit,  das  Infinite,  bei  ihrer  Argumentation  vorschwebt.    Nun 
las  Transfinite  auf  empirischem  Gebiete  ein  unvollziehbarer  Be- 
'.     Der  Durchschnittspunkt  zweier  Parallellinien  hat  geometrisch 
i  dann  noch  einen  Sinn,    wenn   wir  den  Parallelismus  als  einen 
kommenen    und    darum    die    Unendlichkeit    der    Entfernung    als 
absolute   auffassen.     Unter   parallelen   Lichtstrahlen   aber,    die 
einem  physischen  Punkt  im  Welträume   ausgehen,   können   wir 
er   nur   solche   verstehen,    deren  Divergenz   für   uns  unmerklich 
dem  Fixstern,    der   sie  aussendet,   können  wir  daher  höchstens 
relativ  unendliche  Entfernung   zuschreiben.     Irgend   ein   räum- 
oder  zeitlich  noch  so  entfernter  Ort  oder  Zustand    des  Univer- 
s   gebietet   unserem   unter   der  Leitung   der  Anschauungsformen 
des  Causalpriucips  handelnden  Denken,  über  denselben  hinaus- 
?hen;  aber  wollten  wir  uns  diesen  unendlichen  Progressus  wirk- 
vollendet  vorstellen,    so   würde   der  Begriff*  in  ein  rein  mathe- 
sches    Postulat    verwandelt    sein,     von    dem    für    physikalische 
cke  kein  Gebrauch  zu  machen  wäre.     Denn  unser  naturwissen- 
ftliches  Denken    steht  gleichzeitig  unter  der  Herrschaft  der  Er- 
itnissnormen   und   der   Erfahrung.     Verbieten   uns   die   ersteren, 
Zusammenhang    der   Erscheinungen   bei   irgend    einem    erreich - 
n  Punkte  aufhören  oder  beginnen  zu  lassen,  so  verbietet  es  uns 
letztere  nicht  minder,  diesen  unendlichen  Zusammenhang  anders 
i    als   einen   un vollendbaren   zu   denken.     Die  Thesis   in  Kants 
nomien  hat  darum  leichtes  Spiel,  wenn  sie  der  vollendeten  Un- 
ichkeit  gegenüber  an  der  Endlichkeit  der  Welt  festhält.    Ander- 
sind  wir   aber   ebenso   bei   unserer   räumlichen   und   zeitlichen 
lung  der  Erscheinungen  sowie   bei   ihrer   causalen  Verknüpfung 
ef ordert,  die  jeweils  erreichten  Grenzen  zu  überschreiten  und  in 
jm  Progressus  ohne  Ende  fortzufahren.    Der  Antithesis  wird  es 
T  wiederum  nicht  schwer,  wenn  sie  den  infiniten  dem  endlichen 
tbegriff*   vorzieht.     So    ist    der    ganze   Streit   ein   Scheingefecht, 
aus    der    doppelten    Natur    des    Unendlichen    entsprungen    ist. 
im    ist    nun    aber   auch    die   von   Kant    gegebene   Lösung,    die 


*)  Vgl.   meinc!  Abhandlung:    Kants  kosmologische*  Antinomien  und   das 
lern  der  Unendlichkeit,  Philos.  Stud.  II,  S.  495  ff. 
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beiden  Gegnern  in  gleichem  Masse  Recht  gibt,  indem  sie  die  Frag 
für  unentscheidbar  erkläi-t,  nicht  die  richtige;  sondern  auf  dem  Bodei 
von  Kants  eigener  Beweisführung  hat  die  Antithese  den  Vorzug 
deren  Aufstellungen  durch  die  Beweisführungen  der  These  gar  nich 
getroffen  werden,  während  diese  der  Macht  der  Gegenerörterungei 
nicht  widerstehen  kann.  Durch  diesen  Ausgang  ist  aber  für  un 
die  Sache  noch  nicht  entschieden.  Denn  in  Kants  Erörterunf 
sind  nicht  alle  Momente  berücksichtigt,  welche  die  physikalisch« 
Betrachtung  dem  Problem  der  kosmologischen  Unendlichkeit  ent 
gegenbringt.  Insbesondere  bedürfen  zwei  Punkte  einer  näherei 
Erwägung:  erstens  sind  die  drei  Beziehungen,  in  denen  die  Un 
endlichkeit  des  Universums  angenommen  werden  kann,  zeitlich* 
Dauer,  räumliche  Ausdehnung  und  Masse  der  Materie,  voi 
einander  zu  sondern ;  und  zweitens  muss  in  jeder  dieser  Beziehungei 
der  Einfluss  der  Kraft-  und  Energiegesetze  berücksichtig 
werden. 

In  der  Geschichte  der  Physik  hat  sich  sowohl  die  Annahm« 
der  Endlichkeit  wie  die  der  Unendlichkeit  der  Welt  selten  auf  jen« 
Bestandtheile  sämmtlich  bezogen,  sondern,  wenn  wir  'die  Zeit  al 
das  massgebende  Element  betrachten,  so  lassen  sich  auf  jeder  Seit< 
wieder  je  drei  Hypothesen  unterscheiden.  Die  Endlichkeits- 
hypothese nimmt  entweder  nur  die  Zeit  endlich,  Raum  und  Mass« 
aber  unendlich,  oder  sie  nimmt  Zeit  und  Masse  endlich,  den  Raun 
unendlich  an,  oder  sie  postulirt  ein  nach  Zeit,  Raum  und  Masse  end- 
liches Universum.  Ebenso  existirt  die  Unendlichkeitshypothes( 
als  eine  einfache,  in  Bezug  auf  die  Zeit,  als  eine  zweifache,  in  Bezu^ 
auf  Zeit  und  Raum,  oder  als  eine  dreifache,  in  Bezug  auf  Zeit 
Raum  und  Masse*).  Die  erste  dieser  sechs  Hypothesen  liegt  der 
von  Kant  in  seiner  „Theorie  und  Mechanik  des  Himmels''  ent- 
wickelten Anschauungen  zu  Grunde,  der  zweiten  scheint  sich  Laplace 
zuzuneigen,  die  dreifache  Endlichkeit  ist  in  den  meisten  neueren 
Speculationen  über  die  Erhaltung  der  Energie  im  Universum  voraus- 
gesetzt. Dagegen  könnte  die  dreifache  Unendlichkeitshypothese  die 
populärwissenschaftliche  genannt  werden;  sie  pflegt  in  denjenigen 
Kreisen  zu  herrschen,  in  denen  man  den  Vorurtheilen ,  welchen  dec 
Endlichkeitsbegriff  entsprungen  ist,  entwachsen  zu  sein  glaubt,  aber 
von  den  Schwierigkeiten  des  Unendlichkeitsbegriffs  keine  Vorstellung 

*)  Historische  Erläuterungen  zu  dem  Folgenden  finden  sich  in  meine -^ 
Aufsatze :  Ueber  das  kosmologische  Problem.  Vierteljahrsschrift  für  wissen«^"! 
Philosophie,  I,  S.  80  ff. 
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hat.     Die  Hypothese  der  einfachen  Unendlichkeit  findet  sich  in  ge- 
^v^issen  mystischen  Anschauungen  vertreten,  die  aus  der  Uebertragung 
tiranscendenter  Raumspeculationen  auf  physikalisches  Gebiet  hervor- 
gegangen sind.     Die  Annahme,   dass  das  Universum  nach  Zeit  und 
Baum  unendlich,   in  Bezug  auf  die  Masse  der  Materie  aber  endlich 
a^nzunehmen   sei,   hat   in   den   kosmologischen   Theorien  kaum   eine 
Berücksichtigung  gefunden.     Dennoch  ist  sie  es,   die  mit  den  hin- 
sichtlich der  Kraft-  und  Energiegesetze  gegenwärtig  angenommenen 
Voraussetzungen  vielleicht  am  besten  übereinstimmen  würde.     Dies 
zeigt  sich,  wenn  man  die  Folgerungen  erwägt,  die  sich  aus  den  zwei 
einander  am   meisten   entgegengesetzten  Hypothesen  der  dreifachen 
Endlichkeit  und  der  dreifachen  Unendlichkeit  ergeben. 

Die  Annahme,   dass  die  Materie  nach  Zeit  und  Raum  und  in 
Folge    dessen   auch   in  ihrer  Masse   begrenzt  sei,    stellt  an  unsere 
Anschauungsformen  wie   an   unser  begriffliches  Denken  gleich  un- 
erfüllbare Forderungen.    Da  Zeit  und  Raum  constante  Bestandtheile 
aller  Erfahrung  sind,  so  kann  auch  unser  Denken  in  der  Verknüpfung 
der  Erfahrungen  niemals  von  ihnen  abstrahiren.     Wollten  wir  aber 
eine  Grenze  von  Zeit  und  Raum  voraussetzen,   so  würde  darin  zu- 
gleich die  begriffliche  Fiction   einer  zeit-  und  raumlosen  Erfahrung 
oder  die  Forderung   eines  Denkens   von  unvorstellbarem  Inhalt  ge- 
geben sein.     Aus  der  Annahme  einer  Zeit-   und   Raumbegrenzung 
des  Universums  folgt  daher,  dass  auch  das  Causalprincip,  die  Form, 
in  welcher  unser  Denken  die  Erfahrungen  verknüpft,  zwischen  be- 
stimmten Grenzen  eingeschlossen  wäre.     In  den  älteren  kosmologi- 
schen Anschauungen  findet  diese  Begrenzung  ihren  Ausdruck  darin, 
dass  man  die  Idee  der  Schöpfung  und  des  Weltuntergangs  aus  dem 
Gebiet  der  religiösen    Vorstellungen   auf  das   der   Wissenschaft   zu 
übertragen  sucht.     Beide  Ereignisse  werden   dann  als  Glieder  einer 
höheren  Causalreihe  angesehen,  zwischen  denen  die  empirische  Cau- 
salitat  enthalten  sei.     Diese  Auffassung  krankt,   wie  der  damit  zu- 
sammenhängende  Leibniz'sche  Begriff  des  „Uebervernünftigen" ,   an 
dem  Widerspruch,  dass  man  die  Formen  unseres  Denkens  anwendet, 
während  man  sie  gleichzeitig  für  unanwendbar  erklärt.   In  der  neueren 
Zeit  hat  im  Gegensatze  hierzu   die  physikalische  Theorie  meist  an 
der  Ansicht  festgehalten,  dass  der  auf  dem  Boden  der  Endlichkeits- 
hypothese  vorauszusetzende  Anfang  der  Welt  nur  als  ein  bestimmter 
Ajifangszustand  gedacht  werden   könne,    über   dessen  Entstehung 
teine  Rechenschaft  zu  geben  sei.    Gewöhnlich  gilt  der  Nebelball  der 
'^nt-Laplace'schen   Hypothese   als   dieser  Anfangszustand.     Da  die 
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in  ihm  Torhandeue  Anordnung  der  materiellen  Elemente  die  causale 
Bedingung  zu  allen  weiteren  Veränderungen  in  sich  enthält,  so  wai 
es  logisch ,  diesem  Anfangszustand  nun  auch  einen  in  endlicher  Zeil 
erreichbaren  Endzustand  gegenüberzustellen,  wo  jede  mögliche  Ver- 
änderung abgelaufen  und  eine  Stabilität  des  Kosmos  eingetreten  sei 
Schon  Laplace  hat  ein  solches  Stabilitätsprincip  aufgestellt,  dsa 
aber  bei  ihm  bloss  eine  relative  Bedeutung  besass,  da  es  sich  aui 
die  Anordnung  und  die  Bewegungen  der  Körper  des  Sonnensystem! 
beschränkte  und  dagegen  den  physikalischen  Einzel?orgängen ,  alsc 
namentlich  auch  den  Lebenserscheinungen,  einen  unbegrenzten  Spiel« 
räum  weiterer  Entwicklung  Hess.  Jene  relative  Stabilität  meint« 
Laplace  schon  in  dem  gegenwärtigen  Zustand  des  Sonnensysteme 
erreicht  zu  sehen.  Die  aus  den  Energiegesetzen  gezogenen  Folge- 
rungen haben  diese  Annahme  nicht  bestätigt,  und  sie  haben  di< 
Herstellung  der  kosmischen  Stabilität  zwar  in  eine  betitU^htlich« 
Zeitfeme  gerückt,  dafür  aber  den  Stillstand  des  Ganzen  zu  einen 
um  so  durchgreifenderen  gemacht.  Die  hierher  gehörigen  Folge 
rungen  gründen  sich  auf  jene  Gesetze  der  Verwandlung  de: 
Energie,  nach  welchen  die  in  der  Natur  vorkommenden  Trans 
formationen  der  Naturkräfte  immer  nur  in  einer  Richtung  un 
beschränkt  stattfinden  können  (vgl.  S.  455).  Hieraus  ergibt  sich 
dass  der  Zustand  der  Welt  sich  fortwährend  im  Sinne  derjenigei 
Umwandlungen  verändern  muss,  welche  nicht  ohne  Rest  umkehrba: 
sind,  und  dass  so  schliesslich  eine  Grenze  erreicht  wird,  bei  de 
überhaupt  keine  Umwandlung  mehr  stattfinden  kann,  weil  ein  all 
gemeiner  Gleichgewichtszustand  eingetreten  ist.  In  diesem  End 
zustand,  in  welchem  der  Verwandlungsinhalt  der  Energie,  die  s« 
genannte  Entropie  der  Welt,  ihr  Maximum  erreicht  hat,  würd< 
vollständige  Temperaturgleichheit  herrschen,  und  es  würden  demnacl 
im  Sinne  der  kinetischen  Wärmetheorie  alle  Theilchen  der  Materi 
um  stabile  Gleichgewichtslagen  schwingen*).  Wäre  unter  solche) 
Bedingungen  noch  ein  menschlicher  Zuschauer  möglich,  so  würd 
aber  dieser  auch  keinen  Anlass  finden  den  Causalbegriff  zu  bildei 
da  sich  keine  Veränderung  ereignete,  welche  die  Frage  nach  ihre 
Ursache  erheben  liesse.  Diese  physikalische  Gestaltung  der  End 
lichkeitshypothese  führt  daher  ebenfalls  zu  [einer  empirischen  Be 
grenzung  des  Causalbegriffs.  Das  logische  Interesse  der  Deductioi 
liegt  jedoch   augenscheinlich   nicht   darin,    dass   sie   uns   etwa    ein 


*)  Clausius,  Abhandlungen  zur  mecbaniBchen  Wärmetheorie,  II,  S.  42 
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Vorstellung  von  dem  wirklich  zu  erwartenden  Ende  der  Dinge  er- 
wecken könnte,  sondern  dass  sie  für  ein  begrenztes  und  während 
einer  gewissen  Zeit  annähernd  unabhängiges  System,  wie  ein  solches 
vielleicht  unser  Sonnensystem  ist,  in  eben  dieser  Zeit  die  allgemeine 
Richtung  der  Energieyerwandlungen  angibt,  während  zugleich  die 
Ansicht,  welche  das  Universum  selbst  für  ein  begrenztes  System 
hält,  an  einer  speciellen  physikalischen  Folgerung  ad  absurdum 
geführt  wird. 

Stellt  man  sich  nun   dem  gegenüber   auf  den  Standpunkt  der 
Hypothese    der    dreifachen   Unendlichkeit,    so    begegnet    diese 
Schwierigkeiten  anderer  Art.   Wie  die  vorige  an  den  Energiegesetzen, 
*o  scheitert  sie  an  den  Kraftgesetzen.     Zwar  wird  bei  allen  Natur- 
«Bfken,   deren  Wirkung  eine   gewisse  Zeit   zu  ihrer  Fortpflanzung 
^odarf,   wie  Wärme   und   Licht,    die   Unendlichkeit   der   Masse   im 
^^endlichen  Raum  durch  die  Unendlichkeit  der  Zeit  compensirt.    So 
tann  z.  B.    an   einem  Punkt   die  Menge   der   durch  Strahlung  fort- 
gepflanzten Wärme  schon  deshalb  nicht  unendlich  gross  werden,  weil 
^  einer  unendlich  langen  Zeit  bedürfte,  bis  sich  von  den  unendlich 
entfernten  Massen  des  Weltalls  die  Wärme  bis  zu  dem  Punkt  fort- 
gepflanzt hätte,  während  überdies  durch  die  Vorgänge  der  Emission 
und   Absorption   ein   fortwährendes  Streben  nach  Ausgleichung   der 
Wärmeunterschiede  stattfindet.     Dagegen   gibt   es   eine  Naturkraft, 
für  welche    diese   Compensation   nicht   zutriff't,    weil    sie    nach    der 
gegenwärtig  gültigen  Annahme   keiner  Zeit   zu  ihrer  Fortpflanzung 
nöthig  hat:    die  Gravitation.     Merkwürdiger  Weise   hat  nun  hier 
die  Physik  dadurch  eine  Compensation  zu  erreichen  vermocht,   dass 
sie  der  momentanen  Fortpflanzung   durch   den   Raum   die  nämliche 
Wirkung  zuschreiben  musste,   die  bei  anderen  Naturkräften  im  Ge- 
folge der  zeitlichen  Fortpflanzung  eintritt.    (Vgl.  S.  434  f.)     Trotz- 
dem bleibt  die  Schwierigkeit,  dass  ein  unendliches  System,  so  lange 
man  kein  bestimmtes  Gesetz  der  Yertheilung  der  Massen  voraussetzt, 
^eder  einen  gemeinsamen  Schwerpunkt,  noch  überhaupt  einen  Punkt 
I^^t,  auf  den  die  sämmtlichen  relativen  Bewegungen    schliesslich  zu 
"ö^iehen  wären*).   Auch  schliesst  die  Hypothese,  dass  die  Gravitations- 
^^ii'kung  keine  Zeit  zu  ihrer  Fortpflanzung  bedürfe  und  daher  einen 
^^endlichen  Raum   nicht   nur  in  einer  endlichen,   sondern   sogar  in 


*)  üeber  die  Forderung  eines  solchen  Punktes  vgl.  meine  Schrift  über 
^^  physikalischen  Axiome,  S.  110,  und  C.  Neumann,  Ueber  die  Principien 
^^i-  Galilei-Newton'schen  Theorie.    Leipzig  1870.  S.  15. 

^nn dt,  Logik,  n,  l.   2.  Aufl.  30 
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einer  yerschwindend  kleinen  Zeit  durchlaufe,  offenbar  eine  voUendeie 
Unendlichkeit  ein. 

Die   erste   dieser  Schwierigkeiten   lässt  sich   durch  die  Hülfs- 
annähme   beseitigen,    dass   die   Dichtigkeit  der  Materie   von   einem 
bestimmten    Punkte    an    allmählich   ins  Unendliche  abnehme.     Die 
einfachste  Voraussetzung   wUrde   hier   die  Abnahme  nach  dem  Ver- 
hältniss  einer  convergirenden  unendlichen  Reihe  sein,  so  dass  zwar 
die  Ausdehnung   der  Materie   unendlich,    ihre  Masse    aber   endlich 
bliebe.     Denn  nicht  dieselben  logischen  Motive,  die  uns  verhindern, 
eine  endliche  Grösse  von  Raum  und  Zeit  zu  statuiren,  nöthigen  uns, 
auch   der  Masse    Unendlichkeit   zuzuschreiben,    da    der  materielle 
Substanzbegriff  hypothetisch  nach  Anleitung  der  Erfahrung  gebildet 
wird,   wobei   wir  der  Regel  folgen,  nichts  in  unsere  Voraussetzung 
aufzunehmen,  was  nicht  durch  das  Bedürfniss  der  causalen  ErkULrung 
der  Erfahrungen  gefordert  wird.    Wie  wir  auf  diese  Weise  dazu  ge- 
langen,  bei   der  Anordnung  der  Materie   im   Kleinen  leere  Räume 
zwischen  ihren  Elementen  anzunehmen,  so  könnten  wir  darum  auch 
in   Bezug    auf  ihre  Anordnung   im  Grossen   ohne  Widerspruch  zu 
einer  Hypothese  geführt  werden,   welche  die  Endlichkeit  der  Masse 
in  sich  schliesst,  indem  sie  entweder  eine  räumliche  Begrenzung  der 
materiellen   Welt  oder  eine  Vertheilung  derselben   im   unendlichen 
Räume   voraussetzt,    bei   der   die   Masse   endlich   bleibt.     Die   erste 
dieser  Möglichkeiten   würde  mit  der  physikalischen  Annahme,   das$ 
die  materiellen  Atome  vermöge  ihrer  Bewegungsenergie   überall  be- 
strebt sind   den  leeren  Raum  zu  erfüllen,   im  Widerspruche  stehen. 
Dagegen  würde  die  zweite,  wonach  die  Materie  dergestalt  um  einen 
bestimmten   Schwerpunkt   verteilt    wäre,   dass   ihre  Dichtigkeit  von 
einer  gewissen  Grenze   an  immer   mehr  und   zuletzt  ins  Unendliche 
abnimmt,  nicht  nur  mit  den  sonstigen  physikalischen  Voraussetzungen 
im  Einklänge   sein,    sondern   sie  würde   auch  der   allgemeinen  For- 
derung der  kosmischen  Mechanik  nach  einem  festen  Punkt,  auf  den 
alle  Bewegungen  bezogen  werden,  entsprechen.    Zugleich  könnte  das 
Gesetz   der  Constanz   der  Energie   die  Bedeutung  eines   universellen 
Naturgesetzes  bewahren;   denn   es   ist  klar,   dass   der  Begriff  einer 
solchen  Constanz  nur  bei  einem  endlichen  System  von  Massen  einen 
bestimmten  Sinn  besitzt.     Auf  der  andern  Seite  aber  würde  die  aus 
dem  Verwandlungsgesetz  gezogene  Folgerung  in  Bezug  auf  den  Still- 
stand der  kosmischen  Veränderungen  in  endlicher  Zeit  hinwegwegfallen, 
da  eine  solche  Folgerung   nicht  mehr  statthaft  ist,    sobald   sich  die 
Materie  über  einen  unendlichen  Raum  verbreitet.    Sollte  schliesslich 
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dieser  Hypothese  entgegengehalten  werden,  auch  die  Annahme  einer 
Abnahme  der  materiellen  Masse  nach  dem  Gesetz  einer  convergiren- 
den   Reihe  schliesse   eine    vollendete    Unendlichkeit    ein,    so   würde 
dieser  Vorwurf  durch  die  Bemerkung  zurückzuweisen   sein ,   dass  er 
auf  einer  Verwechslung   des  Endlichen  mit  dem  Messbaren  be- 
ruht.    Eine  Grösse  kann  endlich  sein,  ohne  dass  es  möglich  ist,  sie 
in  einer  bestimmten  Zahl  anzugeben.     Wir  können  aus  dem  Gesetz 
der  Vertheilung  der  Materie  schliessen,  dass  sie  von  endlicher  Masse 
sei,  ohne  diese  Masse  wirklich  messen  zu  wollen.     In  der  That  hat 
ja  in  der  obigen  Voraussetzung  der  Begriff  der  Masse  von  den  zwei 
Unendlichkeiten,  die  man  in  ihm  vereinigt  denken  kann,  der  unend- 
lichen Grösse  und  der  unendlichen  Ausdehnung  im  Räume,  nur  die 
erstere  verloren,  während  die  zweite  in  der  nämlichen  infiniten  Be- 
deutung erhalten  geblieben  ist,   die  Raum   und  Zeit  selbst  in  allen 
ibren  physikalischen  Anwendungen  besitzen  müssen. 

So  sehr  nun  aber  auch  die  gegenwärtig  gültigen  physikalischen 
Vorstellungen   einer  solchen  Gestaltung   des  kosmologischen  Grenz- 
begriffs das  Wort  zu  reden  scheinen,   so  soll  damit  doch  nicht  be- 
hauptet werden,   dass  sie  auch  die  logisch  vorzüglichste   sei,   oder 
dass  sie  muthmasslich  physikalisch  das  Feld  behaupten  werde.    Der 
Umstand,  dass  die  in  dem  Gravitationsbegriff  vorausgesetzte  vollen- 
dete Unendlichkeit  auf  diesen  Ausweg  führt,  berechtigt  zu  schweren 
Bedenken.   Ist  das  Transfinite  überhaupt  ein  physikalisch  unzulässiger 
Begriff,  so  kann  er  auch  nicht  auf  jenem  indirecten  Wege  der  zeit- 
losen Fortpflanzung  einer  Bewegungsenergie  eingeführt  werden.    So 
ergibt  sich  auch  von  dieser  Seite  die  Wahrscheinlichkeit,    dass  die 
Gravitation  auf  Fernewirkungen  zurückzuführen  sein  wird,   die  sich 
mit    sehr    grosser,    aber    nicht    unendlicher    Geschwindigkeit    fort- 
pflanzen.    Die  empirischen  Data   für  eine  solche  Annahme   müssten 
astronomischen  Beobachtungen  entnommen  werden.    Obgleich  solche 
bis  jetzt  noch   nicht  vorliegen,    so  ist   übrigens   die  Annahme   einer 
unendlichen  Geschwindigkeit  der  Gravitation  nicht  gefordert,  sondern 
es    ist  nur  die  Voraussetzung  gerechtfertigt,  dass  dieselbe  jeden  für 
Uns  messbaren   endlichen  Raum   in   verschwindender   Zeit  durch- 
dringt.    Als  eine  weitere  Folge  der  dreifachen  Unendlichkeit  würde 
dann  noch  die  eintreten,    dass  von    einer   universellen  Gültigkeit 
des  Gesetzes    der   Constanz    der    Energie,    wenn    man    unter    einer 
solchen  die  Gültigkeit  für  das  Ganze  der  Welt  versteht,  nicht  mehr 
geredet   werden   könnte.     Eine    physikalische    Grösse    ist    constant, 
^enn  sie  niemals  zu-  oder  abnehmen  kann.    Einer  unendlichen  Zahl 
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köunen   aber  beliebige   endliche   GrOssen  zugefügt   oder  abgezogen 
werden,   ohne  dass  sie  sich  darum  in  ihrer  GrOsse   verändert.     Das 
physikalische  Mass  der  Constanz  ist  also  überhaupt  nur  auf  endliche 
Grössen  oder  auf  abgeschlossene  Massensysteme  anwendbar.    Da  nun. 
die  einzelnen  kosmischen  Massensysteme  niemals  absolut  abgeschlossen. 


sein  können,  so  würde  unter  der  Voraussetzung  eines  dreifach  un- 
endlichen Universums  das  Energiegesetz  überhaupt  nur  eine  relative, 
für  gewisse  nach  Zeit  und  Raum  abgegrenzte  Theile  der  Welt  an- 
nähernd zutreffende  Gültigkeit  bewahren.   Es  versteht  sich  von  selbst-^ ,:rat 

dass  hierin   nicht  im  mindesten   ein  Widerspruch  gegen  jene  Vor^ ^^. 

aussetzung  liegt.     Vielmehr  zeigt  sich  gerade  an  den  aus  dem  Ver —  ^. 
Wandlungsgesetz  gezogenen  Folgerungen,   dass  die  an  ein  endlichem ^o^ 
System  geknüpfte  absolute  Gültigkeit  der  Energiegesetze  einer  Cor —  — ^. 
rectur  bedarf,   die   am  wirksamsten  durch   den  üebergang  zu  dei 
Begriff  der  dreifachen  Unendlichkeit  herbeigeführt  wird. 


Drittes  Capitel. 
Die  Logik  der  Chemie. 

1.    Die  chemischen  Methoden« 

a.    Allgemeine  Aufgaben  der  chemischen  Untersuchung. 

Indem  sich  die  Chemie  die  Aufgabe  stellt,    die  ErscheinuHft^^ 
zu  untersuchen,  die  mit  den  stofflichen  Eigenschaften  der  KÖ"^^^ 
zusammenhängen,  hat  sie  vor  allem  Rechenschaft  zu  geben  voa   ^^^ 
Eigenschaften  [der   einfachen   Stoffe,    der    durch   unsere  Hülfsn^-"*^ 
nicht   weiter   zerlegbaren   Elemente,   die  in   der  Natur  vorkom^^^^' 


Sie   hat   sodann   die   Bedingungen,   unter   denen   diese  Element^^ 
Verbindungen  zusammentreten,  sowie  die  Beziehungen  zu  ermit"^^  ' 
in  welchen  die  Eigenschaften  der  zusammengesetzten  Körper  zu  d^^^  , 
ihrer   Bestandtheile   stehen.     Damit   Hand   in  Hand   geht   die  ^^ 
suchung  der  Ursachen,   durch   welche  die  zusammengesetzten  S^^^"""""'^ . 
in  ihre  Elemente  zerlegt  werden,  sowie  die  Feststellung  der  ph--— ^^ 
kaiischen    Erscheinungen,    von    denen  die   Verbindungen    und  ^^^ . 
Setzungen   der   Körper   begleitet  sind.     Das   Ziel,    das   die    Ch^^'"^^ 


{ 
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litteist  der  Ergebnisse  aller  dieser  Einzeluntersuchungen  zu  erreichen 
offt,  ist  somit  im  allgemeinen  ein  doppeltes:  es  besteht  in  der  Kennt- 
iss  der  Stoffe  und  ihrer  Verbindungen,  und  in  dem  Studium  der 
'erbindungs-  und  Zerlegungs  p  r  o  c  e  s  s  e  und  ihrer  Begleiterschei- 
ungen.  Der  erste  Theil  dieser  Aufgabe  findet  seine  Verwirklichung 
1  einem  System  der  chemischen  Verbindungen,  der  zweite 
1  einer  Theorie  der  chemischen  Stoffbewegungen. 

Die  Existenz  der  chemischen  Verbindungen  legt  unmittelbar 
ie  Annahme  eigenthümlicher  Anziehungen  zwischen  den  Bestand- 
teilen derselben  nahe.  Diese  Annahme  findet  in  dem  BegrüBT  der 
hemischen  Affinität  ihren  Ausdruck,  einem  Begriff  den  die 
hemie  schon  in  ihren  Anfängen  gewonnen  hat,  und  der  eben  des- 
alb an  und  fUr  sich  völlig  unbestimmt  ist,  da  er  die  Ermittelung 
er  Ursachen  chemischer  Verbindungen  durchaus  der  näheren  Unter- 
Qchung  vorbehält.  Von  den  beiden  Theilen  des  chemischen  Lehr- 
gebäudes, in  welchem  diese  Untersuchung  abschliesst,  dem  System 
ler  chemischen  Verbindungen  und  der  Theorie  der  chemischen  Stoff- 
oewegungen,  ist  es  speciell  der  letztere,  dem  die  Beantwortung  der 
Präge  nach  dem  Wesen  der  Affinität  zufällt.  Nun  kann  erst  mit 
Hülfe  dieser  Theorie  eine  rationelle  Classification  der  Verbindungen 
gewonnen  werden,  während  doch  auch  die  Erkenntniss  der  Stoff- 
bewegungen eine  gewisse  Uebersicht  der  Verbindungen  voraussetzt, 
äierdurch  entsteht  efne  ziemlich  verwickelte  Wechselwirkung  beider 
[Jntersuchungsgebiete.  In  den  Anfängen  und  zum  Theil  noch  in 
lem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissenschaft  ist  der  Einfiuss  der 
systematischen  Classification  auf  die  theoretischen  Anschauungen  der 
vorwaltende ;  doch  ist  die  umgekehrte  Rückwirkung  in  der  neuesten 
Entwicklung  der  Chemie  zu  erhöhter  Bedeutung  gelangt.  Insofern 
lie  Kenntniss  der  quantitativen  Verbindungsverhältnisse  der  Stoffe, 
iie  das  System  bietet,  an  und  für  sich  schon  gewisse  Aufschlüsse 
iber  die  aus  der  Affinität  der  Elemente  hervorgehenden  Gleichgewichts- 
Eustände  gewährt,  pflegt  man  wohl  auch  die  aus  solchen  Betrach- 
iungen  hervorgehenden  theoretischen  Anschauungen  einer  chemi- 
schen Statik  zuzurechnen  und  dieser  die  eigentliche  Theorie  der 
Stoff bewegungen  als  chemische  Dynamik  gegenüberzustellen. 
Da  wir  nun  auf  die  Art  der  Stoffbewegungen  hauptsächlich  aus  den 
begleitenden  thermischen,  optischen,  elektrischen  Erscheinungen  sowie 
ans  den  Veränderungen,  die  bei  den  chemischen  Umsetzungen  in  den 
physikalischen  Constanten  der  Körper,  in  ihrer  Dichtigkeit,  Wärme- 
capacität,  ihrem  Brechungs-  und  elektrischen  Leitungsvermögen  u.  s.  w., 
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einia-eten,  Rückschlüsse  machen  können,  so  sieht  sich  bereits  die 
chemische  Statik,  noch  mehr  aber  die  Dynamik  genöthigt,  physi- 
kalische Untersuchungen  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Dies  hat  zunächst 
zur  Abtrennung  einer  «physikalischen  Chemie*  Veranlassung  ge- 
geben, einer  Uebergangsdisciplin ,  die  aber,  in  dem  Masse  als  sie 
auf  die  allgemeine  Richtung  der  chemischen  Wissenschaft  Einfluss 
gewann,  wieder  in  eine  allgemeine  oder  theoretische  Chemie 
sich  umwandelte. 

Die  Chemie  ist  diejenige  Naturwissenschaft,  in  der  die  Methoden 
der  Induction  ihre  schärfste  Ausprägung  gefunden  haben.   Aeussere 
und  innere  Ursachen  wirken  hierbei  zusammen.     Wie  die  deductive 
Natur  der  Mathematik   und   theoretischen  Physik   wesentlich  durch 
die   klare  Erkenntniss   der  mathematischen  und  mechanischen  Prin- 
cipien  bedingt  ist,  von  denen  die  Erklärung  ausgehen  kann,  so  ver- 
dankt umgekehrt  die  Chemie  ihre  methodischen  Eigenschaften  zum 
Theil   der  Unsicherheit,    in  der  man  sich  in  ihr  über  die  nothwen- 
digen   principiellen  Voraussetzungen  befindet,   noch  mehr  aber  dem 
Umstände,    dass   in  ihr  das  inductive  Verfahren  besonders  günstige 
Bedingungen  vorfindet.     Während  bei  physikalischen  Problemen  alle 
Einzelaufgaben  innig  in  einander  eingreifen,   so  dass  sich  meist  bei 
einer   und   derselben   Untersuchung  verschiedene   logische  Methodei 
combiniren,    sondern   sich  auf  chemischem    Gebiete    deutlicher    die- 
einzelnen    Verfahrungsweisen.       Denn     die    Stoffbestandtheile    sind, 
in    gewissem    Sinne    stabiler   als    andere    Naturerscheinungen.      Si 
gestatten   es   der   Forschung,   die  Probleme,    die   sich  ihr  in  Bezu 
auf  die  materielle  Zusammensetzung  der  Körper  darbieten,  in  regel 
massig  geordneter  Folge   von  Stufe  zu  Stufe   zu   lösen,   und   selb 
in  solchen  Fällen,  wo  die  späteren  Aufgaben  noch  nicht  lösbar  sind  - 
bieten   die   zunächst   zugänglichen    ein   hinreichendes   Interesse  dar^ 
um  sie  selbständig  in  Angriff  zu  nehmen.    So  kommt  es,  dass  schoi 
die  der-  Induction  als  vorbereitende  Hülfsmittel  dienenden  Methodei 
der  Analyse  und  Synthese  namentlich  in  Bezug  auf  ihre  elemen 
taren    Formen    innerhalb    der   chemischen   Forschung   klarer   als  irr:  -n 
irgend  einem  andern  Qebiete  entwickelt  sind. 

b.    Die  chemische  Analvse. 


r 


Die  erste  Frage,  mit  der  wir  an  die  Untersuchung  der  sto 
liehen  Eigenschaften  eines  Körpers  herantreten,  ist  die  nach  sein 
Zusammensetzung  aus  einfacheren  Bestandtheilen.     Die  Analyse  is*   — ^* 
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daher  historisch  die  zuerst  zur  Ausbildung  gelangte  chemische  Me- 
thode, und  sie  bleibt  fortan  diejenige  die  bei  einer  concreten  Unter- 
suchung  allen   andern  voranzugehen  pflegt.     In  den  alchemistischen 
Anfängen  der  Chemie  war  sie  noch  getrübt  durch  die  aus  der  Ari- 
stotelischen Elementenlehre  überkommene  Annahme  einer  Verwand- 
lungsfahigkeit  der   einfachen  Stoffe.     Erst  Robert  Boyle   stellte, 
indem   er   diese  Annahme  beseitigte,    der  chemischen  Untersuchung 
<3as  bestimmte  Ziel,  die  unveränderlichen  Elementarbestandtheile  der 
Körper  nachzuweisen.     Er   wurde  dadurch  der  eigentliche  Schöpfer 
der  chemischen  Analyse,  die  er  zum  ersten  Mal  mit  diesem  Namen 
in    die  Wissenschaft  einführte*).     Seine  Analyse  ist  aber  noch  aus- 
schliesslich eine  qualitative:  sie  begnügt  sich  mit  dem  Nachweis 
der   Bestandtheüe   einer  Verbindung.     Dennoch  lag  bereits  in   den 
corpuscularen  Vorstellungen,  die  sich  dieser  Chemiker  von  dem  Wesen 
der  Verbindungen  machte,  der  Keim  zu  der  Entwicklung  messender 
Untersuchungen.     Indem   er  sich   nämlich  die  Körper  aus  kleinsten 
und  unveränderlichen  Theilchen  bestehend  dachte,  von  deren  wechsel- 
seitigen Anziehungen  alle  Verbindungs-  und  Zersetzungserscheinungen 
abhingen,    wurde   unmittelbar  die  Frage  nahe  gelegt,   in  welchen 
Mengeverhältnissen   sich  die    Theilchen   verschiedener   Elemente   in 
den   zusammengesetzten  Körpern  verbinden.     Noch  aber  fehlte  dem 
Zeitalter  Boyles   die  bestimmte  Idee   der  Verbindung  der  Elemente 
nach   Constanten  Gewichtsverhältnissen.     Erst   die  Chemiker  des 
18.   Jahrhunderts,   ein   Bergmann   und  Wenzel,    die  von  dieser 
Idee    ausgingen,    wurden    dadurch    Urheber    der    quantitativen 
Analyse.    Diese  blieb  jedoch  in  ihrem  Fortschritt  gehemmt,  so  lange 
die  phlogistische  Verbrennungstheorie  durch  die  Annahme  eines  Stoffs 
von  negativer  Schwere,  des  Phlogiston,  die  Ausbildung  folgerichtiger 
Yorstellungen  über  die   chemischen  Verbindungserscheinungen  un- 
möglich machte.      Indem   Lavoisiers   Verbrennungstheorie    diese 
Unklarheit  beseitigte,   bestätigte  sie  zugleich  nach  vorübergehenden 
Kämpfen  die  Voraussetzung,  dass  die  constanten  ßewichtsverhältnisse 
der  Elemente  einer  Verbindung  einfachen  und  regelmässigen  Zahlen- 
Verhältnissen  entsprechen.     Durch  dieses  Gesetz  der  multiplen  Pro- 
portionen wurde  nunmehr  der  quantitativen  Analyse  eine  Reihe  be- 
stimmter Aufgaben  gestellt  und  zugleich  der  Weg  gezeigt,  auf  dem 
oait  ihrer  Hülfe  ein  auf  die  dauernden  Affinitätswirkungen  der  Ele- 
oaente  gegründetes  System  der  chemischen  Verbindungen  zu  erreichen 


*)  Vgl.  Kopp,  Geschichte  der  Chemie,  II,  S.  58. 
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war.  So  ist  hier  Ton  Stufe  zu  Stufe  die  Ausbildung  der  analytiaclien 
Methoden  von  Ideen  ausgegangen,  die  ursprQnglich  einen  hypo- 
thetischen Charakter  besassen,  dann  aber  in  Folge  der  empirischen 
Bestätigungen  die  sie  erfuhren  den  Werth  von  Principien  gewannen, 
die  fOr  alle  einzelnen  Verfahrungsweisen  massgebend  wurden.  Das 
Gesetz  der  ünveränderlichkeit  der  Stoffelemente  bildete  die  Grund- 
lage einer  rationeUen  qualitativen  Analyse;  aus  dem  Gesetz  der 
Verbindung  nach  constanten  Gewichtsyerhältnissen  gingen  die  ersinn 
Anfänge  der  quantitativen  Analyse  hervor,  und  das  Gesetz  der  mul- 
tiplen Proportionen  lieferte  endlich  die  stöchiometrischen  Grund- 
sätze, die  für  die  Verwerthung  der  Resultate  dieser  Analyse  mass-  1 
gebend  wurden. 

Als  sich  die   chemische  Untersuchung  in  den  Anfangen  ilu^r 
Entwicklung  befand,   lag  ihre  grosste  Schwierigkeit  darin,  dass  die 
elementaren    Bestandtheile    der    Körper    erst    aufgefunden    werden 
mussten,  während  doch  die  methodische  Zerlegung  einer  Verbindung 
in  ihre  Bestandtheile  eigentlich  schon  eine  Kenntniss  der  Elemente 
und  ihrer  Eigenschaften  voraussetzt.  Darum  machen  hier  die  frühesten 
analytischen   Versuche    in    viel    höherem   Grade  als  im  Gebiet  der 
physikalischen  Forschung  den  Eindruck  eines  unsichem  Umhertastens. 
Der  einzige  einigermassen  zuverlässige  Weg  war,  dass  man  zunäcbst 
die  Eigenschaften  solcher  Stoffe  untersuchte,   die  sich  den  gewöhn- 
lichen Trennungsmitteln  gegenüber  als  unzerlegbar  erwiesen  hatten, 
und   dass   man   nun   nachforschte,   welche  unter  den  so  gefundenen 
Elementen  aus  einer  gegebenen  Verbindung  sich  ausscheiden  Hessen 
oder    an    deren    Eigenschaften    wieder    zu    erkennen    seien.      Der 
Durchführung  dieser  Methode  stand  aber  die  mangelhafte  Ausbildung 
der  analytischen  Operationen  im  Wege.     Die  früheste  Chemie,  voo 
der  Metalluntersuchung  ausgehend,  kannte  fast  nur  die  Schmelzung' 
in   der  Hitze,   meist  unter  Beihülfe   zufällig  als  nützlich  erfundenet^ 
Zusätze   zu   den   Metallerzen   oder]  Legirungen,    ein  Verfahren   das 
ausschliesslich  der  Ausscheidung  des  edleren  Metalls  aus  Verbindungen 
oder   Gemengen   diente.     Allmählich  gesellte  sich  dazu  die  Anwen- 
dung   der    einfachsten    physikalischen    Hülfsmittel    zum    Behuf   der 
Isolirung    bestimmter    Verbindungen    von    andern,    mit    denen    sie 
mechanisch  gemengt  vorkommen:  so  die  Sublimation  und  Destillation 
für  die  Trennung  flüchtiger  Stoffe,  der  Gebrauch  der  Lösungsmittel 
zum  Zweck  der  Scheidung  der  unlöslichen  von  den  löslichen  Bestand- 
theilen.     Zuletzt  wurde  die  dritte  und  wichtigste  Classe  analytischer 
Operationen   ausgebildet,    darin   bestehend   dass  man  die   zu   unter- 
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Suchenden  Stoffe  an  den  Erscheinungen  erkennt,  die  sie  in  Folge 
der  chemischen  Wechselwirkung  mit  andern  Stoffen  von  bekannten 
Eigenschaften,  den  so  genannten  Reagentien,  darbieten.  Die 
chemische  Einwirkung  des  Reagens  kann  hierbei  wieder  durch  erhöhte 
Temperatur  oder  durch  Lösung  vermittelt  werden.  Diese  dritte 
Methode  ist  für  die  analytische  Chemie  die  weitaus  fruchtbarste  ge- 
worden; ihr  gegenüber  hat  namentlich  die  zweite  mehr  den  Charakter 
eines  vorbereitenden  Hülfsmittels  angenommen,  welches  dazu  dient, 
die  chemischen  Verbindungen  eines  Gemenges  in  gewisse  Gruppen 
zu  trennen,  die  dann  gesondert  der  näheren  Analyse  mittelst  der 
Reagirmethode  unterworfen  werden.  Die  letztere  aber  gestattet  es 
theils  durch  die  Niederschläge,  welche  die  aus  der  Einwirkung  der 
Reagentien  hervorgehenden  Verbindungen  bilden,  theils  durch  die 
charakteristischen  Färbungen,  welche  die  Verbindungen  annehmen, 
die  verschiedenen  Bestandtheile  eines  untersuchten  Körpers  zu  erkennen. 
Femer  macht  es  die  Combination  mit  der  Lösungsmethode  möglich, 
allmählich  aus  einer  complicirten  Stoffverbindung  alle  einzelnen  Bestand- 
theile theils  direct  theils  mit  Hülfe  chemischer  Bindung  zu  isoliren, 
indem  man  die  zuerst  erhaltenen  Niederschläge  mit  Lösungsmitteln 
behandelt,  in  den  gewonnenen  Lösungen  wieder  Niederschläge  hervor- 
bringt, u.  s.  w.  Durch  dieses  Verfahren  der  successiven  Isolirung  der 
Stoffe  wird  die  Reagirmethode  namentlich  auch  das  wirksamste  Hülfs- 
mittel der  quantitativen  Analyse. 

Dagegen  liegt  es  in  dem  Wesen  dieser  Methode,   dass  sie  in 

der  Regel  nicht  zu  einer  vollständigen  Zerlegung  der  Körper  in  ihre 

einfachen   Bestandtheile  zu   führen  vermag.     Indem  sie  nämlich  im 

allgemeinen  die   gegebenen  Verbindungen  in  andere  Verbindungen 

überführt,   deren   Eigenschaften    eine    leichtere  Isolirung  gestatten, 

wird  es   ihr  nur  in  seltenen  Ausnahmefällen  möglich,   die  letzten 

Elemente  der  Körper  direct  darzustellen.    In  dieser  Beziehung  treten 

ihr  daher  zwei  physikalische  Hülfsmittel  ergänzend  zur  Seite,  deren 

iutioneller  Benützung  vorzugsweise  die  neuere  Chemie  ihre  Kenntniss 

der  elementaren  Stoffe  verdankt.     Sie   bestehen  in    der  Zerlegung 

durch  die  Wärme  und  durch  den  elektrischen  Strom.  Obgleich, 

^^e  schon  oben  bemerkt,  die  Benützung  erhöhter  Temperatur  speciell 

2Uin  Zweck  der  Reindarstellung  der  edeln  Metalle,  eines  der  frühesten 

analytischen  Hülfsmittel  bildete,  so  beginnt  doch  die  bewusste,  von 

der  Einsicht  in  die  physikalischen  Wirkungen  der  Wärme  geleitete 

iwendung   dieses  Verfahrens   erst  mit  Lavoisier,   und  es  liegt 

zum   Theil  die   epochemachende  Bedeutung  der  Wissenschaft- 
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liehen  Richtung,  die  er  einschlägt.  Während  die  vorangegangene 
Chemie  an  der  Hand  der  Reagirmethode  nur  sporadisch  mit  elemen- 
taren Stoffen  bekannt  geworden  war  und  sichere  Httlfsmittel  der 
Unterscheidung  zwischen  den  zusammengesetzten  und  einfachen  Kör- 
pern überhaupt  noch  nicht  besass,  wird  von  La voisier  und  seinen 
Nachfolgern  die  Aufgabe  der  vollständigen  Zerlegung  der  Körper 
in  ihre  Elemente  mit  Erfolg  in  Angriff  genommen,  an  die  dann 
unmittelbar  die  Frage  nach  der  Gruppirung  der  Elemente  in  den 
Verbindungen  oder  nach  der  Elementarconstitution  der  Körper  sich 
anschliesst.  Bei  diesem  Uebergang  kommt  der  Einführung  eines 
weiteren  chemischen  Scheidemittels  von  physikalischer  Natur,  der 
Elektricität,  die  grösste  Bedeutung  zu.  Denn  die  Ausscheidung  der 
verschiedenen  Bestandtheile  einer  Verbindung  an  den  beiden  Polen 
des  galvanischen  Stromes  erweckte  zugleich  bestimmte  Vorstellungen 
über  die  Art  der  wechselseitigen  Bindung  der  Elemente,  wodurch, 
abgesehen  von  der  Richtigkeit  der  so  entstandenen  Vorstellungen, 
jedenfalls  das  Problem  der  Elementarconstitution  zu  klarerem  Be- 
wusstsein  gebracht  wurde. 

Hiemach  können  wir  allgemein  die  Hülfsmittel  der  chemischen 
Analyse  in  solche  von  physikalischem  und  in  solche  von  specifisch 
chemischem  Charakter  unterscheiden.  Ein  Theil  der  ersteren  be- 
nützt ausschliesslich  Bewegungsvorgänge,  an  denen  die  un ge- 
trennten chemischen  Molecüle  betheiligt  sind.  Hierher  gehören 
die  seit  alter  Zeit  geübten  Verfahrungsweisen  der  Lösung,  Fil- 
tration, Destillation  und  Sublimation,  zu  denen  in  neuerer 
Zeit  noch,  als  ein  die  mechanische  Scheidung  gewisser  Lösungs- 
gemenge vermittelnder  Vorgang,  die  Diffusion  getreten  ist.  Alle 
diese  Hülfsmittel,  die  sich  auf  die  Aggregatverhältnisse  der  Körper 
stützen,  besitzen  im  ganzen  nur  einen  vorbereitenden  Charakter:  sie 
bezwecken  nicht  die  Zerlegung  der  Verbindungen  selbst,  sondern  deren 
Ausscheidung  aus  Gemengen  zum  Behuf  der  nachfolgenden  eigent- 
lichen Analyse.  Anders  verhält  es  sich  mit  den  physikalischen  Me- 
thoden, welche  die  inneren  Bewegungs Vorgänge  der  chemischen 
Molecüle  verwerthen,  wie  die  Wärme  und  den  elektrischen 
Strom.  Ihr  Streben  ist  dahin  gerichtet,  durch  diese  Bewegungen 
eine  chemische  Verbindung  in  ihre  Elemente  zu  trennen.  Wie  jene 
mechanischen  Vorbereitungsmittel  den  Anfang,  so  bilden  daher  sie 
in  der  Regel  das  Ende  der  Analyse.  In  der  Mitte  zwischen  beiden 
liegen  dann  die  chemischen  Methoden  im  engeren  Sinne,  die 
Reagirmethoden,    die    in     planmässiger   Weise    von   den    Af&nitäts- 
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Ferhältnissen  der  Körper  Gebrauch  machen,    um    theUs  die  durch 
mechanische  Mittel  nicht  trennbaren  Stoffe   eines  Gemenges,   theils 
die    näheren  Bestandtheile    einer    chemischen  Verbindung  qualitativ 
and  quantitativ  zu  bestimmen.     Dabei  kann  übrigens  diese  chemische 
Ifethode  in  der  mannigfaltigsten  Weise  mit  den  vorangegangenen 
physikalischen    verbunden    werden.     So  pflegt  die  Anwendung  der 
Warme  durch  die  Zerlegungen  die  sie  bewirkt  zugleich  neue  Affini- 
Äten  frei  zu  machen,   wodurch  sie  von  selbst  zur  Combination  mit 
ler  Reagirmethode  führt,  ein  Verfahren  welches  dann  noch  durch 
lie  absichtliche  Hinzufügung  von  Reagensstoffen  unterstützt  werden 
cann.     Ein  augenfälliges  Beispiel  dieser  Art  bietet  die  gewöhnliche 
Methode  der  organischen  Elementaranalyse,  bei  der  durch  die  Hin- 
rafügung  einer  leicht  reducirbaren  Substanz  im  Ueberschuss  zu  dem 
einer    starken    Temperaturerhöhung    ausgesetzten    organischen   Stoff 
die  vollständige  Verbrennung  des  Wasserstoffs  zu  Wasser  und  des 
Kohlenstoffs  zu  Kohlensäure  eintritt,  worauf  man  dann  beide  in  gas- 
förmigem Zustand  mit  Stoffen  in  Berührung  bringt,  die  zu  den  ge- 
bildeten Verbrennungsproducten  eine  starke  Affinität  äussern.     Hier- 
durch werden  beide  Gase  in  fixe  Verbindungen  übergeführt,  in  denen 
sie  leicht  durch  Wägung  bestimmt  werden  können.     Aehnlich  pflegt 
sich  die  Zersetzung  durch  den  galvanischen  Strom  sofort  mit  Affini- 
tätswirkungen zu  verbinden.     Bei  der  Einwirkung  des  Stroms  auf 
wässerige  Lösungen  z.  B.  wirkt  am  negativen  Pol  der  ausgeschiedene 
Wasserstoff  reducirend   und  am  positiven   der  Sauerstoff  oxydirend, 
sobald  reducirbare  und  oxydirbare  Körper  vorhanden  sind. 

Mit  den  angeführten  Hülfsmitteln  ausgerüstet  kann  nun  die 
chemische  Analyse  zwei  Ziele  verfolgen.  Das  eine  besteht  in  der 
Ermittelung  der  Bestandtheile  eines  gegebenen  Kör- 
pers, das  andere  in  der  Bestimmung  der  Elementarconsti- 
tution  einer  chemischen  Verbindung.  Das  erste  Verfahren 
entspricht  der  allgemeinen  Form  der  elementaren  Analyse,  das 
zweite  ist  ein  specieller  Fall  causaler  Analyse.  (Abschn.  I,  S.  3  f.) 
Auch  hier  muss  selbstverständlich  die  erste  der  zweiten  vorausgehen; 
doch  kann  für  manche  praktische  Zwecke  und  in  solchen  Fällen, 
wo  die  Constitution  der  aufgefundenen  Verbindungen  bereits  als  be- 
kannt vorausgesetzt  werden  darf,  mit  der  Lösung  der  elementaren 
Aufgabe  die  ganze  Untersuchung  abgeschlossen  sein.  Da  es  sich  hierbei 
im  allgemeinen  nur  um  die  Anwendung  fest  bestimmter  Regeln 
handelt,  die  aus  den  bekannten  Reactionen  der  einzelnen  Stoffe  ge- 
wonnen sind,  so  trägt  der  gewöhnliche  Gang  der  qualitativen  und  quan- 
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titativen  Analyse  bei   dem    heutigen  in  Bezug  auf  die  allgemeine 
Unterscheidung   und  Nachweisung   der  Elemente  vorläufig  beinahe 
schon  abgeschlossenen  Zustande  der  Chemie  mehr  einen  technischen 
als  wissenschaftlichen  Charakter  an  sich.     Nur  in   solchen   f^en, 
wo   neue   Untersuchungsmethoden    der   Elementaranalyse    zu    Ufllfe 
kommen,  wird  für  dieselbe  so  lange  ein  höheres  Mass  erfinderischer — 
Thätigkeit  in  Anspruch  genommen,    bis   sich   auch  hier  bestimmte-  - 
Regeln  der   technischen  Ausführung  entwickelt  haben.     Abgesehei 
von  solchen  Ausnahmefällen  beginnt  aber  die  eigentlich  wissenschafk- 
liehe  Aufgabe  erst   mit  der  an   die  Resultate   der  Elementaranalysc 
sich  anschliessenden  Untersuchung  der  elementaren  Constitution 
Verbindung,  also  mit  der  Frage,  in  welcher  Weise  die  Elemente  ii 
Folge  der  Affinitätswirkungen   an   einander  gekettet  sind.     Die  er- 


schöpfende Beantwortung  derselben  gehört  an  und  für  sich  nichl 
mehr  in  das  Gebiet  der  blossen  Analyse,  sondern  sie  fallt  erst  de] 
auf  Grund  analytischer  und  synthetischer  Untersuchungen  operirendei 
chemischen  Induction  anheim.  Gleichwohl  ist  es  jene  Frage,  di< 
schon  der  Analyse  ihre  Richtung  anweist,  und  die  zur  Anwendunj 
bestimmter   analytischer  Methoden   geführt  hat,   die   für   die  blosse-     "^ 

Kenntniss  der  elementaren  Bestandtheile  der  Körper  nicht  erforderlich 

sein  würden. 

Nur  bei  den  einfachsten  chemischen  Verbindungen  ist  mit  dei 
Elementaranalyse  alles  erledigt,  was  die  analytische  Untersuchung 
überhaupt  zu  leisten  vermag.  Sobald  aber  mehr  als  zwei  Elemente 
in  eine  Verbindung  eingehen,  tritt  an  die  Analyse  die  Aufgabe  heran, 
nicht  bloss  die  letzten  Elemente  nachzuweisen,  sondern  zunächst  dar- 
zuthun,  ob  und  in  welcher  Weise  die  zusammengesetzte  Verbindung 
in  einfachere  Verbindungen  zerlegt  werden  kann.  Es  tritt  so  der 
Elementaranalyse  die  stufenweise  Analyse  gegenüber  als  die- 
jenige analytische  Methode,  die  der  chemischen  Induction  die  für 
die  Auffindung  der  Constitution  der  Verbindungen  zunächst  mass- 
gebenden Erfahrungen  entgegenbringt.  Diese  Methode  wird  ein  um 
so  unentbehrlicheres  Hülfsmittel,  je  verwickelter  sich  die  Verbin- 
dungen gestalten.  Darum  ist  es  vorzugsweise  das  Gebiet  der  organi- 
schen Chemie,  in  dem  sie  zur  Entwicklung  gelangt  ist.  Die 
Hülfsmittel,  deren  sie  sich  bedient,  sind  im  wesentlichen  die  näm- 
lichen, die  auch  bei  der  Elementaranalyse  zur  Anwendung  konunen. 
Nur  bringt  in  diesem  Fall  der  Zweck  der  Analyse  gewisse  Be- 
schränkungen mit  sich,  da  dieser  Zweck  eine  allmähliche  Zerlegung 
fordert,  bei  der  die  Zwischenstufen  einfacherer  Verbindungen  mög- 
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st    vollständig   durchlaufen   werden.     Unter    den    physikalischen 
Wirkungen  ist  es  vor  allem  die  Wärme,  die  sich,  weil  sie  selbst 

sehr  vollkommene  Abstufung  zulässt,  zur  Einleitung  stufenweiser 
Änderungen  besonders  geeignet  erweist,  sei  es  dass  sie  für  sich 
in  angewandt  wird  oder,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  in  Ver- 
lung  mit  gewissen  chemischen  Affinitätswirkungen,  die  man  durch 
zu  steigern  sucht.  Selbst  in  den  Fällen  übrigens,  wo  ohne  die 
ülfenahme  einer  äusseren  Affinität  die  Wärme  zur  Verwendung 
imt,  pflegt  es  an  solchen  begleitenden  Affinitätswirkimgen  nicht 
Fehlen.  Denn  indem  die  Wärme  durch  die  Zunahme  der  mole- 
ren  Bewegungen  die  sie  erzeugt  die  complexen  Verbindungen 
tet,  ruft  sie  zugleich  zwischen  den  so  entstandenen  Bestandtheilen 
3  Affinitätswirkungen  hervor,  aus  denen  einfachere  Verbindungen 
ipringen.  So  zerfallen  die  sauerstoffreichen  organischen  Säuren 
ir  dem  Eiufluss  der  Wärme  einerseits  in  die  noch  sauerstoff- 
beren  binären   Verbindungen   der  Kohlensäure  und  des  Wassers 

anderseits  in  einfachere  organische  Säuren  von  geringerem  Sauer- 
Fgehalt;  die  sauerstoffarmen  Fettsäuren  spalten  sich  in  Kohlen- 
-e  und  in  flüchtige,  völlig  sauerstofffreie  Producte,  die  Kohlen- 
serstoffe. 

Aehnlich  wie  in  diesen  Fällen  der  in  den  ursprünglichen  Ver- 
iungen  vorhandene  Sauerstoff  unter  dem  Einfluss  der  Wärme 
nitäts Wirkungen  äussert,  die  auf  die  Art  der  Zerlegung  von 
entlichem  Einflüsse  sind,  so  spielen  auch  unter  den  äusseren 
gentien,  welche  Zerlegungen  einleiten,  die  Oxydationsmittel,  wie 
Salpetersäure,  die  Hyperoxyde,  die  Hydrate  der  Alkalien,  die  her- 
ragendste  Rolle.  Durch  die  Oxydation  der  zusammengesetzten 
Lsäuren  z.  B.  entstehen  einerseits  einfachere  flüchtige  Fettsäuren, 
erseits  gewisse  fixe  Säuren,  wie  Bernsteinsäure,  Oxalsäure  u.  s.  w., 
le  von  höherem  Sauerstoffgehalt.  Das  thierische  und  pflanzliche 
reiss  liefert  theils  eine  Reihe  flüchtiger  Fettsäuren,  theils  Am- 
aiakderivate ,  und  diese  zunächst  entstehenden  Producte  können 
ch  weitere  Einwirkung  des  Sauerstoffs  schliesslich  vollständig  in 

binären  Verbindungen  Kohlensäure,  Wasser  und  Ammoniak 
Tgeführt  werden. 

Der  Versuch,  andere  Elemente  von  starker  Affinität  in  ahn- 
ler  Weise  wie  den  Sauerstoff  zur  Zerlegung  der  zusammengesetzten 
üenstoffverbindungeu  zu  verwenden,  bildet  einen  wichtigen  Wende- 
ikt  in  der  Entwicklung  der  organischen  Chemie.  Insbesondere 
das  Chlor  in  diesem  Sinne  benützt  worden ;  neben  ihm  die  nächst 
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verwandten  Elemente  Brom  und  Jod,  ausserdem  Schwefel,  Phosphor, 
Arsen  und   die  mit   starken  Affinitatswirkungen  begabten  Metalle. 
Die  so  bewirkten  Veränderungen  unterscheiden   sich  nun  aber  von 
den  Sauerstofizersetzungen  organischer  Substanzen  wesentlich  dadurch^ 
dass,   sofern  nicht   andere  analytische  HQlfsmittel,   wie   die  Wärm« 
und  Oxydation,  zu  Hülfe  gerufen  werden,   die  Einwirkung  des  zer- 
setzenden Elementes  sich  darauf  beschränkt ,   dass   es  an  der  Stell  « 
eines  andern  Elementes  welches  frei  wird,  in  der  Regel  des  Wasseir-' 
Stoffs,  in  die  Verbindung  eintritt.     Man  bezeichnet  aus  diesem  6run^ 
derartige  Zersetzungen    als    Substitutionen.     Zugleich    aber 
klar,  dass  sie  ihrem  allgemeinen  Charakter  nach  den  Uebergang 
den   synthetischen   Methoden    bilden.     In   der  That  kann    man  d^^ 
UeberfQhrung  einer  Verbindung  in  ein  Substitutionsproduct  gleich^ 
Stufe  als  einen  Vorgang  betrachten,  bei  dem  sich  eine  einfache  Zei^. 
legung,  z.  B.  die  Ausscheidung  von  Wasserstoff  durch  die  Afßnita/ 
des  Chlor,   und  eine  einfache  Synthese,   der  Eintritt  von  Chlor  ao 
die  Stelle  des  ausgeschiedenen  Wasserstoffs,  unmittelbar  an  einander 
anschliessen. 


0.    Die  chemische   Synthese. 

Nachdem  die  chemische  Analyse  die  zusammengesetzten  Körper 
zerlegt  hat,  entsteht  die  umgekehrte  Aufgabe:  die  Verbindungen  aus 
ihren  Elementen  zusammenzusetzen.  Durch  die  Lösung  dieser  Auf- 
gabe sollen  einerseits  die  Entstehungsbedingungen  der  VerbinduDgen 
erkannt,  anderseits  die  Resultate  der  stufen  weisen  Analyse  geprüft 
werden,  um  auf  diese  Weise  eine  vollständigere  Grundlage  für  die 
chemische  Induction  zu  gewinnen. 

Die  äusseren  Hülfsmittel  der  chemischen  Synthese  sind  mit 
denen  der  Analyse  völlig  übereinstimmend.  Wärme,  Elektricität 
und  chemische  Affinität  sind  auch  hier  die  hauptsächlichsten  Agen- 
tien.  Dies  hat  seinen  naheliegenden  Grund  darin,  dass  die  sp- 
thetischen  Operationen  immer  analytische  voraussetzen,  die  ihnen 
unmittelbar  vorangehen  müssen.  Die  Elemente,  die  in  eine  neue 
Verbindung  eintreten  sollen,  müssen  aus  andern  Verbindungen  ge' 
trennt  werden.  Die  chemische  Synthese  stützt  sich  daher  auf  di^ 
Affinität,  welche  die  Elemente  im  Status  nascendi  entwickeln,  und 
ihre  Hülfsmittel  sind  analytische :  sie  sind  dazu  bestimmt,  durch  die 
Zerlegung  vorhandener  Verbindungen  einen  Status  nascendi  herbei- 
zuführen,  durch  den   sich   ohne   weitere  Beihülfe   die    beabsichtig^^ 
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Synthese  voUziehen  muss.  Das  Verständniss  der  synthetischen  Ope- 
titionen,  namentlich  insoweit  die  elementaren  Körper  an  ihnen  be- 
heiligt sind,  ist  deshalb  wesentlich  erst  durch  die  Annahme  einer 
rechselseitigen  Bindung  gleichartiger  Atome  in  den  einfachen  StoflFen 
owie  durch  die  Anschauungen  der  neueren  Wärmetheorie  über  den 
tewegungszustand  der  Körperelemente  ermöglicht  worden,  und  die 
p^nthetischen  Processe  haben  ihrerseits  zur  Befestigung  dieser  theo- 
^tischen  Vorstellungen  beigetragen.  Eine  Mischung  aus  2  Volum- 
leilen  Wasserstoff  und  1  Volum  Sauerstoffgas  kann  bekanntlich  bei 
lässiger  Temperatur  eine  beliebig  lange  Zeit  aufbewahrt  werden, 
bne  dass  die  Affinität  der  beiden  Gase  zu  einander  rege  wird, 
ährend  ein  wiederholtes  Durchschlagen  des  elektrischen  Funkens 
enügt,  um  in  kurzer  Zeit  das  Gasgemenge  in  Wasser  zu  verwandeln. 
)iese  und  zahlreiche  ähnliche  Erscheinungen  werden  vollkommen 
erständlich,  wenn  man  voraussetzt,  dass  in  dem  Wasserstoff  und 
Sauerstoff  die  gleichartigen  Atome  an  einander  gebunden  sind,  aus 
lieser  Verbindung  aber  durch  die  Erschütterung,  die  der  elektrische 
Funke  bewirkt,  getrennt  werden,  so  dass  nun  erst  die  Affinität  der 
ungleichartigen  Atome  zur  Wirkung  gelangen  kann.  Auf  das  näm- 
liche Princip  lässt  sich  die  Wirkung  der  Wärme  zurückführen,  die 
ein  noch  allgemeiner  gebrauchtes  Hülfsmittel  zur  Hervorbringung 
ies  für  die  chemische  Synthese  erforderlichen  Entstehungszustandes  ist. 
Die  Einwirkung  der  genannten  physikalischen  Agentien  genügt 
in  der  Regel,  um  die  einfachen  binären  Verbindungen,  wie  z.  B.  die 
Ies  Chlor,  Jod,  Sauerstoff,  Schwefel  u.  s.  w.  mit  dem  Wasserstoff, 
lie  der  meisten  nichtmetallischen  und  metallischen  Elemente  mit  dem 
Sauerstoff,  die  einfachsten  Kohlenwasserstoffe,  auf  synthetischem 
Wege  zu  erzeugen.  Dagegen  verlangen  die  zusammengesetzteren 
\i^erbindungen,  namentlich  des  Kohlenstoffs,  ausserdem  noch  die  Zu- 
lülfenahme  bestimmter  Affinitätswirkungen,  und  es  muss  die  Syn- 
these eine  stufenweise  sein,  wenn  sie  in  fundamentaler  Form,  d.  h. 
7on  den  Elementen  ausgehend,  durchgeführt  werden  soll.  Diese 
stufenweise  Synthese  entspricht  dann  dem  umgekehrten  Verfahren 
der  stufenweisen  Analyse  auch  darin,  dass  sie  neben  ihr  das  haupt- 
sächlichste Mittel  ist,  um  einen  Einblick  in  die  Constitution  der 
Verbindungen  zu  erlangen.  Eine  besondere  Wichtigkeit  besitzt  dabei 
die  stufenweise  Synthese  der  Kohlenstoffverbindungen.  In  ihr  spielt 
der  Wasserstoff,  als  solcher  oder  in  Verbindungen,  eine  ähnlich  be- 
deutsame Rolle  wie  der  Sauerstoff  bei  der  stufenweisen  Zersetzung. 
Der  Wasserstoff  kann  aber  hierbei  theils  direct  an  den  Kohlenstoff 
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gebunden,  theils  durch  seine  Affinität  zum  Sauerstoff  wirksam  werden 
indem  er  sauerstoffreicheren  organischen  Stoffen  Sauerstoff  entzieh 
und  dadurch  sauerstoffärmere  Verbindungen  zurücklässt.  Auf  dies< 
Weise  verbindet  sich  die  Synthese  ähnlich  mit  dem  Verfahren  de: 
Reduction,  wie  die  Analyse  der  organischen  Substanzen  die  Oxy 
dation  zu  Hülfe  nahm.  Directe  Wasserstoffbindungen  kommen  vo 
allem  bei  der  Synthese  der  Elemente  zu  binären  Verbindungen  vor. 
So  vereinigt  sich  der  einfachste  Kohlenwasserstoff,  das  Acetyle 
(CjHg),  der  unter  dem  Einfluss  des  elektrischen  Funkens  direct  an^ 
den  Elementen  entsteht,  in  der  Wärme  mit  weiteren  Mengen  Wasser — 
Stoffs,  indem  aus  ihm  complexere  Kohlenwasserstoffe  von  höhere 
Wasserstoffgehalte  hervorgehen.  Aehnliche  Umwandlungen  vollziehe 
sich  durch  den  Einfluss  einfacher  wasserstoffhaltiger  Verbindungen 
wie  der  Jodwasserstoffsäure,  in  der  Wärme.  Wie  in  dem  letzterenzÄ' «i 
Fall  die  Affinität  des  Wasserstoffs  im  Status  nascendi  benutzt  wird  .Kul 
so  geschieht  dies  auch  bei  den  Synthesen,  die  sich  als  Reductions —  ^' 
Vorgänge  darstellen:  so  bei  der  Synthese  der  Ameisensäure  (CH^Og]^  .^) 
aus  Kohlensäure  und  Wasser  durch  Einwirkung  des  metallischen^  o 
Kalium,  der  Oxalsäure  (CgH^O^)  aus  Kohlensäure  und  Natrium  ode^i  ^r 
aus  Cyan  und  Wasser,  u.  dergl.  In  den  meisten  dieser  Falle  wi 
die  starke  Affinität  d6r  Alkalimetalle  zum  Sauerstoff  als  Reductions 
mittel  verwerthet.  J  ' 

Da    nun    aber    die    einfachen    Einwirkungen    des    elektrischet=:i:^=i 
Schlags  und   der   Wärme   genügen,    um   die   binären  Verbindunge 
des  Kohlenstoffs  und  Wasserstoffs  direct  aus  den  Elementen  zusammen 
zusetzen,   so  spielt  bei  der  aufsteigenden  Synthese   der  Kohlenstoff- 
verbindungen  auch   die  Oxydation   eine   sehr  wichtige   Rolle;   nebe 

ihr  kommt  die  Bindung  anderer  Elemente,  wie  des  Chlors,  der  AI ' 

kalimetalle,  sowie  die  directe  Aufnahme  des  Wassers  zu  mannig  "' 
facher  Verwerthung.  So  werden  aus  den  Kohlenwasserstoffen  au-^*f 
synthetischem  Wege  Alkohole  erzeugt,  indem  man  zunächst  durcK-  ^ 
Einwirkung  von  Chlor  einen  Chlorwasserstoffäther  bildet  und  danr  ^ 
diesen  durch  Einwirkung  von  Kali  oxydirt,  wobei  er  in  einen  Alkohc — *>* 
und  in  Chlorkalium  zerfällt.  Aus  dem  Alkohol  lässt  sich  dann  durcET-^h 
directe  Oxydation  die  zugehörige  Säure  gewinnen  u.  s.  w. 

Indem  sie  auf  diese  Weise  in  der  mannigfaltigsten  Art  di^tr  je 
Affin itäts Wirkungen  der  Elemente  benützt,  stützt  sich  die  chemisch*'"'^^ 
Synthese  auf  die  bei  der  analytischen  Untersuchung  gewonnene^^*^ 
Ergebnisse  über  die  Affinitätsverhältnisse  der  Stoffe.  Die  synthetc^=*" 
sehen  Versuche  selbst  werden  sodann  durch  Vermuthungen  über  d: 
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<3ruppiruDg  der  Elemente  in  den  herzustellenden  Verbindungen  ge- 
leitet. Da  durch  die  AusfQhrung  der  Operationen  solche  Ver- 
xnuthungen  bald  bestätigt  bald  widerlegt  werden,  so  werden  auf 
diesem  Wege  die  mittelst  der  Analyse  gewonnenen  Anschauungen 
Ober  die  Constitution  der  Verbindungen  berichtigt  und  die  fQr  die 
<2hemische  Induction  und  Deduction  erforderlichen  Voraussetzungen 
vervollständigt. 

d.    Die  chemische  Indaction. 

Die  chemische  Elementaranalyse  begnügt  sich  mit  der  Nach- 
^wreisung  der  unzerlegbaren  Bestandtheile  einer  Verbindung  und  ihres 
quantitativen  Verhältnisses.  Die  stufenweise  Analyse  ermittelt  die 
einfacheren  Zwischenproducte ,  die  bei  der  allmählichen  Zerlegung 
einer  complexen  Verbindung  entstehen.  Die  Synthese  bestätigt  und 
vervollständigt  sodann  die  hierbei  erhaltenen  Resultate,  indem  sie 
die  Verbindungen  theils  aus  ihren  Elementen,  theils  aus  einfacheren 
Verbindungen  zusammensetzt.  Da  nun  aber  die  bei  der  stufenweisen 
Zerlegung  entstehenden  Zwischenproducte  in  der  Regel  keineswegs 
in  der  Form,  in  der  sie  gewonnen  werden,  in  der  ursprünglichen 
Verbindung  enthalten  sind,  und  da  ebenso  bei  der  stufenweisen  Syn- 
these neue  Stoffgruppirungen  sich  bilden  können,  so  geben  diese 
Untersuchungen  niemals  unmittelbaren  Aufschluss  über  die  Consti- 
tution einer  Verbindung.  Vielmehr  müssen  zu  diesem  Zweck  zahl- 
reiche unter  verschiedenen  Bedingungen  vorgenommene  analytische 
und  synthetische  Untersuchungen  combinirt  und  mit  den  Unter- 
suchungsresultaten an  andern  verwandten  Verbindungen  verglichen 
werden.  Diese  Combination  der  Resultate,  bei  der  überdies  die 
physikalischen  Begleiterscheinungen  der  Zersetzungen  und  Verbin- 
dungen zu  berücksichtigen  sind,  ist  die  Aufgabe  der  chemischen 
Induction. 

Wie  die  physikalische  Induction,  so  bedarf  auch  die  chemische 
ii^nd  welcher  hypothetischer  Voraussetzungen,  die  ihr  zur  Führung 
bei  der  Verknüpfung  der  Untersuchungsresultate  dienen  müssen. 
Diese  Voraussetzungen  werden  irgend  einer  an  sich  noch  unzu- 
reichenden  Gruppe  von  Erfahrungen  entnommen.  Der  weitere  Fort- 
schritt vollzieht  sich  dann  vermittelst  der  Bestätigung,  Widerlegung 
oder  Berichtigung  solcher  Hypothesen,  ein  Entwicklungsgang  der 
zu  einer  immer  vollständigeren  Uebereinstimmung  der  gewonnenen 
theoretischen  Anschauungen  mit  den  verschiedenartigen  Erfahrungen 
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führt.  In  der  Chemie  hat  jedoch,  wie  in  allen  von  der  Physik  ab- 
hängigen Zweigen  der  Naturlehre,  diese  Entwicklung  dadurch  einen 
eigenthümlichen  Charakter  angenommen,  dass  vorwiegend  durch  die 
jeweils  dominirenden  physikalischen  Anschauungen  zunächst  den 
provisorischen  Hypothesen,  dann  aber  auch  den  definitiven  theore- 
tischen Ansichten  ihre  Richtung  gegeben  wurde.  In  dieser  Beziehung 
lassen  sich  vier  Perioden  in  der  Entwicklung  der  neueren  Chemie 
unterscheiden,  in  deren  jeder  eine  eigenthümliche  Form  der  Induction^cnK^i 
herrschend  ist,  wobei  aber  diese  nur  in  einer  jener  vier  PeriodenE^  i 
ausschliesslich  von  specifisch  chemischen  Thatsachen,  in  den  dres 
übrigen  vorwiegend  von  physikalischen  Anschauungen  bestimmt  wird. 
In  der  ersten  Periode  der  chemischen  Induction  ist  es  di( 
Gravitationstheorie,  welche  die  massgebende  Bedeutung  be — 
sitzt.  Schon  der  Umstand,  dass  sich  die  Chemie  seit  dem  Begini^ 
ihres  quantitativen  Zeitalters  der  Wage  als  des  einzig  geeigneteiK:  ^sn 
Hülfsmittels  zur  Nachweisung  der  Mengeverhältuisse  der  Stoffe  be 
diente,  konnte  auf  die  Schwerkraft  als  die  nächste  Ursache  d< 
chemischen  Affinität  hinweisen,  um  so  mehr  da  auch  diese  als 
anziehende  Kraft  erschien.  Das  vorige  Jahrhundert  war  aber  unt^^sr 
der  Nachwirkung  der  Newton'schen  Gravitationstheorie  geneigt,  al^  Je 
Anziehungserscheinungen  auf  die  allgemeine  Schwere  zurückzuführen^. 
In  zwei  Formen  hat  die  Idee  der  Gravitation  auf  den  Begriff  d  ^er 
Affinität  Anwendung  gefunden.  Bei  der  ersten  suchte  man  d«^ö 
Erfahrungen  über  die  constanten  Gewichtsverhältnisse  der  in  cL^q 
Verbindungen  enthaltenen  Elemente  unmittelbar  mittelst  bestimmter 
Voraussetzungen  über  die  anziehenden  Eigenschaften  der  kleiDsiezj 
Theilchen  der  Körper  Rechnung  zu  tragen;  bei  der  zweiten  suchte 
man  die  Abhängigkeit  der  Schweranziehung  von  der  Masse  direc^ 
auch  auf  die  chemische  Anziehung  anzuwenden  und  die  mit  dieser 
Voraussetzung  im  AViderspruch  stehende  Constanz  der  Zusammen- 
setzung gewisser  Verbindungen  aus  physikalischen  Nebenbedingungen 
zu  erklären.  Die  erste  Richtung  ist  durch  Bergmann  vertreten, 
der  damit  der  Hauptbegründer  des  Begriffs  der  chemischen  Affinität 
wird.  Diese  erscheint  bei  ihm  als  derjenige  Specialfall  der  Schwer- 
kraft, wo  dieselbe  zwischen  den  kleinsten  Theilchen  der  Körper 
wirksam  wird,  so  dass  sie  unmittelbar  von  deren  Form  und  Stellung 
abhängig  ist.  Hierdurch  soll  es  geschehen,  dass  sich  gewisse  Atome 
leichter  anziehen  als  andere,  und  dass  sie  sich  regelmässig  in  be-  ^^ 
stimmten  Zahlverhältnissen  ßn  einander  lagern.  So  wird  hier  die 
allgemeine  Anziehung  zu  einer  „attractio  electiva",  bei  der  alles  von 
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der  ursprünglichen  Natur  der  Elemente  abhängt.  Der  Vertreter  der 
zweiten  Richtung  ist  Berthollet.  Ihm  gilt  die  Abhängigkeit  der 
Anziehung  von  der  Masse  als  ein  festes  Naturgesetz,  das  auch  bei 
den  chemischen  Anziehungen  keine  wirklichen,  sondern  höchstens 
durch  die  Combination  mit  andern  Naturgesetzen  scheinbare  Aus- 
nahmen erleiden  kann.  Als  solche  Nebenbedingungen,  welche  die 
Wirksamkeit  der  Massen  in  den  kleinsten  Entfernungen  beschränken, 
I)etrachtet  er  die  Unlöslichkeit  mancher  Verbindungen,  die  Krystalli- 
sirbarkeit  anderer,  den  gasförmigen  Zustand  gewisser  Stoffe.  Aber 
mit  so  richtigem  Blick  er  hierbei  die  von  der  starren  Affinitäts- 
Iheorie  vernachlässigte  Bedeutung  der  physikalischen  Bedingungen 
der  Verwandtschaftsäusserung  vorausahnen  mag,  so  ist  er  doch  allzu 
sehr  in  der  Gravitationsidee  befangen,  um  der  specifischen  Eigen- 
thümlichkeit  der  chemischen  Erscheinungen  gerecht  werden  zu  können. 
Das  Gesetz  der  constanten  Gewichts  Verhältnisse  der  Elemente  in  den 
Verbindungen  bleibt  ihm  eine  Ausnahme,  während  es  sich  mehr  und 
mebr  durch  die  Fortschritte  der  quantitaMven  Analyse  als  die  aus- 
aahmslose  Regel  bestätigt,  die  demnach  auch  den  Hypothesen  Ober 
ias  Wesen  der  chemischen  Verbindungen  ihre  Richtung  anweist. 
So  erringt  die  Bergmännische  Af^nitätslehre  den  Sieg,  und  sie  fQhrt 
sugleich,  indem  das  Gesetz  der  constanten  Gewichtsverhältnisse  durch 
Dalton  zum  Gesetz  der  multiplen  Proportionen,  d.h.  der  con- 
stanten und  einfachen  Gewichtsverhältnisse,  eingeschränkt  wird, 
öOiit  innerer  Nothwendigkeit  zur  atomistischen  Hypothese.  Die 
A.nziehungen  zwischen  den  Atomen  werden  nun  zwar  vielfach  noch 
Hs  Anziehungen  kleinster  Massen  gedacht.  Nachdem  aber  der  speci- 
äsche  Inhalt  des  Gravitationsgesetzes  verschwunden  ist,  steht  der 
Qnterordnung  unter  eine  andere  Naturkraft,  die  den  Affinitätswir- 
kungen homogener  erscheint,  nichts  mehr  im  Wege. 

Eine  solche  Naturkraft  bietet  sich  nun  in  der  galvanischen 
Eülektricität  dar.  Die  zweite  Periode  der  chemischen  Induction,  zu 
welcher  die  auf  das  Gesetz  der  multiplen  Proportionen  gegründete 
fttomistische  Vorstellung  den  Uebergang  bildet,  gehört  daher  der 
elektrochemischen  Hypothese  an.  Zwischen  den  Erscheinungen 
der  Volta'schen  Säule  und  der  chemischen  Wahlverwandtschaft  besteht 
an  sich  schon  eine  gewisse  Analogie.  Wie  die  entgegengesetzten 
elektrischen  Spannungen  der  Pole  sich  ausgleichen  in  dem  elektrischen 
Strom,  so  neutralisiren  sich  Stoffe  von  entgegengesetzten  Eigen- 
schaften, wie  Säure  und  Basis,  indem  sie  sich  durch  chemische  Wahl- 
verwandtschaft verbinden.     Die  im  Jahre  1800  von  Nicholson  und 
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Carlisle  entdeckte  WasserzersetzuDg  durch  die  galvanische  Kette 
der  bald  die  Nachweisung  der  zerlegenden  Wirkung  des  Strom< 
auf  andere  Verbindungen  nachfolgte,  musste  daher  sofort  die  Id 
einer  näheren  Beziehung  der  elektrischen  Kraft  zu  der  chemische] 
Affinität   nahe   legen.     Auch   diese  Idee  fand  in  zwei  verschiedene 


successiv  entstandenen  hypothetischen  Anschauungen  ihren  Ausdruck. 
Dass  die  Affinität  auf  den  entgegengesetzten  elektrischen  Eigen —  ^a 
Schäften  der  chemischen  Elemente  beruhe,  war  die  Ueberzeugung^^^ 
von  der  beide  ausgingen.  Der  Gegensatz  der  Elemente  selbst  Irnnnt^  l( 
nun  aber  wieder  entweder  als  eine  blosse  Folge  ihrer  BerUhrun^^  mü 
betrachtet  oder  auf  ursprüngliche  Eigenschaften  bezogen  werde 
In  der  ersten  unmittelbar  an  die  physikalische  Contacthypothes 
Voltas   anknüpfenden   Weise    dachte    sich   Humphry   Davy   de:.^sii 

elektrochemischen  Vorgang,  in  der  zweiten,    welche  die  elektrische^j :jn 

Gegensätze   in   directe   Beziehung   zur  chemischen    Affinität   brin 
fasste  Berzelius  die  Erscheinungen  auf.     Während  dort  die  ele 

trischen  Vorgänge  immer  noch  als  Begleiterscheinungen  der  chem /. 

sehen    Wechselwirkungen    betrachtet   werden   können,    werden   hi 
beide  einander   gleichgesetzt:    die   chemische  Affinität  selbst  ist  d 
elektrische  Gegensatz  der  Atome.    Diese  aber  dachte  sich  Berzelii^  5 
nach  Analogie  der  einfachen  Kette  oder  des  Magnetes,  jedes  mit  eine^^ 
positiven  und  einem  negativen  Pole  versehen;  nur  sollte  für  die  ver- 
schiedenen Elemente  die  iibsolute  Elektricitätsmenge  und  bei  jedem  ein- 
zelnen Elemente  die  relative  der  beiden  Pole  eine  verschiedene  seiu, 
beim  Sauerstott*  also  z.  B.  die  negative,  beim  Wasserstoff  die  positive 
überwiegen.     Die  absolute  Elektricitätsmenge  der  Atome  wurde  dwnn 
als    massgebend    für   die    Grösse,    das    relative   üebergewicht  der 
einen  oder  andern  als  massgebend  für  die  Richtung  der  Affinität 
betrachtet.    Die  aus  dieser  Hypothese  hervorgegangenen  Vorstellungen 
Imben  während  einer  längeren  Zeit  die  chemische  Induction  geleitet.       1^ 
Auch  in  solchen  Fällen,  wo  nicht  etwa  die  wirkliche  Zerlegung  durch 
den  galvanischen  Strom  diese  Betrachtungsweise   unmittelbar  recht- 
fertigte, gewohnte  man  sich,   die  Resultate  der  chemischen  Analyse 
nach   dem    dualistischen  Schema  zu   interpretiren,    das  sich  aus  der 
elektrischen   Spannungsreihe   der  Elemente   ergab.     Das  Gebiet  der 
so  genannten  unorganischen  Chemie  fügte  sich  leicht  diesem  Schema. 
Die  meisten  zusammengesetzten  Körper  Hessen  sich  hier  unmittelbar 
entweder   als   binäre   Verbindungen   aus  einem   elektropositiven  und 
einem    elektronegativen    Bestandtheile    betrachten,    wie   die  Säuren, 
Basen  und  Haloidsalze,  oder  als  quaternäre  Verbindungen,  die  wieder 
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aas  zwei  binären  bestünden,  wie  die  Salze  der  Sauerstoffsäuren. 
Zugleich  hat  diese  einfache  und  gleichförmige  Betrachtungsweise  der 
chemischen  Forschung  zweifellos  die  grössten  Dienste  geleistet,  wenn 
auch  einzehie  Erscheinungen  sich  nur  gezwungen  der  Voraussetzung 
HQgten.  So  erregte  es  frühe  schon  Bedenken^  dass  den  Haloid-  und 
len  Sauerstoffsalzen  trotz  ihres  ähnlichen  Verhaltens  eine  ganz  ver- 
;chiedene  Constitution  zugeschrieben  wurde,  und  dass  gewisse  Säuren, 
^e  die  Phosphor-  und  Arsensäure,  mit  verschiedenen  Mengen  einer 
3asis  neutrale  Salze  bilden  können"^).  Grössere  Schwierigkeiten  er- 
^ben  sich  jedoch  erst  innerhalb  der  Chemie  der  Kohlenstoffverbin- 
lungen.  Hier  wurde  man  mehr  und  mehr  gezwungen,  sich  von  den 
hatsächlichen  Grundlagen  der  elektrochemischen  Hypothese  zu  ent- 
iernen,  indem  nicht  mehr  die  wirkliche  Zersetzbarkeit  durch  den 
lektrischen  Strom,  sondern  die  äussere  Analogie  der  Verbindungs- 
ormeln  mit  denjenigen  der  unorganischen  Chemie  fast  ausschliesslich 
aassgebend  wurde.  Um  diese  Analogie  herzustellen,  sah  man  sich 
;eiiöthigt  zu  einer  Hülfshypothese  zu  greifen,  die  übrigens  abgesehen 
on  dem  Gesichtspunkte,  der  zunächst  auf  sie  führte,  der  chemischen 
Forschung  wichtige  Dienste  geleistet  hat.  Es  ist  dies  die  Hypothese 
er  Radicale  oder  der  Existenz  gewisser  Verbindungen,  die  in 
usammengesetzteren  die  Rolle  von  Elementen  übernehmen.  Mittelst 
ieser  Voraussetzung  wurde  es  leicht  möglich,  die  binären  Formeln 
;er  unorganischen  Chemie  auf  die  Kohlenstoffverbindungen  zu  über- 
ragen. Man  betrachtete  also  z.  B.  den  gewöhnlichen  Aether  als 
in  Oxyd  des  hypothetischen  Radicals  Aethyl,  den  Alkohol  als  das 
lydrat  dieses  Oxyds  und  dachte  sich  die  verschiedenen  Aether- 
erbindungen  analog  den  Salzen  der  Metalloxyde  zusammengesetzt; 
im  die  in  die  nämliche  Reihe  gehörende  Essigsäure  abzuleiten,  war 
aan  dann  freilich  genöthigt,  zu  einem  neuen  wasserstoffärmeren 
ladical  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  als  dessen  Sauerstoffverbindung 
lun  diese  Säure  erschien.  Abgesehen  von  der  hypothetischen  Natur 
[er  angenommenen  Radicale  war  hier  die  Analogie  mit  den  unor- 
;aiiischen  Basen,  Hydraten  und  Salzen  vielfach  nur  noch  in  den 
(■ornieln,  nicht  mehr  in  dem  chemischen  Verhalten  der  Stoffe  vor- 
landen,  und  noch  weniger  konnte  an  eine  Durchführung  des  elektro- 
hemischen  Ghrundgedankens  der  dualistischen  Hypothese  gedacht 
rerden.  Diese  letztere  Thatsache  kam  in  besonders  augenfälliger 
^eise  zum  Vorschein,  als  man  auf  die  umfangreiche  Substituirbar- 


*)  Lieb  ig,  Ann.  d.  Chem.  u.  Pharm.,  Bd.  25,  1838,  S.  138  ff. 
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keit  gewisser  Elemente  organischer  Verbindungen  durch  andere  a 
merksam  wurde,  Umwandlungen,  bei  denen  die  Verbindungen 
chemischen   Charakter   beibehielten,   obgleich  dabei  sehr  häufig  d 


elektropositive  Wasserstoff  durch  elektronegative  Elemente,  wie  dt 
Chlor,  ersetzt  wurde. 

So  ging  denn  auch  von  der  Untersuchung  der  Substitution^^  s- 
erscheinungen  der  Sturz  der  elektrochemischen  Hypothese  aus,  uiE=aid 
es  eröffnete  sich  damit  die  dritte  Periode  der  chemischen  Indu^^  c- 
tion,  deren  charakteristische  Eigenthümlichkeit  in  ihrer  specifisc^=Dh 
chemischen  Richtung  besteht,  insofern  man  nun  die  chemif 
Affinität  nicht  mehr  als  die  Aeusserung  irgend  einer  allgemeine] 
Naturkraft,  wie  der  Gravitation  oder  der  elektrischen  AnziehwiL^-^Mg, 
sondern  als  eine  den  chemischen  Atomen  specifisch  zukommem 
Kraft  anzusehen  begann.  Durch  die  Substitutionserscheinungen 
man  aber  zugleich  zu  der  Anschauung  gedrängt,  dass  die  Eigei 
Schäften  einer  Verbindung  nicht  sowohl  von  den  Eigenschaften  d»- 
in  ihr  enthaltenen  Elemente  als  von  der  Gruppirung  dieser  Elemen  - 
abhingen.  Das  Hauptinteresse  concentrirte  sich  daher  nun  auf  di 
Studium  der  Structur  der  Verbindungen.  Es  entstand  so  jei 
hauptsächlich  von  Dumas,  Gerhardt  und  Laurent  eingeschlagei 
Richtung,  die  man  als  die  der  Structurchemie  bezeichnet  b 
Zur  Erkenntniss  der  Structur  einer  Verbindung  dient  deren  stufei 
weise  Analyse  und  ganz  besonders  das  Verfahren  der  Substitutio 
Jedes  Element,  das  einem  andern,  und  jede  Atoragruppe,  die  ein« 
andern  substituirt  werden  kann,  muss  eben  darum  als  denselb( 
äquivalent  in  ihrer  Affinitätswirkung  angesehen  werden.  Die  Haup' 
aufgäbe  der  chemischen  Forschung  ist  es  demgemäss,  alle  chemische 
Verbindungen  auf  gewisse  Haupttypen  zurückzuführen,  aus  den( 
sie  entweder  wirklich  durch  successive  Substitution  entstehen  könnei 
oder  aus  denen  man  sie  wenigstens  auf  diesem  Wege  entstand< 
denken  kann.  Als  solche  Typen  wurden  zunächst  Chlorwasserstoi 
säure  (HCl),  Wasser  (HgO)  und  Ammoniak  (H3N)  aufgestellt,  den^^ß 
dann  später  noch  das  Sumpfgas  (H^C)  sich  anreihte.  Es  lässt  sic^-'^ 
nicht  verkennen,  dass  diese  Auffassung,  so  unbefriedigend  sie  aucr^i 
hinsichtlich  der  Frage  nach  dem  Wesen  der  chemischen  Affinit^^ 
ist,  doch  für  die  Entwicklung  der  chemischen  Induction  von  gros*^f 
Bedeutung,  und  dass  sie  selbst  in  dieser  Entwicklung  nothwendi^ 
begründet  war.  Das  ungeheure  Material  der  Chemie,  namentlici 
der  Chemie  der  Kohlenstoffverbindungen,  bedurfte  dringend  einer 
systematischen  Ordnung,   die  es  zugleich  möglich  machte,   die  etwa 
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noch  bestehenden  Lücken  des  Systems  zu  erkennen  und  durch  die 
Darstellung  neuer  Verbindungen  auszufüllen.  Diese  Aufgabe  hat  die 
Structurchemie  in  vollkommenster  Weise  erfüllt.  Sie  hat  zum  ersten 
Mal  eine  üebersicht  über  die  Gesammtheit  der  Verbindungen  ge- 
geben, in  der  die  Methoden  der  stufenweisen  Analyse  und  Synthese 
zur  Herstellung  natürlicher  Gruppen  möglichst  verwerthet  wurden, 
und  sie  hat  ausserdem  mit  Hülfe  der  Substitutionsmethode  das 
chemische  System  mit  einer  Fülle  neuer  Verbindungen  bereichert.  Aher 
der  grosse  Mangel  dieser  Richtung  war,  dass  unter  ihren  Händen 
die  Chemie  völlig  den  Charakter  einer  erklärenden  Naturwissenschaft 
verlor.  Sie  war  eine  descriptive  und  classificatorische  Wissenschaft 
geworden,  in  der  selbst  das  Experiment  nur  zu  systematischen 
Zwecken,  zur  Herstellung  von  Verbindungen,  die  das  System  voraus- 
sehen Hess,  nicht  aber  zur  Auffindung  der  Ursachen  der  Erscheinungen 
diente.  Darum  ist  auch  der  in  der  Chemie  meistens  gebrauchte  Aus- 
druck Typen theorie  für  die  hier  zu  Grunde  liegende  Auffassung 
kaum  ein  geeigneter.  Jede  Theorie  verlangt  eine  Hypothese,  die 
über  den  Grund  der  untersuchten  Erscheinungen  Rechenschaft  gibt. 
Eine  derartige  Hypothese  ist  aber  in  der  Annahme  der  Typen  ebenso 
wenig  enthalten  wie  etwa  in  den  Classificationsprincipien  des  Linn^- 
?chen  oder  DecandoUe'schen  Pflanzensystems. 

Dennoch  weist  die  so  genannte  Typentheorie  auf  eine  Affinitäts- 
dypothese  hin,  die  denn  auch  in  folgerichtiger  Entwicklung  aus  ihr 
tiervorgegangen  ist.  Trotz  mancher  Willkürlichkeiten  leitete  nämlich 
las  von  ihr  aufgestellte  System  nicht  bloss  die  chemisclie  Induction, 
sondern  es  wurde  auch  umgekehrt  von  ihr  geleitet,  da  man  die 
Elesultate  der  ^tufenweisen  Zerlegung  und  Substitution  bei  den  auf- 
gestellten Structurformeln  verwerthete.  So  war  das  System  zwar 
in  den  Hauptgliederungen  ein  künstliches,  in  Bezug  auf  die  Zusammen- 
fassung der  einzelnen  Gruppen  der  Verbindungen  aber  im  wesent- 
üchen  ein  natürliches.  Nothwendig  mussten  daher  an  den  typischen 
Formeln  die  wirklichen  Affinitätsverhältnisse  der  in  sie  eingehenden 
Atome  und  Atomgruppen  irgendwie  zum  Vorschein  kommen,  und 
3S  bedurfte  im  Grunde  nur  einer  geeigneten  Interpretation  jener 
Formeln,  um  zu  einer  rein  chemischen  Affinitätshypothese  zu  gelangen, 
[n  der  That  ist  auf  diesem  Wege  aus  den  Anschauungen  der  Structur- 
chemie die  so  genannte  Valenzhypothese  hervorgegangen,  in 
welcher  der  von  der  ersteren  angebahnte  rein  chemische  Standpunkt 
seinen  theoretischen  Ausdruck  fand.  Die  Valenzhypothese  stützte 
sich  auf  die  im  allgemeinen  schon  aus  den  Structurformeln  ersieht- 
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liehe  Thatsache,  dass  die  verschiedene  Affinitätsgrösse  der  Elemenic-^^ 
an  den  verschiedenen  Atommengen  anderer  Elemente,  die  sie 
binden  vermögen,  gemessen  werden  kann.  So  lehrt  schon  der  An- 
blick der  Formeln  fQr  die  vier  Haupttypen  Chlorwasserstoff,  Wasser. 
Ammoniak,  Sumpfgas,  dass,  wenn  man  die  Afßnitat  des  in  aUeiE:^c~«i] 
diesen  Verbindungen  enthaltenen  Wasserstoffis  als  Einheit  annimmt ^z:^  X 
das  Chlor  eine,  der  Sauerstoff  zwei,  der  Stickstoff  drei  und  der 
Kohlenstoff  vier  AfKnitätseinheiten  besitzt.  Demnach  werden 
vier  Elemente  von  der  Valenzhypothese  als  1-,  2-,  3-  und  4-wer--::Ä:r 
thig  bezeichnet.  Die  meisten  andern  einfachen  Stoffe  zeigen  ent^^^i^.t- 
sprechende  Affinitätsverhältnisse;  nur  einige  der  seltenen  ElementiN^:^  ^U 
ist  man  genöthigt  als  5-  und  (i-  oder  selbst  8-werthige  aufzufassencz^ -^d 

Die  nähere  Betrachtung  dieser  Hypothese  zeigt  freilich,    das^s^^ss 
sie   nur   in   unzureichender  und   einseitiger   Weise   von   den  Eigei 
Schäften     der    chemischen    Verbindungen    Rechenschaft    gibt.      Si. 
berücksichtigt    nur    die    quantitativen    VerbindungsverluQtnisse    d( 
Elemente,    lässt  aber  die  Abhängigkeit  der  Eigenschaften  der  Vei 
bindungen   von   den   Eigenschaften   der   in   sie   eingehenden 
bestandtheile,  den  grösseren  oder  geringeren  Grad  der  ZersetzbarkeS^   i^ 
der  Körper  sowie  ihr  physikalisches  Verhalten  ganz  ausser  Betracht9^  ^ 
Dazu    kommt,    dass    sich    eine    immerhin   nicht   kleine  Anzahl   vo^r    ^ 
Verbindungen,    wie  das  Kohlenoxyd,  viele  Kohlenwasserstoffe,    deii^:^"^^ 
Massstab    der  constanten   Werthigkeit   nicht    fügt,    eine   Thatsache^^s» 
die  darauf  hinweist,    dass  der  Affinitätswerth  keine  constante,    son 
dem    eine    mit    äusseren    Bedingungen,    wie    Temperatur,    Einflus — ^^' 
anderer  Stoffe,  einigermassen  variable  Grösse  ist.    Nur  scheint  dies—      ^ 
Grösse  nicht  stetig,  sondern,  gemäss  dem  Gesetz  der  multiplen  Pro 
Portionen,  nach  bestimmten  einfachen  ganzen  Zahlenverhältnissen  ver 
änderlich  zu  sein,  und  ausserdem  scheint  es  für  jedes  Element  einei 
bestimmten  Maximalwerth  der  Affinitätsgrösse  zu  geben,    der   nich 
überschritten  werden  kann. 

Diese  Erwägungen   leiten  unmittelbar  zu  den  Gesichtspunkte] 
über,  die  in  der  vierten  Periode  der  chemischen  Induction  massgebeni 
werden.     Ihr  gehört  die  Gegenwart  und   voraussichtlich  noch   meh 
die   nächste   Zukunft   der   chemischen   Forschung    an ;    die   Anfang«^  ^^ 
ihrer  Entwicklung  reichen  aber  vielfach  in  die  vorige  Periode  zurücl 
aus   der  in  Folge   der   allmählichen  Mitberücksichtigung  der  physi 
kaiischen  Bedingungen   der  chemischen  Wechselwirkungen  die  neui 
Richtung  hervorgeht.    Zunächst  waren  es  die  begleitenden  Wärm&^' 
erscheinungen,  die  ebensowohl  durch  den  Einfluss  der  Temperati» 
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äuf  die  Entstehung  der  Verbindungen  und  auf  ihre  Eigenschaften 
wrie  durch  die  Teniperaturveränderungen,  welche  die  chemischen  Vor- 
ige selbst  hervorbringen,  der  Untersuchung  eine  Reihe  von  Fragen 
{teilten,  deren  Beantwortung  dann  der  chemischen  Induction  neue 
jlesichtspunkte  an  die  Hand  gab.  Dabei  wurde  die  Richtung  dieser 
jiduction  ausserdem  durch  die  theoretischen  Vorstellungen  bestimmt, 
luf  welche  die  mechanische  Wärmetheorie  in  der  neueren  Physik 
m  der  Hand  des  Princips  der  Erhaltung  der  Energie  geführt  worden 
var.  Jene  theoretischen  Vorstellungen  enthielten  zugleich  eine  ge- 
visse  Rechtfertigung  für  die  überwiegende  Berücksichtigung  der 
her  mischen  Vorgänge  gegenüber  andern  die  chemischen  Processe 
begleitenden  physikalischen  Erscheinungen.  Indem  nämlich  die  mecha- 
iische  Wärmetheorie  die  Wärmeerscheinungen  auf  die  Bewegungen 
er  ponderablen  Theilchen  der  Körper  zurückführt,  muss  sie  die 
heinischen  Zerlegungen  und  Verbindungen,  die  ebenfalls  auf  solchen 
Bewegungen  beruhen,  als  gleichartige  Vorgänge  auffassen,  und  sie 
^ird  von  vornherein  erwarten  dürfen,  dass  jedem  chemischen  Vor- 
ang  ein  bestimmter  thermischer  Vorgang  entsprechen  werde,  so 
war,  dass  beide  als  innig  mit  einander  zusammenhängende  Bestand- 
leile  eines  und  desselben  Processes  erscheinen.  Auf  solche  Weise 
"at  diese  vierte  Periode  den  die  erste  und  zweite  beherrschenden 
hysikalischen  Ideen  zunächst  als  eine  Periode  thermochemischer 
'heorien  gegenüber.  Dabei  waltete  auch  hier  noch  ein  Standpunkt 
or,  den  zu  verlassen  die  früheren  Richtungen  kein  zwingendes  Motiv 
Drfanden,  dessen  Festhaltung  aber  namentlich  durch  den  starren 
bemischen  AffinitätsbegriflF,  wie  ihn  die  Valenzhypothese  zur  Geltung 
ebracht,  gefordert  war:  der  Standpunkt  der  statischen  Betrach- 
mg  chemischer  Vorgänge.  Er  besteht  darin,  dass  bei  jeder  Zer- 
sizung  oder  Synthese  nur  der  Anfangs-  und  Endzustand  der  in 
tTechselwirkung  tretenden  Stoffe  in  Betracht  gezogen  wird,  ohne 
rücksicht  auf  die  etwa  durchlaufenen  Zwischenzustände,  und  ohne 
«ücksicht  auf  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Processe  vor  sich 
ehen.  Auch  auf  die  Untersuchung  der  thermischen  Vorgänge 
ess  sich  diese  Beschränkung  übertragen.  Die  bei  der  Oxydation 
Ines  Körpers  entwickelte  Verbrennungswärme,  die  bei  den  meisten 
•erlegungen  eintretende  Wärmebindung ,  die  Wärmecapacität  eines 
infachen  oder  zusammengesetzten  Körpers,  endlich  die  unter  Be- 
Ucksichtigung  der  Temperatur  und  des  Drucks  eintretenden  Volum- 
nderungen  gasförmiger  Stoffe  bei  ihrer  Verbindung  oder  Zerlegung 
lud  statische  Grössen,  insofern  es  sich  bei  ihrer  Bestimmung  ledig- 
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lieh  um  die  Vergleicfaung  zweier  Gleichgewichtszustände  handelt, 
nicht  aber  um  die  Frage,  wie  der  eine  dieser  Zustände  in  den. 
andern  übergegangen  ist.  Gleichwohl  liegt  diese  Frage  hier  so 
nahe,  dass  sie  nicht  auf  die  Dauer  umgangen  werden  konnte.  Sa 
entstand  die  Nothwendigkeit,  theils  die  einseitige  thermische  Be- 
trachtung zu  einer  Untersuchung  der  gesammten  die  chemischei: 
Frocesse  begleitenden  physikalischen  Vorgänge  zu  erweitem,  theiL^ 
das  bisher  bei  dem  Studium  jener  Frocesse  yöllig  vemachlässigL« 
Element  der  Zeit  mit  in  Betracht  zu  ziehen.  Auf  diese  Weis., 
trat  jener  chemischen  Statik  eine  chemische  Dynamik  mit  neu^^ 
Aufgaben  gegenüber.  Indem  diese  Dynamik  den  chemischen  Vo^ 
gang  lediglich  als  Theilerscheinung  eines  Zusammenhangs  physikalisc 
chemischer  Vorgänge  auffasst,  wird  nunmehr  die  chemische  Inducti 
genöthigt,  auf  alle  Nebenbedingungen  der  Frocesse,  wie  die  Mass^ 
der  in  Wechselwirkung  tretenden  Stoffe,  das  Vorhandensein  ander^^ 
Stoffe,  die  Beschaffenheit  der  Lösungsmittel,  die  optischen  und  elekt^H 
sehen  Begleiterscheinungen,  umfassende  Rücksicht  zu  nehmen. 

Indem  der  Gesichtspunkt  einseitig  thermischer  Betrachtung  aJi- 
mählich  zurückgedrängt  wurde,    musste  nothwendig  der   allgemeine 
physikalische   Begriff,    auf  den   die   thermochemische   Untersuchunj" 
bereits   hingewiesen   hatte,    noch    mehr   in  den  Vordergrund  treten: 
der  Begriff*  der  Energie.     So    gewann  denn    dieses   vierte  Stadium 
der    chemischen    Induction    mehr    und    mehr    den    Charakter   einer 
allgemeinen   chemischen  Energetik.     Das  Prineip  der  Erhaltung 
der  Energie,   wie   es   die   Grundlage   der   physikalischen   Forschung 
ist,   gilt  hier  als  die  letzte  Voraussetzung  auch  der  chemischen  In- 
duction,   und    diese    sucht    die    sämmtlichen    chemischen   Affinitats- 
wirkungen  sammt  ihren  Begleit-  und  Folgeerscheinungen  aus  jenem 
Prineip    und    aus   dem   ihm   beigeordneten   Prineip   der   Verwandel- 
barkeit   der  Energie   abzuleiten.     Die  Bedeutung  dieses   neuen  Sta- 
diums  besteht   demnach    darin,    dass    in   ihm   das   Ziel,    das   schon 
Berthollet  vor  Augen   geschwebt  hatte,   die  Einheit   der  letzten 
Prineipien  physikalischer  und  chemischer  Forschung,  in  unmittelbare 
Nähe  gerückt   scheint.     Noch   freilich   fehlt  eines,   um   diese  Ver- 
bindung  vollkommen   zu   machen:    eine   mit  den   analogen  Voraus- 
setzungen  der  Physik  in  Uebereinstimmung  stehende  Ableitung  der 
ehemischen    Erscheinungen     aus     den    allgemeinen    Prineipien   der 
Mechanik    und    den    physikalisch    begründeten  Hypothesen  über     i 
die   Materie.      Die    Reduetion    der    Vorgänge    auf    die    allgemeinen      i 
Gesetze    der   Bewegung,    wie    sie    für    die    thermischen,    optischent 
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elekbx^omagnetischen  Erscheinungen  von  der  Physik   versucht  wird, 

ist  a.uf  dem  Gebiete  der  Chemie  bis  jetzt  nur  theilweise  gelungen. 

Da  Skier  dem  Postulat  der  Zurückführung  oller  Naturvorgänge  auf 

Mechanik  auch  die  Chemie  sich  nicht  entziehen  kann,    so  wird  eine 

auf  dieses  Postulat  gegründete  deductive  Behandlung  der  chemischen 

Thatsachen   nicht   ausbleiben    können.     Die   Anfange   einer   solchen 

sind  bis  jetzt  hauptsächlich  in  der  kinetischen  Theorie  der  Gase  und 

der  Flüssigkeiten  gegeben. 


e.    Die  chemische  Abstrnction  und  Deduction. 

Die  Erhebung  der  Chemie  zu  einer  selbständigen  Wissenschaft 
^^t  aus    dem    nämlichen    isolirenden    Abstractionsverfahren    hervor- 
S'egangeU;  das  die  Trennung  der  verschiedenen  Zweige  physikalischer 
f^orsehung  veranlasst  hat.     Auch  wird  hinsichtlich  der  letzten  Pro- 
bleme der  chemischen  Untersuchung  diese  Abstraction  stets  aufrecht 
Erhalten  bleiben,   da   die   elektrischen,   optischen,   thermischen   und 
Sonstigen   physikalischen  Begleiterscheinungen  der  chemischen  Vor- 
j^änge  von  der  Chemie  nur  insoweit  in  Betracht  gezogen  werden, 
als  sie  mit  den  Verbindungen   und  Zerlegungen   der  Stoffe,   diesem 
eigentlichen  Object  chemischer  Forschung,   in  causalem  Zusammen- 
hange stehen. 

Ein   unmittelbares   Ergebniss   dieser   Abstraction   ist   die  Auf- 
i^tellung  eines  Systems  von  Zeichen   für  die  einfachen  Stoffe,    das 
durch  Combination   zugleich   die   symbolische  Darstellung  jeder  be- 
liebigen chemischen  Verbindung  gestattet.     Die  Anwendung  solcher 
Zeichen  geht  bis  in  die  alchemistischen  Anfange  der  Chemie  zurück ; 
alle    früheren  Versuche   sind   aber  durch   die   von  Berzelius    ein- 
geführten Buchstabensymbole  verdrängt  worden.    Sie  vereinigen  drei 
Eigenschaften,  deren  einleuchtender  Zweckmässigkeit  sie  ihre  rasche 
£inführung  verdanken.     Erstens  gestattet  das  hier  benützte  Princip 
der  Bezeichnung  ohne  weiteres   die  Anwendung  auf  neu   entdeckte 
Elemente;    zweitens   ergibt  sich  aus  den  den  Symbolen  beigefügten 
Zahlen  unmittelbar  die  stöchiometrische  Zusammensetzung  einer  Ver- 
bindung;  drittens   lassen   sich  die  Anschauungen   über  die  Structur 
der  Verbindung  durch   Gruppirung    der  Symbole,    diejenigen    über 
synthetische  und  analytische  Vorgänge   durch  Gleichungen   versinn- 
lichen,  indem  man  von  dem  Plus-,   Minus-  und  Gleichheitszeichen 
mit  einer  durch  die  chemische  Anwendung  nahe  gelegten  Modification 
der  Bedeutung  Gebrauch  macht.    Bei  allem  dem  aber  wird  von  den 
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physikalischen  Begleiterscheinungen  der  chemischen  Vor^^mge  toIL 
ständig  abstrahirt.     Die   chemischen  Verbindungs-  und  Operations- 
formeln  veranschaulichen  uns   nur  den   rein   chemischen  Theil  d 
Vorgangs;   über   die  thermischen   Erscheinungen,   den  Einfluss  d 
Aggregatzustande  oder   die   Anwesenheit  anderer,   nicht  direct 
dem   betreffenden   Process  betheiligter  Stoffe    geben    sie    gar   kei 
Auskunft.    Dieser  abstracte  Charakter  der  chemischen  Formeln  da: 
um  so  weniger  aus  dem  Auge  verloren  werden,  als  er  zugleich  eii 
zureichende  Berücksichtigung  der  ursprünglichen  Bedingungen  eiui 
Vorgangs  ausschliesst.     Von  einer  algebraischen  Oleichung,   der 
äusserlich  ähnlich  sieht ,  ist  darum  eine  chemische  Operationsfonm.  ^ 
wesentlich  verschieden.    Während  jene  unter  allen  Umstanden  rieht,  zag 
ist,   sobald  sich  beide  Seiten  zu  Null  aufheben,   ist   die   chemiscKne 
Gleichung  selbstverständlich  nur  dann  richtig,  wenn  die  linke  Sem.  t^ 
den  Anfangszustand,   die  rechte  den  Endzustand  eines  Vorgangs        in 
Bezug   auf  die  thatsächliche  Oruppirung  der  Elemente  richtig  d»^ -er- 
stellt.    Da   nun    aber   die    chemischen   Bedingungen   für    den    ei'^^n- 
tretenden  Erfolg  in  der  ursprünglichen  Constitution  der  in  Wechsel- 
wirkung   tretenden   Stoffe   enthalten   sein   müssen,    so    enthält  je^^^ 
Operationsgleichung  zugleich  den  Hinweis  auf  diejenige  symbolisc^Bae 
Darstellung  der  einzelnen  in   sie    eingehenden  VerbindungsformeB^  n, 
die  von  vornherein  den  wirklichen  Erfolg  als  den  unter  allen  mö^^Bf- 
lichen   wahrscheinlichsten   erscheinen  lässt.     Auf  diese  Weise  geh^sn 
aus   den   bloss  die  stöchiometrischen  Verhältnisse  der  Elemente  b^^- 
rücksichtigenden  empirischen  Formeln  vermittelst  der  gewisse  V^  ^" 
bindungs-  und  Zersetzungserscheinungen   zum  Ausdruck   bringenden 
Operationsgleichungen   rationelle  Formeln  hervor.     Hierbei  kam^n 
es  sich  nun  freilich  ereignen,  dass  unter  verschiedenen  physikalischen 
und    chemischen    Bedingungen    abweichende    Operationsgleichungr^n 
gewonnen  werden,  aus  denen  sich  etwa  auch  abweichende  rationel^^ 
Formeln  für  eine  und  dieselbe  Verbindung  ergeben  können,     ünt^r 
allen  diesen  Formeln  die  wahrscheinlichste  zu   finden  ,   ist   die  Aiaf- 
gabe  der  chemischen  Induction.     Es  erhellt  ohne  weiteres,    ein  wi^ 
mächtiges   Hülfsmittel   derselben   hier   die   chemische   Symbolik  iM 
indem   sie   eine   grosse   Anzahl   analytischer   und    synthetischer  Bt- 
gebnisse  schnell  übersehen  lässt.     Ihr  Mangel  liegt  darin,  dass  si^ 
der  Schrift  sich   anschliessend,    genöthigt   ist,    die  Verbindungen    iß 
Gruppen   zu   zerlegen,    die   in   einer  Ebene  und  so  viel  als  möglich 
sogar  linear  angeordnet  werden,  während  doch  die  Elemente  in  den 
wirklichen  Verbindungen  jedenfalls  nach  drei  Dimensionen  geordfl«^ 
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od.  Darin  liegt  zunächst  eine  deutliche  Warnung,  dass  man  de 
jrpothetischen  und  beschränkten  Bedeutung  der  durch  die  gewöhn- 
che  Symbolik  ausgedrückten  Beziehungen  eingedenk  bleibe,  zu- 
leich  aber  auch  eine  Aufforderung,  zu  versuchen,  ob  sich  nicht 
ber  bestimmte,  sowohl  chemische  wie  physikalische  Eigenschaften 
er  chemischen  Verbindungen  durch  eine  körperlich  gedachte  An- 
fdnung  der  Atome  Rechenschaft  geben  lasse*). 

Je    weniger    nun    aber    überhaupt    die    Betrachtung    der    rein 

'Kemischen  Seite  der  chemischen  Wechselwirkungen  eine  ausreichende 

E^rklärung  derselben   zu   liefern   vermag,   um  so   mehr  bedarf  auch 

^ier  die  Abstraction   des  ergänzenden  Verfahrens   der  Colligation. 

[^iese  besteht  im  vorliegenden  Falle   darin,   dass  die   Untersuchung 

i^n  specifisch   chemischen  Standpunkt   mit  dem  physikalischen  ver- 

'ioigt,  indem  sie  successiv  über  die  einzelnen  physikalischen  Phänomene, 

Welche  die   Verbindungen    und    Zersetzungen    der    Stoffe    begleiten, 

Rechenschaft  gibt.    Ist  auch  der  nächste  Erfolg  dieser  Umkehrung  des 

rsprünglichen  Abstractionsverfahrens  eine  grössere  Verwicklung  der 

rntersuchungsmethoden  und  eine  Vermehrung  der  in  Rücksicht  ge- 

Dgenen  Thatsachen ,   so  wird   doch  schliesslich   im   allgemeinen  auf 

iesem  Wege  eine  Vereinfachung  der  Gesichtspunkte  herbeigeführt. 

enn    indem  jene   Colligation   die   Subsumtion   der   chemischen  Er- 

heinungen    unter    physikalische    Principien    ermöglicht,    sucht   sie 

gleich  die  chemische  Statik   und  Dynamik   zu   einem  Bestandtheil 

r  Molecularmechanik  zu  machen,  wobei  die  chemischen  Vorgänge 

'    verhältnissmässig   einfache   mechanische  Anschauungen  zurück- 

iQhrt    werden,    die   gleichwohl    nicht    bloss   über    den    specifisch 

mischen  Inhalt  der  Erscheinungen,  sondern  auch  über  alle  anderen 

leitenden  Processe  Rechenschaft  ablegen. 

Von  der  jeweiligen  Stufe  der  chemischen  Abstraction  ist  nun 

?orm  der  Deduction  der  chemischen  Thatsachen  wesent- 

abhängig.     Je  isolirender  noch  die  Abstraction  verfährt,  um  so 

herrscht  als   die   fast  ausschliessliche   Deductionsmethode   die 

ogie  vor.    Jede  der  grundlegenden  Anschauungen,  die  während 

Intwicklung   der  Chemie   massgebend   waren,   stützte   sich   auf 

neistens  nicht    sehr    grosse   Anzahl    von   durch   Induction  ge- 

en   Thatsachen.     Nach    Analogie    dieser   Thatsachen    wurden 

Vgl.  J.  H.  van  t'Hoff,  Die  Lagerung  der  Atome  im  Räume,  deutsch 
ermann,  1877,  und  besonders  J.  Wislicenus,  Ueber  die  räumliche 
mg  der  Atome  etc.,  Abh.  d.  kgl.  sächs.  Ges.  d.  Wiss.,  math.-phys.  Cl. 
8,  S.  1  ff. 
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dann  alle  übrigen  Erfahrungen  beurtheilt,  und  in  der  Regel  wurden 
die  Experimente,   die  man  zur  Zerlegung  bestimmter  Verbindungen 
oder  zur  Herstellung  neuer  unternahm,  Yon  eben  solchen  Analogie- 
schlüssen   geleitet.      So    construirte    die    dualistische    Richtung   der 
Chemie  alle  Verbindungen  nach  Analogie  gewisser  binärer  Zusammen- 
setzungen.    Von    einer  Analogie  mit  dem  Verhalten  der  Elemente, 
namentlich   der  Metalle,    ausgehend,    bildete   man    den   Begriff  (le& 
Radicals.     Während  der  Herrschaft  der  Structurchemie   war  dieses 
Verfahren  nicht  einmal  mehr,  wie  bei  der  elektrochemischen  Hjpo^ 
these,  von  gewissen  physikalischen  Oesichtspunkten  geleitet;  um  so 
mehr   aber  verdrängte   es   hier  sogar   die  Induction,    da  oft  genu^ 
Analogien  für  die  Anschauungen  über  die  Structur  einer  Verbindung 
bestimmender   wurden  als   die   unmittelbaren    Elesultate   der  stufen- 
weisen Analyse  und  Synthese.   Die  Valenztheorie  vertiefte  zwar  diese 
lediglich   von   der   chemischen   Oruppirung   ausgehenden    Analogien, 
indem  sie  den  Afiinitätswerth   der  Elemente  zur  Geltung  brachte. 
Aber  nachdem  letzterer  für  jedes  Element  aus  einer  beschrankten 
Anzahl  von  Verbindungen  durch  Induction  gefunden  war,  wurde  er 
nun  wieder  der  Ausgangspunkt  zahlreicher  Analogiebildungen. 

Erst  in  Folge  der  umfassenderen  Berücksichtigung  der  physi- 
kalischen Bedingungen  und  Begleiterscheinungen  der  chemischen 
Vorgänge  hat  sich  mit  diesem  Analogieverfahren  theilweise  die  voll- 
kommenere Form  der  physikalischen  Deduction  verbunden,  die  nicht 
wie  die  Analogie  von  dem  Einzelnen  auf  das  Einzelne  schliesst, 
sondern  aus  bestimmten  allgemeinen  Principien  die  speciellen  That- 
sachen  ableitet.  Zunächst  hat  auch  hier  unter  dem  Einfluss  der 
therraochemischen  Studien  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie 
seine  allgemeingültige  Bedeutung  bewährt.  Neben  ihm  sind  einige 
andere  Voraussetzungen,  die  aus  der  Anwendung  speciellerer  Vor- 
stellungen der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  die  chemischen  Pro- 
cesse  entsprangen,  fruchtbare  Ausgangspunkte  für  die  Deductionen 
der  chemischen  Statik  und  Dynamik  geworden.  In  erster  Linie  steht 
hier  die  aus  dem  Gesetz  der  gleichen  thermischen  Ausdehnung  der 
vollkommenen  Gase  abgeleitete  Voraussetzung,  die  unter  dem  Namen 
des  Avogadro'schen  Gesetzes  bekannt  ist,  sowie  das  von  Dulong 
und  Petit  für  den  festen  Aggregatzustand  der  Körper  aufgestellte 
Gesetz  der  gleichen  Wärmecapacität  der  Atome,  woran  sich  dann 
in  neuerer  Zeit  die  allgemeine  Nachweisung  der  Abhängigkeit  der 
physikalischen  Constanten,  wie  des  Gefrier-  und  Siedepunktes,  des 
Lichtbrechungsvermögens,   der    elektrischen    Leitungsfahigkeit,  Ton 
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ir  chemischen  Constitution  und  der  Versuch  der  ZurückfUhrung 
3ser  Abhängigkeiten  auf  bestimmte  Gesetze  anschloss.  Während 
^se  Gesetze  die  Grundlagen  der  chemischen  Statik  abgeben, 
Ltzt  sich  die  chemische  Dynamik  theils  unmittelbar  auf  das 
g'emeine  Energiegesetz,  theils  auf  die  Erforschung  der  gesetz- 
Issigen  Veränderungen,  welche  die  physikalischen  Constanten,  ins- 
sondere  die  thermischen  Eigenschaften  und  bei  den  Elektrolyten 
i  elektrische  Leitungsfähigkeit ,  bei  den  chemischen  Vorgängen 
fahren. 


2.    Die  chemische  Statik  und  Dynamik. 

a.  Die  Principien  der  chemischen  Statik. 

Die  Entwicklung  der  Principien  der  chemischen  Statik  hat  von 
em  Gesetz  der  multiplen  Proportionen  ihren  Ausgang  genommen, 
'asselbe  stellt  fest,  dass  diejenigen  Gewichtsmengen  zweier  Elemente 

und  B^  die  sich  mit  einer  und  derselben  Menge  eines  dritten 
[ementes  C  verbinden,  entweder  die  nämlichen  sind,  in  denen  sich 

und  B  auch  unter  einander  verbinden,  oder  zu  ihnen  in  dem  Ver- 
Itnisse  einfacher  ganzer  Zahlen  stehen.  Dieses  Gesetz  führt  fast  un- 
rmeidlich  zu  atomistischen  Vorstellungen.  Denn  es  legt  die  Deutung 
he,  dass  die  einfachsten  Gewichtsverhältnisse,  in  denen  sich  die 
emente  verbinden  können,  dem  Gewichtsverhältnisse  ihrer  Atome 
bsprechen.  Auf  diese  Weise  hat  in  der  That  Dal  ton,  der  Ent- 
cker  des  Gesetzes  der  multiplen  Proportionen  und  der  Begründer 
r  chemischen  Atomistik,  den  Begriff  des  Atomgewichts  ge- 
laffen.  Dieser  Grundbegriff  der  chemischen  Statik  lässt  nun  zwei 
rschiedene  Deutungen  zu.  Man  kann  ihn  erstens  im  nächsten 
ischlusse  an  das  Gesetz  der  multiplen  Proportionen  einfach  als 
den  hypothetischen  Ausdruck  für  die  thatsächlichen  Verhältnisse  der 
erbindungsgewichte  der  Stoffe  auffassen;  es  lassen  sich  aber 
ich  zweitens  unter  Hinzunahme  des  Begriffs  der  chemischen  Affinität 
e  Atomgewichte  als  diejenigen  relativen  Mengen  einfacher  Stoffe  be- 
Bchten,  die  bei  der  chemischen  Bindung  einander  vertreten  können, 
iso  hinsichtlich  ihres  Affinitätswerthes  einander  äquivalent  sind. 
kUf  diese  Weise  geht  der  Begriff  des  Atomgewichts  in  den  des 
^equivalentgewichts  über.  Man  hat  längere  Zeit  diesen  Aus- 
inick  deshalb  vorgezogen,  weil  er  nicht,  wie  der  des  Atomgewichts, 
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eine  hypothetische   Voraussetzung   enthalte.     Es  ist  aber  leicht  zu 
sehen,  doss,  wenn  man  das  Atomgewicht  lediglich  in  der  ihm  durch 
das    Gesetz    der    multiplen    Proportionen    gegebenen    thatsachlicben 
Bedeutung  auffasst,   das  Umgekehrte  der  Fall   ist.     Dann   nämlich 
bedeutet  das   Atomgewicht  nichts   weiter   als   das   relative  Gewicht:: 
der  kleinsten  Menge   eines  Elementes,   die  in  Verbindungen  ein — • 
treten  kann.     Diese  Menge  wird   nur  deshalb  ein  chemisches  AtoiK- 
genannt,  weil  sie  bei  allen  chemischen  Verbindungs-  und  Zersetzungs^ 
erscheinungen   als   eine   nicht   weiter    theilbare   Menge    in    Betracl^ 
kommt.    Das  Atomgewicht  bezeichnet  also  eine  aus  dem  Gesetz  d^^ 
multiplen   Proportionen    unmittelbar   zu   folgernde   Thatsache.      D^^ 
Begriff  des  Aequivalentgewichtes  dagegen  verbindet  diese  Thatsactzm 
mit  der  weiteren  Voraussetzung,   dass  jene   kleinsten   Verbindung^-:» 
gewichte  in  Bezug  auf  ihren  Affinitatswerth   einander  gleich wertk^.S 
seien,   einer  Voraussetzung,  die  nicht  nur  hypothetisch,    sondern       i 
dieser  Fassung  sogar  unrichtig  ist. 

Nichts    desto    weniger   hat   diese  Umwandlung  in  den  Beg»,  Jü 
des   Aequivalentgewichts   das   nächste   vom   rein   chemischen  StanL<i- 
punkte   aus  zu  erlangende  Hülfsmittel   zur  Bestimmung  der  Atofn- 
gewichte  oder  einfachsten  Mischungsgewichte  dargeboten.    Denn  c3ias 
Gesetz  der  multiplen  Proportionen  gab  darüber  keinen  sicheren  Axif- 
schluss.     Wenn  man  z.  B.  fand,    dass  das  Kaliunioxyd  auf  1  Theü 
Sauerstoff  4,9   Kalium   enthält,    so   blieb    unsicher,    ob   das   Atom- 
gewicht des  Sauerstoffs    zu   1,  2,  3  .  .  .,  und    demgemäss   dasjenige 
des  Kaliums  zu  1,  2,  3  .  .  .  mal  4,9  anzusetzen  sei.    Als  man  aber 
fand,  dass  der  dem  Kalium  in  seinen  Affinitäts Verhältnissen  analoge 
Wasserstoff*  sich  mit  Sauerstoff  im  Verhältniss  von  1  :  8  zu  Wasser 
verbinde,  so  sah  man  sich,    sobald  das  kleinste  Verbin dungsgewicht 
des  Wasserstoffs   als    Einheit    des    Atomgewichts    betrachtet  wurde, 
genöthigt,  das  letztere  für  den  Sauerstott'  =^-  8  und  für  das  Kalium 
=  .S9,2  anzunehmen.     Ebenso  konnten  dann    die  Atomgewichte  der      1 
übrigen  Metalle  aus  ihren  analogen  SauerstoftVerbindungen  bestimmt 
werden.    Diese  Ermittelung  der  Aequivalentgewichte  empfing  ausser- 
dem   eine  Stütze   an    der  quantitativen    Bestimmung   der   durch  die 
Elektrolyse  gewonnenen  Zersetzungsproducte   der  Verbindungen,  da 
nach  dem  von  Faraday  gefundenen  Gesetze  der   festen  elektrolyt»' 
sehen  Action  gleich  grosse  Mengen  strömender  Elektricität  die  El^" 
mente   aus   analog   zusammengesetzten   Verbindungen   in   Mengever- 
hältnissen ausscheiden,  die  ihren  Atomgewichten  entsprechen. 

Gleichwohl  gab  diese  Bestimmungsweise,  namentlich  in  solchen 
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Fällen,  wo  zwei  Elemente  mehrere  Verbindungen  mit  einander  ein- 
gehen, keine  unzweideutigen  Werthe  für  die  Atomgewichte.     Auch 
beruhte  sie  auf  der  Annahme,  dass  die  im  freien  Zustand  existirende 
•einfachste    Verbindung    zweier    Elemente    die    einfachste   überhaupt 
jQögliche   sei,   eine   Voraussetzung  die  an    sich  durchaus  nicht  ge- 
rechtfertigt  ist,   und   gegen   die   sich  späterhin    namentlich   aus  der 
Cbnstitution    der    organischen    Verbindungen    gegründete    Bedenken 
^iTjaben.      So    war    z.   B.    nur    unter   jener  Voraussetzung   für   das 
Wasser  die  Formel  HO  (1  Atom  Wasserstoff  auf  1  Atom  Sauerstoff 
Tnit   dem  Gewichtsverhältniss  1  :  8)   gerechtfertigt.     Sobald   aber   in 
ii^gend  einer  zusammengesetzteren  Verbindung  eine^ Atomgruppe  an- 
zi^nehmen   war,   in   der  das   Gewichtsverhältniss  von  H  zu  0  1  :  16 
t>etrug,  so  musste  offenbar  für  diese  die  einfache  Formel  HO  reser- 
^irt,  also  das  Atomgewicht  des  Sauerstoffs  verdoppelt  und  demnach 
^as  Wasser  =  HgO  angesetzt  werden. 

Bevor  jedoch  diese  Gesichtspunkte  zur  Geltung  kamen,  war  es 
^ine  bei  den  Verbindungen    der  gasförmigen  Elemente  zu  beobach- 
tende Regelmässigkeit,    die   eine  Verwerthung  für   die   Bestimmung 
^er  Atomgewichte  nahe  legte.     Nach  einem   von  Gay  Lussac  ent- 
t)eckten   Gesetze   verbinden    sich    nämlich    die   Gase    entweder   nach 
gleichen    oder    den    nächststehenden    einfachen    Volumverhältnissen. 
I)ie8es   Gesetz    veranlasste   bereits   Berzelius   zu   der  Vermuthung, 
-dass  die  Gewichte  gleicher  Volumina  gasförmiger  Elemente  im  selben 
Verhältnisse  stehen  wie  ihre  Atomgewichte  oder,  mit  andern  Worten, 
^ass  die  Atome  aller  Elemente  im  gasförmigen  Zustand  den  gleichen 
Raum  einnehmen.    War  diese  Hypothese  richtig,  so  entsprachen  die 
Volumtheile  der  in  einer  Verbindung   enthaltenen   gasförmigen  Ele- 
mente unmittelbar  den  Atomzahlen.    Die  Chlorwasserstoffsäure  erhielt 
also  die  Formel  HCl,   weil  sich  1  Volum  Wasserstoff  mit  1   Volum 
<Jhlor  verbindet,  das  Wasser  dagegen  die  Formel  HgO,  weil  in  ihm 
2    Volumina    Wasserstoff   auf   1    Volum    Sauerstoff   enthalten    sind. 
Bedeutsamer  für  die  chemische  Statik  wurde  dieses  Berzelius'sche 
Volumgesetz  erst,  als  Avogadro  neben  den  Volumverhältnissen  der 
einfachen  auch  diejenigen  der  zusammengesetzten  Gase  in  Rücksicht 
^og  und   dabei  insbesondere   die   etwaigen  Volumveränderungen  be- 
achtete, die  in  Folge  der  chemischen  Bindung  eintreten.    Diese  Er- 
wägungen ftlhrtcn  ihn  zu  dem  neuen  wichtigen  Begriff  des  chemi- 
Bchen  Molecüls  als  der  kleinsten  für  sich  bestehenden  Atomgruppe 
Und  zu   der  Hypothese,    dass   in   gleichen  Kaumtheilen   aller 
^ase   bei  gleichem  Druck  und   gleicher  Temperatur  die 

I  Wandt,  Log^.  U,  l.    2.  Aufl.  32 
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nämliche  Anzahl  von  Molecülen  enthalten  sei.  Als  ei^ 
Gorollarsatz  hierzu  hat  dann  der  Satz  zu  gelten,  dass  auch  in  d^^ 
einfachen  Gasen  die  Molecüle  zusammengesetzt  sii=^.< 
indem  die  einfachen  von  den  zusammengesetzten  Körpern  nur  dadu^ 
sich  unterscheiden,  dass  in  jenen  die  Molecüle  aus  gleichartigen, 
diesen  aus  verschiedenartigen  Atomen^ bestehen*).   Dieser  Satz  er; 


sichf  sobald  die  Berzelius'sche  Hypothese  von  den  Atomen  auf 
MolecQle  der  zusammengesetzten  Ghise  übertragen  wurde,  ohne 
teres  aus  der  Vergleichung  der  Volumverhältnisse  der  Yerbindu: 
und  ihrer  Bestandtheile.  Da^sich  z.  B.  1  Volum  Chlor  und  1  VoS^iu 
Wasserstoff  verbinden,  um  2  Volumina  chlorwasserstoffsaures  Ghi^  zi 
bilden ,  so  müssen  nothwendig ,  wenn  in  jedem  Volum  dieser  GHtse 
gleich  viel  Molecüle  enthalten  sein  sollen,  die  Molecüle  des  Chioi:» 
und  des  Wasserstoffs  aus  zwei  Atomen  zusammengesetzt  sein. 

In   doppelter  Beziehung  bildet  die  Avogadro'sche  Hypothese 
einen  bedeutsamen  Wendepunkt  in  den   chemischen  Anschauungen. 
Einerseits  erweiterte  sie  im  Anschlüsse  an  den  neu  gebildeten  Be- 
griff des  chemischen  MolecUls  den  Affinitätsbegriff,  indem  sie  dessen 
Anwendung  auch  auf  die  chemisch  unzerlegbaren  Stoffe  veranlasste; 
anderseits  gab  sie  ein  unzweideutiges  physikalisches  Mass  ab  für  die 
Bestimmung   der  Atomgewichte   der   Elemente   und   der   Elementar- 
constitution  der  Verbindungen.    Beide  Rückwirkungen  gelangten  aber 
erst  dann   zu   ihrer  Bedeutung,   als  der  Avogadro^sche  Satz  selbst 
durch  die  mechanische  Wärmetheorie  seine  theoretische  Begründung 
empfangen   hatte.     Die  Vorstellung   der   gleichen   Molecülzabl  aller 
Oase  im  gleichen  Volum  erschien  nun  als  eine  nothwendige  Folgerung 
aus  den  Grundbedingungen  des  molecularen  Bewegungszustandes  der 
Gase,   und  sie  trat  in  unmittelbare  Beziehung  zu  den  aus  denselben 
Bedingungen  entspringenden  einfachen  Gesetzen  von  Boyle  und  von 
Gay  Lussac  über  das  Verhältniss  des  Volums  gasformiger  Körper 
zu  Druck   und  Temperatur.     (Vgl.  S.  74  f.)     Weiterhin  wurde  nun 
aber  auch  der  üebergang  zur  Erklärung  des  chemischen  Verhaltens     i 
flüssiger  Körper  aus  ihren  physikalischen  Eigenschaften  durch  die 
Erwägung   nahe   gelegt,   dass   sich   der  Bewegungszustand  der  Q^' 
molecüle  nothwendig  in  dem  Augenblick  ändern  müsse,  wo  in  Folge 
eines    äusseren    Drucks    oder    innerer    Constitutionsbedingungen  die 
Theilchen  einander  so  nahe  kommen,  dass  zwischen  ihnen  Attractions- 

*)  Zur  Geschichte  der  Avogadro'schen  Hypothese  vgl.  H.Kopp,  DieM 
Wicklung  der  Chemie  in  der  neueren  Zeit,  München  1873,  S.  349  ff.,  und  Lothar 
Meyer,  Die  modernen  Theorien  der  Chemie,  5.  Aufl..  S.  22  ff . 
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krafte  wirksam  werden.  Es  wird  dann  ein  kritischer  Punkt  anzu- 
nehmen sein,  wo  diese  Attractionskräfte  im  ganzen  über  die  aus  den 
Wärmebewegungen  resultirenden  Elepulsivwirkungen  überwiegen.  Von 
der  Annahme  ausgehend,  dass  die  nämlichen  Kräfte  in  gewissem 
Grade  auch  schon  im  gasförmigen  Zustande  vorhanden  sein  müssen, 
stellte  denmach  von  der  Waals  für  Gase  und  Flüssigkeiten  eine 
einzige  Zustandsgieichung  auf,  deren  Constanten  nur  von  der  Be* 
schaffenheit  der  Molecüle  abhängen,  und  nach  welcher  daher  die 
Eigenschaften  der  Stoffe  in  beiden  Zuständen  gesetzmässig  an  ein* 
ander  gebunden  sind*).  Aus  diesen  Betrachtungen  konnten  einer- 
seits die  wahrscheinlichen  Werthe  von  Volum,  Dichte  und  Zahl  der 
Molecüle  in  einer  Flüssigkeit  ermittelt  werden,  anderseits  war  es 
nahe  gelegt,  den  Grundgedanken  der  kinetischen  Gastheorie  auf  die 
Lösungen  zu  übertragen,  also  anzunehmen,  dass  die  Bewegungen 
der  in  einer  Lösung  oder  einem  Lösungsgemisch  enthaltenen  Molecüle 
denselben  Gesetzen  gehorchen  wie  die  Bewegungen  der  Gastheilchen. 
(Princip  von  van  t'H off.) '*'''')  Eine  Bestätigung  dieser  Annahme 
lag  darin,  dass  der  Druck,  den  eine  Lösung  auf  eine  den  directen 
hydrostatischen  Druck  abhaltende  permeable  Wand  ausübt,  der  so 
genannte  osmotische  Druck,  unabhängig  von  der  Natur  des  Lösungs- 
mittels gefunden  wird,  und  dass  er  dagegen  der  Concentration  der 
Lösung  und  der  absoluten  Temperatur  proportional  geht,  eine  Be- 
ziehung die  sich  unmittelbar  dahin  interpretiren  lässt,  dass  man 
Lösungen  von  gleichem  osmotischem  Druck  erhält,  wenn  man  in 
einem  und  demselben  Lösungsmittel  eine  gleiche  Anzahl  von  Mole- 
cülen  verschiedener  Substanzen  zur  Lösung  bringt,  und  dass  für  den 
aus  der  kinetischen  Energie  der  gelösten  Molecüle  resultirenden 
osmotischen  Druck  das  Boyle'sche  und  das  Gay  Lussac'sche 
Gesetz  gilt.  Entsprechend  tritt  bei  gleichem  Moleculargehalt  an 
gelöster  Substanz  immer  auch  die  gleiche  Gefrierpunktsemiedrigung 
des  Lösungsmittels  ein. 

Erscheinen  auf  diese  Weise  für  den  gasförmigen  und  den 
flüssigen  Aggregatzustand  die  Beziehungen  zwischen  den  physikali- 
schen und  den  chemischen  Eigenschaften  auf  die  gleiche  Gesetz- 
mässigkeit zurückgeführt,  so  ist  dies  für  den  festen  Aggregat- 
zastand  nicht  gelungen.  Doch  steht  auch  hier  das  thermische  Ver- 
halten der  Körper  in  einer  bestimmten  Beziehung  zum  Atomgewicht, 

*)  W.  Ostwald,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Chemie.  2.  Aufl.  I,  1891. 
8.  224,  289  ff. 

♦*)  van  t'Hoff,  Ostwalds  Zeitschrift  für  phyaik.  Chemie,  1, 1887,  Ö.  481  ff. 
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m   nach   einem  schon  1818  von  Dulong  und  Petit  aufgefui 
in  Gesetze  die  Wärmecapacitat  oder  diejenige  Wärmemenge,  di 
>rderlich  ist,   um  die  Temperatur  der  Gewichtseinheit  einer  Sal 
nz  um  1^  C.  zu  erhöhen,   ein  reciprokes  Verhalten  zeigt  zu  de^c^sc 
x)mgewichte,   so    dass  die  Producte  aus  den  Wärmecapacitaten  £:       ] 
e  Atomgewichte   innerhalb  bestimmter ,   übrigens   für  die  yer8chi^.£ii 
enen   Elemente    etwas    wechselnder   Temperaturgrenzen    annähern^rrn 
;inander  gleich  sind"*").     Dieses  Verhalten  läset  nur  die  Deutung  z^^  2 
iass  die  Atome  der   einfachen  Körper   im  festen  Zustand   die  näErK-^i 
liehe  specifische  Wärme  besitzen,  oder  dass  ihnen,  mechanisch  auK^^r^u 
gedrückt,  bei  gleicher  Wärmezufuhr  die  gleiche  Energie  der  Schwi  .mr^wii 
gungsbewegung  mitgetheilt  wird,   dass  also  im  starren,  ähnlich  m^    w: 
im  gasformigen  und  flüssigen  Zustande,  das  physikalische  Verhaltzift^  Jte 
der  Körper  ein  gleichförmiges,   nur  von  der  Anzahl,  nicht  von  c^  dei 
Beschaffenheit    der    Atome    abhängiges    ist.      Unter    dieser  Voraus  Aus- 
setzung liegt  es  aber  zugleich  nahe,  die  Bedeutung  des  Gesetzes 
den  Atomen  auf  die  Molecüle  zu  übertragen.     In   der  That  ist 
in  einem  von  F.  Neumann  aufgestellten  Theorem  geschehen,  m 
welchem    die    Moleculargewichtswärmen    analog    zusamm« 
gesetzter  Verbindungen  annähernd  einander  gleich  sind'*''*'). 

Wie  bei   den    auf  die   Gesetze   von  Dulong   und  Petit  is^mnd 
von  F.  Neumann  gegründeten  Beobachtungen  die  Effecte  der  Wärn«3e- 
zufuhr  benützt  werden,  um  über  das  Verhalten  der  Atome  und  ÜÄ-Jrer 
Verbindungen  Aufschluss  zu  gewinnen,  so  kann  nun  aber  überha.«Jpf 
das  gleichartige  oder  verschiedene  physikalische  Verhalten  der  Kör yer 
zu  Rückschlüssen  auf  ihre  chemische  Constitution  dienen.    So  schli^sst 
man  bei  Verbindungen,  bei  denen  man  aus  chemischen  Gründen  eine 
Analogie  der  Zusammensetzung  annehmen   darf,    aus    der  Gleichlieji 
der  Krystallform    auf  ein  correspondirendes  Verhalten  der  Atomzaü 
ihrer  Elemente,  so  dass,  wenn  das  Atomgewicht  des  einen  Elementes 
einer  binären  Verbindung  bekannt  ist,    dasjenige  des  andern  daraiw 
abgeleitet  werden  kann.    Insbesondere  sieht  man  sich  zu  einer  solchen 
Folgerung  dann  berechtigt,  wenn  die  analoge  Zusammensetzung  der 
isomorphen  Verbindungen  darin  ihren  Ausdruck  findet,  dass  die  eine 
Verbindung  in  die  andere  lediglich  durch  Ersetzung  eines  bestimmten 
Elementes   durch  ein  anderes    umgewandelt   werden   kann.     In  ähfl- 
lieber   Weise   lassen   sich    aus   dem   analogen    Verhalten   bestinunte; 


*)  Vgl.  H.  F.  Weber,  Pogg.  Ann.,  1875,  Bd.  154.  S.  367. 
*♦)  F.  Neumann,  Pogg.  Ann.,  Bd.  23,  S.  1. 
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physikalischer  Gonstanten,  wie  des  Siedepunkts,  der  Schmekwärme, 
der  Yerbrennungswärme,  des  Brechungs-  und  elektrischen  Leitungsr 
yermögens,  sowie  aus  der  regelmässigen  Veränderung  einzelner  unter 
diesen  Constanten  bei  gleichartigen  chemischen  Aenderungen  Rück- 
schlüsse machen  auf  die  atomistische  Constitution  der  Körper.  Indem 
die  chemische  Statik  von  diesen  Constanten  Oebrauch  macht,  stützt 
sie  sich  aber  bereits  zum  Theil  auf  djnatnische  Oesichtspunkte. 

b.    Die  Principien  der  chemischen  Dynamik. 

Durch  die  Benützung  der  erörterten  Principien  sucht  die  chemische 
Statik  die  Bedingungen  der  wechselseitigen  Bindung  der  Atome  zu 
ermitteln.  Doch  gewinnt  sie  auf  diesem  Wege  keinen  Aufschluss 
über  das  Wesen  der  chemischen  Affinitätskräfte,  ja  sie  vermag  nicht 
einmal  ein  zureichendes  Mass  für  deren  Wirksamkeit  in  verschiedenen 
Fällen  aufzufinden.  Insbesondere  enthält  der  aus  der  Structur  der 
Verbindungen  abgeleitete  Begriff  der  Valenz  ein  solches  Mass 
durchaus  nicht,  da  durch  ihn  nur  ein  verhältnissmässig  beschränkter 
einzelner  Effect  der  Affinitätskräfte  bestimmt  wird.  Denn  die  Grösse 
der  wirklichen  Affinität  hängt  zunächst  von  der  Festigkeit  ab,  mit 
der  die  Atome  an  einander  gebunden  sind,  während  der  Valenz- 
begriff bloss  für  die  relativen  Zahlenwerthe  der  Atome  im  chemi- 
schen Molecül  Maximalgrenzen  feststellt. 

Dagegen  stehen  gewisse  unter  den  oben  erwähnten  physi- 
kalischen Constanten  der  chemischen  Vorgänge  zu  der  Grösse  der 
Affinität  in  einer  so  nahen  Beziehung,  dass  sie  unter  geeigneten 
Bedingungen  ein  Mass  für  die  Intensität  der  Affinitätswirkungen 
abzugeben  vermögen.  Hierher  gehört  zunächst  die  Verbrennungs- 
wärme oder  diejenige  Wärmemenge,  die  in  Folge  der  Verbindung 
der  Atome  frei  wird  und  auf  calori metrischem  Wege  bestimmt  werden 
kann.  Indem  sie  die  Energie  der  schwingenden  Bewegungen  misst, 
die  während  eines  durch  die  Wirkung  der  Affinitätskräfte  statt- 
findenden Ueberganges  aus  einem  gegebenen  Zustand  chemischer 
Bindung  in  einen  anderen  stattfinden,  gestattet  sie  einen  Rückschluss 
auf  die  Grösse  des  Kraftaufwandes,  der  zur  Herbeiführung  dieser 
Zustandsänderung  erforderlich  ist.  Aber  auch  hier  kann  diese  Grösse 
nicht  etwa  unmittelbar  aus  der  beobachteten  Verbrennungswärme 
erschlossen  werden,  sondern  es  ist  dazu  ausserdem  die  Erwägung 
des  vorangegangenen  Zustandes  der  Atome  sowie  der  sonstigen  die 
thermischen  Vorgänge   beeinflussenden  Veränderungen,   insbesondere 
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also  der  etwa  gleichzeitig  eintretenden  und  regelinissig  von  Wärme- 
bindung  begleiteten   Dissociationen    erforderlich.    Auf  diese  Weise 
stellt  sich  die  wirklich   als  Mass  einer  Affinitätswirkong  yerwertti* 
bare  Verbrennungswärme  als  Glied  einer  thermischen  Oleichung  dar  ^«^ 
in  'der  sich   auf  der  nämlichen   Seite  noch   andere,    theils  positiT 
theils  negative  Glieder  befinden,    während   die  andere  als   einzig 
Glied  die  gesammte  bei  dem  betreffenden  chemischen  Vorgang  beo 
achtete  thermische  Veränderung  enthält.    Man  bezeichnet  jede  solc 
Veränderung  als  Wärmetönung  und  nennt  diese  positiv, 
sie  einem  Freiwerden  von  Wärme,  negativ,  wenn  sie  einer  Bindu 
derselben  entspricht.     Hiernach  ist  die  gesammte  in  einem  Versui 
beobachtete   Wärmetönung    im    allgemeinen   einer  Summe  positiv 
und  negativer  Wärmetönungen  gleichzusetzen,  deren  Einzelbestimmui 
erfordert  wird,  wenn  der  thermische  Werth  einer  gegebenen  Affinität^, 
äusserung   gemessen   werden    soll.      Diese  Messung   wird    m(^li 
sobald   es  gelingt   eine  hinreichende  Zahl   thermischer  Gleichung» 
zu  gewinnen,  um  aus  ihnen  das  gesuchte  Glied  berechnen  zu  können 
Mittelst  der  Vergleichung  der  so  erhaltenen  thermischen  Affinität" .^i 
werthe  lassen  sich  dann  zuweilen  auch  Rückschlüsse  machen  auf  c^  d 
Gruppirung  der  Atome.     Doch   ist  im  Auge  zu  behalten,    dass  <^»»  di 
chemischen  Kräfte  nicht  bloss  Wärme,  sondern  auch  andere  FoniHC=3ej 
der  Energie  hervorbringen  können,  wobei  keineswegs  eine  der  Gh'ös— sse 
der  Leistung  entsprechende  Aenderung   der  Temperatur   einzutre 
braucht,   ein  Fall   der  z.  B.  bei  den  Arbeitsleistungen   der  galva 
sehen  Batterien  in  augenfälliger  Weise  verwirklicht  ist.    Die  zuwei 
gemachte  Voraussetzung,   dass   die   sämmtlichen  Affinitätswirkun 
in    thermischen   Veränderungen  ihren  Ausdruck  fänden,    ist  also 
allgemeinen  nicht  zulässig**). 

Als  weitere  Vorgänge,  die  zu  den  chemischen  Affinitätswirkuni^eo 
wichtige  Beziehungen   darbieten,   traten   darum   in  neuerer  Zeit  '^or 
allem  die  ihrer  Natur  nach  mit  den  chemischen  Verbindungsersch^i- 
nungen  enge  zusammenhängenden  Dissociationen   in  den  Vorder- 
grund.   Eine  Dissociation,  d.  h.  eine  zeitweise  Zerlegung  zusammen- 
gesetzter MolecUle  in  ihre  Bestandtheile,  kann  hauptsächlich  entweder 

*)  Vgl.  Bert  hei  ot  in  zahlreichen  Aufsätzen  der  Comptes  rend.  de  TAcad. 
des  Sciences,  Julius  Thomsen,  Thermochemische  Untersuchungen,  Leipog 
1882—80,  und  W.  Ost  wähl,  Lehrb.  der  allgemeinen  Chemie,  2.  Aufl.  1S98. 
II,  1,  8.  21  ff. 

**)  Helmholtz,  Zur  Thermodynamik  chemischer  Vorgänge.    Sitzungsber. 
der  Berl.  Akad.  1882,  8.  22. 
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durch  Erwärmung  oder  durch  die  Einwirkung  des  elektrischen  Stromes 
zu  Stande  kommen.  Die  thermische  Dissociation  wird  allein  bei 
Ghisen,  die  elektrische  bei  Flüssigkeiten,  namentlich  bei  flüssigen 
Lösungen  beobachtet.  Die  Untersuchung  der  Gase  hat  nun  gezeigt, 
dass  unter  geeigneten  Bedingungen  des  Drucks  und  der  Temperatur 
alle  mehratomigen  Molecüle  mehr  oder  minder  dissociirt  sind'*').  Bei 
den  Flüssigkeiten  hatten  die  Erscheinungen  der  Elektrolyse  längst 
schon  die  Vorstellung  einer  näheren  Beziehung  der  elektrischen 
Kräfte  zur  chemischen  Affinität  wachgerufen  (S.  483  f.).  Nicht  minder 
forderten  aber  die  auf  Orund  der  mechanischen  Wärmetheorie  ge- 
wonnenen Anschauungen  über  die  Constitution  der  Flüssigkeiten  un- 
mittelbar eine  Uebertragung  der  kinetischen  Hypothese  auf  die 
Theorie  der  elektrolytischen  Actionen  heraus**).  Von  solchen  Ideen 
geleitet  suchte  man  nun  nach  Beziehungen  zwischen  dem  Leitungs- 
vermögen, dem  chemischen  Verhalten  und  den  sonstigen  physikali- 
schen Eigenschaften  der  gelösten  Stoffe.  Den  nächsten  Hinweis  auf 
derartige  Beziehungen  gab  die  Thatsache,  dass  das  Princip  van  t'Hoffs 
von  der  Uebereinstimmung  des  gelösten  mit  dem  gasförmigen  Zu- 
stande (S.  499)  volle  Geltung  nur  für  elektrolytisch  unwirksame 
Lösungen  besitzt,  dass  sich  dagegen  erhebliche  Abweichungen  dar- 
bieten, wenn  die  Lösung  den  Strom  leitet  und,  was  damit  inmier 
verbunden  ist,  durch  ihn  zersetzt  wird.  Denn  in  diesem  Falle,  also 
namentlich  bei  Säuren,  Basen  und  Salzen  in  wässeriger  Lösung,  ist 
der  osmotische  Druck  stets  grösser,  als  gemäss  dem  Molecularvolum 
der  Stoffe  zu  erwarten  ist,  und  er  kann  sich  in  gewissen  Fällen 
einem  Werthe  nähern,  der  dem  Volum  der  chemischen  Bestandtheile 
der  Molekeln  entspricht.  Hieraus  schliesst  man,  dass  die  Elektrolyte 
in  ihren  Lösungen  an  und  für  sich  schon  theilweise  dissociirt  sind, 
analog  einem  durch  hohe  Temperatur  dissociirten  Gase,  während 
zugleich  die  chemisch  verschiedenen  Theilmolekeln  entgegengesetzte 
elektrische  Ladungen  besitzen,  wodurch  dann  bei  der  Durchleitung 
eines  elektrischen  Stromes  die  entgegengesetzt  gerichtete  Bewegung 
dieser  Ionen  entsteht.  (Princip  von  Arrhenius.)  Dieses  Princip 
hat  nicht  nur  die  elektrochemischen  Wirkungen  in  eine  neue  Be- 
leuchtung gerückt,  sondern  es  hat  auch  manche  wichtige  Aufschlüsse 


*)  Victor  Meyer  (und  C.  Langer),   Pyrochemische  Untersuchungen. 
Brannschweig  1885. 

*•)  Clausius,     Abhandlungen    zur    mechanischen    Wärmetheorie ,    II, 
S.  202  ff. 
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über  die  Beziehungen  der  elektrolytischen  Eigenschaften  zu  der 
Affinitätsgrösse  und  den  sonstigen  Eigenschaften  der  Stoffe  ergeben*). 
Allem  Anscheine  nach  wandelt  sich  auf  dem  Wege  der  in  dieser 
Richtung  begonnenen  Forschungen,  bei  denen  an  der  Hand  des  Energie- 
gesetzes eine  stete  Yergleichung  der  verschiedensten  physikalischen 
Eigenschaften  und  Vorgänge  mit  den  chemischen  Affinitatswirkungen 
vorgenommen  wird,  die  chemische  Dynamik  allmählich  in  eine  um- 
fassende physikalische  Theorie  der  Affinität  um**). 

Da  in  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  ebenso  wie  in. 
das  mit  ihm  verbundene  Transformationsprincip   die  Zeit,   während 
deren   sich  ein   Energie  Wechsel   vollzieht,   nicht   eingeht,    so   ist    e» 
übrigens   begreiflich,    dass   in   allen   diesen   vom  Energieprincip  ge- 
leiteten   dynamisch-chemischen    Forschungen    die   Zeitdauer    der 
chemischen   Vorgänge    keine   Berücksichtigung   gefunden   hc^t, 
und  dass  sogar  der  Versuch   solcher  Zeitbestimmungen  als  eine  f^ 
die  Erkenntniss   der  chemischen  Vorgänge   nebensächliche   und   ixu- 
wichtige   Aufgabe   betrachtet   wurde.     Hiergegen   ist    aber   doch     ^'•u 
erinnern,   dass    das  Energieprincip   zwar   einen   sehr   wichtigen   xM^ni 
fruchtbaren,    dass   es   aber   keineswegs   den    einzigen   Gesichtspur^l^ 
abgibt,  von  dem  aus  die  chemischen  Erscheinungen  betrachtet  werd  «d 
können  und  müssen.    Für  die  vollständige  Bestimmung  der  Wirkung:«' 
weise  einer  Kraft  ist  es  unerlässlich,  dass  man  nicht  bloss  die  Arbei"*«- 
menge  kenne,  die  sie  zu  leisten  vermag,  sondern  auch  die  Zeit,    ^^^ 
sie  dazu   nöthig   hat.     Die   besonderen  Bedingungen  der  chemisct:»^en 
Wirkungen  gestatten  es  wohl  vorläufig  mehr,  als  es  bei  den  meis'fcßD 
anderen   Naturvorgängen    erlaubt    ist,    von    der   Geschwindigkeit        zu 
abstrahiren.    Gleichwohl  bleibt  die  Untersuchung  der  zeitlichen  Y  ^^' 
hältnisse  auch  hier  eine    wichtige  Aufgabe,    deren  Lösung   erst  ^:bd^ 
Massbestimmung  der  Affinitätskräfte  ermöglichen  wird,  die  den  t»l' 
gemeinen  Principien  physikalischer  Messung   Genüge   leistet.     J)^^^ 
die  Schätzung   der  Grösse   einer   bewegenden  Kraft  fordert   die  ^^f' 


*)  Vgl.  besonder«  Ostwald,  Ueber  die  Affinitätsgrösse  organischer Säu:^^^°' 
Abb.  der  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  XV,  S.  95  ff.,  ferner  Zeit«chr.  f.  phys.  Chemie  ^' 
S.  533  ff.  u.  a. 

**)  Eine  umfassende  Zusammenstellung  aller  hierher  gehörigen  Thatsac-^^" 
gibt  W.  Ostwalds  Lehrbuch  der  allgemeinen  Chemie,   2.  Aufl.,    Leipzig  t&^^ 
bis  1898,  namentlich  in  dem  die  Affinitätslehre   behandelnden  2.  Bande.     Ei^e 
kürzere  üebersicht  vom  Standpunkte  der  kinetischen  Theorie  aus  gibt  Walt  li^^ 
N  ernst.  Theoretische  Chemie.     Stuttgart  1893. 
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itteluDg  der  Geschwindigkeit  der  von  ihr  ausgelösten  Bewegungen, 
abei  haben   aber  die  chemischen  Stoffbewegungen   die  Eigenschaft 
ler  Molecularbewegungen,   dass   sie   für  uns   nur  messbar  werden, 
3nn  bestimmte  Veränderungen   in   dem  bisher  bestehenden  Gleich- 
»i^ichtszustand  der  Stoffe  eintreten,  während  sie  sich  sofort  wieder 
r  Messung  entziehen,  sobald  ein  neuer  Gleichgewichtszustand  ent- 
ainden  ist,  ohne  dass  darum  dieser  als  ein  wirklicher  Ruhezustand 
>r  Atome   und  Molecüle   aufzufassen   wäre.     Die   nächste  Analogie 
igen  in  dieser  Beziehung  die  chemischen  Stoffbewegungen  mit  den 
trch   gewisse   äussere  Bedingungen  beschränkten  Aenderungen   der 
^gregatzustände,   z.  B.  mit   der  Verdampfung  einer  Flüssigkeit  in 
aera  abgeschlossenen  Räume.     So   lange  dieser  nicht  bei  der  vor- 
Lndenen  Temperatur  mit  Dampf  gesättigt  ist,  findet  eine  messbare 
olecularbewegung   statt,    indem   sich   innerhalb   eines  jeden   Zeit- 
leilchens   eine   bestimmte  Flüssigkeitsmenge   in  Dampf  verwandelt. 
t  dagegen   der  über  der  Flüssigkeit   befindliche  Raum   mit  Dampf 
esättigt,   so   hört   die  Molecularbewegung   auf  unmittelbar  messbar 
a  sein,    ohne  dass  sie  darum  aufhörte  zu  existiren.     Vielmehr  be- 
beht  der  eingetretene  Gleichgewichtszustand  eben  darin,  dass  nun  in 
ädern  Zeittheilchen  ebenso  viele  Molecüle  aus  der  Flüssigkeit  in  den 
angebenden  Raum  übergehen,  als  umgekehrt  aus  diesem  wieder  zur 
Flüssigkeit   zurückkehren.     Nun   gehen   bei   dem   allgemeinsten  Fall 
hämischer    Wechselwirkung    zwei    Verbindungen    Ä    und   B   durch 
wischen  ihnen  stattfindende  Affinitätsbeziehungen  in  zwei  neue  Ver- 
bindungen Ä^  und  B'  über.     Da   aber  auch   in   den  ursprünglichen 
Stoffen  A  und  B  die  Elemente  durch  bestimmte  Affinitäten  zusammen- 
gehalten sind,   so  werden  sich  nun  umgekehrt  Ä'  und  B'  wieder  in 
inem  gewissen  Grade  in  die  Verbindungen  A  und  B  umzuwandeln 
treben.    Es  werden  also  im  allgemeinen  zwei  entgegengesetzte  Ver- 
handlungen erfolgen,  und  Gleichgewicht  wird  eingetreten  sein,  sobald 
^ie  in   der   Zeiteinheit    stattfindende   Rückbildung  von   A  -]-  B  der 
"'^eubildung  von  -4'  -\-  B'  gleich  geworden  ist.    Von  diesem  Augen- 
blick an  hört  die  chemische  Molecularbewegung  auf  messbar  zu  sein, 
'Während,   so   lange   die  Reaction  stattfindet,    die  Grösse  der  chemi- 
schen Affinitätswirkung  durch  die  in  der  Zeiteinheit  gebildete  Menge 
ler  neuen  Stoffe  A'  und  B'  gemessen  werden  kann.    Es  erhellt  ohne 
Veiteres,    dass  die  so  bestimmte  Affinitätskraft  nicht  bloss  von  dem 
allgemeinen  chemischen  Verhalten  der  Stoffe,  sondern  auch  von  den 
'«lativen  Massen,  die  in  Wechselwirkung  treten,  abhängig  ist;  auch 
Huss  die  Anwesenheit  fremder  Stoffe   auf  die  Grösse  der  Affinitäts- 
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Wirkungen  von  einem  gewissen  Einfluss  sein"*).  NuienUich  aber  leigi 
dieses  Princip  der  Massen  Wirkung«  welches,  in  freilich  Tenndertem 
Sinne,  den  Gedanken  Berthollets  (S.  483)  erneuert,  wesentliche 
Abweichungen  bei  Veränderungen  der  Temperatur  und  des  Drucks, 
indem  durch  Temperaturzunahme  bei  constant  erhaltenem  Druck  stets 
diejenigen  chemischen  Kräfte,  die  eine  Wärmeentwicklung  bedingeo, 
geschwächt,  und  diejenigen,  die  eine  Wärmeabsorption  bedingeo» 
verstärkt  werden,  während  umgekehrt  eine  Zunahme  des  Drucks  bei 
constant  erhaltener  Temperatur  jene  chemischen  Kräfte  steigert,  derei^ 
Wirkung  mit  einer  Volumverminderung  verbunden  ist**). 


3.    Der  chemische  Atombegriff. 

Früher  als  die  Physik  ist  die  Chemie  durch  zwingende  Gründe 
zur  Annahme  atomistischer  Vorstellungen  geführt  worden.  Darum  fehlt 
hier  fast  vollständig  jener  Kampf  der  Atomistik  mit  der  Gontinuitäts* 
hypothese,  der  bis  in  die  neueste  Zeit  die  physikalische  Naturerklanmg 
entzweite.  Seit  man  überhaupt  das  Princip  der  Constanz  der  Materie 
festhielt,  musste  man  das  Wesen  der  chemischen  Verbindungserschei- 
nungen auf  wechselnde  Gruppirungen  an  sich  unveränderlicher  Elemente 
zurückzuführen  suchen.  Seit  Boyle  waren  daher  corpusculare  Vo^ 
Stellungen,  die  den  Keim  der  späteren  Atomistik  Daltons  in  sich 
schlössen,  in  der  Chemie  verbreitet.  Für  Dal  ton  selbst  wurde  die 
Aufstellung  des  Princips  der  multiplen  Proportionen  das  Motiv  zur 
weiteren  Ausbildung  dieser  Vorstellungen.  Er  zuerst  entwickelte 
jenen  folgenreichen  Begriff  des  Atomgewichts,  der  sich  als  un- 
mittelbarer theoretischer  Ausdruck  des  Gesetzes  der  multiplen  Pro- 
portionen ergab  und  zur  Grundlage  aller  folgenden  stöchiometrischen 
Untersuchungen  geworden  ist.  Auch  Daltons  Atome  besitzen  eine 
corpusculare  Beschaffenheit;  er  glaubt  ihnen  der  Einfachheit  wegen 
eine  kugelförmige  Gestalt  zuschreiben  zu  müssen.  Da  aber  dieser 
Atombegriff  aus  dem  Begriff  des  chemischen  Elementes  hervor- 
gegangen ist,  so  werden  ebenso  viele  qualitativ  verschiedene  Atome 
angenommen,  als  es  verschiedene  Elemente  gibt.  Das  Atomgewicht 
gilt  nur  als  diejenige  unter  den  Eigenschaften  der  Elemente,  die  flr 

*)  Vgl.  Guldberg  und  Waage.  Journ.  f.  prakt.  Chem.  N.  F.,  Bd.  1?^ 
1879,  S.  69.     Lothar  Meyer,  Theorien  der  Chemie,  5.  Aufl.,  S.  479  ff. 

**)  van    t'Hoff,    Etudes    de    dynamique    chimique.      Amsterdam  1384- 
F.  Braun.  Wiedemanns  Ann.     Bd.  30.     S.  250. 


Chemischer  Atombegriff.  507 

»  quantitatdve  Untersuchung  die  grösste  Wichtigkeit  besitzt;  doch 
den  neben  ihm  noch  weitere,  namentlich  das  elektrische  Verhalten 
d  die  specifische  Wärme,  die  gebührende  Würdigung.  Alle  diese 
genschaften  des  elementaren  Atoms  werden  als  letzte  nicht  weiter 
darbare  Thatsachen  betrachtet. 

In  der  hier  angedeuteten  Weise  ist  der  chemische  Atom- 
gnfif  im  wesentlichen  bis  in  die  neueste  Zeit  bestehen  geblieben. 
3r¥orgegangen  aus  dem  Princip  der  Gonstanz  der  Materie  und  aus 
m  Gesetz  der  Verbindung  der  Elemente  nach  einfachen  Gewichts- 
rhältnissen,  ermöglichte  er  eine  anschauliche  Darstellung  der  That- 
chen,  die  in  jenen  Principien  ihren  Ausdruck  finden.  Nichts  desto 
eniger  suchte  man  fast  von  dem  Moment  der  Begründung  der 
lemischen  Atomistik  an  zu  einer  tieferen  Einsicht  in  die  Natur  der 
lemischen  Atome  und  so  zu  einem  Atombegriff  zu  gelangen,  der 
icht  bloss  die  Eigenschaften  der  Verbindungen  aus  denjenigen  ihrer 
ilemente,  sondern  auch  die  Eigenschaften  der  Elemente  selbst  in 
Iren  gegenseitigen  Verhältnissen  begreiflich  mache.  Damit  verband 
ich  zugleich  die  Aussicht,  dass  auf  diesem  Wege  eine  nähere  Be- 
iehung  des  chemischen  zu  dem  allgemeinen  physikalischen  Atom- 
egriff möglich  werde.  In  methodischer  Beziehung  ist  es  wichtig, 
ass,  während  der  bisherige  Atombegriff  einfach  aus  dem  Motiv  der 
Jmsetzung  der  analytischen  Fundamentalgesetze  in  eine  anschauliche 
Vorstellung  hervorgegangen  war,  nunmehr  diese  Weiterbildungen 
nnächst  auf  die  Nachweisung  von  Analogien  in  dem  Verhalten 
erschiedener  Elemente  sich  stützten.  In  erster  Linie  richtete  sich 
ier  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Analogie  in  dem  chemischen  Ver- 
alten gewisser  Elemente  mit  demjenigen  chemischer  Verbindungen, 
US  der  man  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit  für  die  zusammengesetzte 
fatur  der  gewöhnlich  als  elementar  angesehenen  Stoffe  entnahm, 
feben  diesem  auch  in  anderen  Theilen  der  chemischen  Theorie  so 
influssreichen  Verfahren  der  Analogie  ist  das  allgemeine  Streben 
ach  Vereinfachung  der  Voraussetzungen  nicht  zu  verkennen.  Die 
;rÖ88te  Einfachheit  in  Bezug  auf  die  letzten  Elemente  der  Er- 
larung  würde  aber  dann  erreicht  sein,  wenn  es  gelänge,  alle  chemischen 
iSrscheinungen  aus  den  wechselnden  Oruppirungen  und  Bewegungen 
ines  einzigen  Urstoffes  abzuleiten.  Indem  die  Annahme  irgend 
'^elcher  qualitativer  Unterschiede  für  diesen  hinwegfiele,  würde  nun- 
lehr  das  nämliche  Princip  der  Reduction  aller  Erscheinungen  auf 
ie  Bewegungen  eines  nur  durch  seine  Wirkungen  für  uns  wahmehm- 
aren  Stoffes  Platz  greifen,  das  in  der  physikalischen  Naturerklärung 
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zur    Geltung  gelangt   ist.     Damit   wäre  auch   für    die  Chenotie   der 
Uebergang  aus  der  qualitativen  in  die  quantitative  Atomistik  vollendet 

Die  Versuche  einer  derartigen  Umgestaltung  des  chemischen 
Atombegriffs   beginnen    alsbald   nach    den  ersten  quantitativen  Be- 
stimmungen der  Atomgewichte.     Sie  finden  ihren  Ausdruck  in  der 
Hypothese  Prouts,  die  Atomgewichte  aller  Elemente  seien  Multipla 
vom  Atomgewicht  des  Wasserstoffs,  einer  Hypothese  die  von  selbst 
dazu    fährte,    in    dem    Wasserstoff   das    Urelement    zu    vermuthen. 
Während  längerer  Zeit  zurückgedrängt,  hat  diese  Annahme  schliess- 
lich in  den  genauesten  Atomgewichtsbestimmungen  der  neueren  Zeit 
eine  approximative  Bestätigung  empfangen,   die  aber  freilich,  ebezL^ 
weil  sie  keine  vollkommen  genaue  ist   und   die  Abweichungen  di^^ 
Grenzen  der  Beobachtungsfehler  überschreiten,  darauf  hinweist,  das^ 
das  Prout'sche  Gesetz  höchstens  eine  Annäherung  an   die  Wahrhei.tr 
enthält. 

Zu  der  Thatsache,  dass  die  Atomgewichte  fast  säromtlicher 
Elemente  nahezu  durch  ganze  Zahlen  ausgedrückt  werden,  wenn 
man  das  Gewicht  des  Wasserstoffatoms  der  Einheit  gleichsetzt,  trat 
dann  weiterhin  eine  Reihe  von  Analogien  zwischen  den  Atom- 
gewichten und  den  so  genannten  Moleculargewichten  chemischer  Ver- 
bindungen*). Das  Moleculargewicht  besteht  aus  der  Summe  der 
Atomgewichte,  die  ein  Molecül  als  kleinster  ohne  Zersetzung  isolir- 
barer  Theil  eines  Körpers  enthält.  Das  Moleculargewicht  des  Radi- 
cals  Methyl  (CH  j)  besteht  also  z.  B.  aus  1  Atomgewicht  Kohlenstoff 
und  3  Atomgewichten  Wasserstoff.  Daraus  ergibt  sich  von  selbst, 
dass  die  Moleculargewichte  solcher  Verbindungen,  die  homologe 
Reihen  bilden,  in  regelmässigen  Verhältnissen  zu  einander  stehen 
müssen.  Die  organischen  Radicale  von  der  allgemeinen  Formel 
C„H2n  +  i,  wie  Methyl  (CH3),  Aethyl  (C,H,),  Propyl  (C,H,),  Butyl 
(CjHj,),  bilden  z.  B.  eine  homologe  Reihe.  Jedes  Glied  dieser  Reihe 
unterscheidet  sich  von  dem  vorangehenden  durch  die  Atomgruppe 
CHj,  demnach  auch  jedes  Moleculargewicht  von  dem  vorangehenden 
durch  die  dem  Moleculargewicht  von  CH2  entsprechende  constante 
Zahl.  Nun  finden  sich  zwischen  den  Atomgewichten  chemisch  ver- 
wandter Elemente  ähnliche  constante  Differenzen.  So  unterscheiden 
sich  Lithium,  Natrium  und  Kalium  je  durch  eine  Atomgewichts- 
differenz 16.     In  dieselbe  Reihe  gehören  Rubidium  und  Caesium,  ^^ 


*)  Vgl.  zu  dem  folgenden  Lothar  Meyer,   Die  modernen  Theorien  der 
Chemie,  5.  Aufl.,  8.  129  ff. 
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inähernd  die  Differenz  Rb— Ka  und  ebenso  Cs — Rb  =  3  .  16  ist. 
)lche  constante  Differenzen,  die  noch  zwischen  anderen  Elementen 
iederkehren,  legten  die  Verinuthung  nahe,  dass  die  Atomgewichte 
.  Wahrheit  die  Bedeutung  von  Moleculargewichten  höherer  Ord- 
img  besitzen,  und  dass  also  die  Verwandtschaft  gewisser  Elemente 
if  ähnlichen  üebereinstimmungen  in  der  Gruppierung  ihrer  Atome 
sruhe,  wie  die  Verwandtschaft  der  durch  die  analytischen  Hülfs- 
littel  zerlegbaren  Verbindungen.  Auf  diese  Weise  erfuhr  die  früher 
J.  485)  hervorgehobene  Analogie  zwischen  den  Radicalen  organischer 
erbindungen  und  den  Elementen  ihre  vollständige  Umkehrung:  die 
lemente  erschienen  nun  analog  den  Radicalen,  so  dass  man  in  ihnen 
adicale  aus  einfacheren  Elementen  vermuthen  konnte. 

Zur  Aufsuchung  weiterer  Analogien  zwischen  Elementen  und 
erbindungen  ist  endlich  noch  der  Begriff  des  Atomvolums  neben 
em  des  Atomgewichts  herbeigezogen  worden.  Wie  wir  allgemein 
urch  die  Vergleichung  des  Gewichtes  eines  Körpers  mit  dem  spe- 
ifischen  Gewicht  sein  Volum  bestimmen  können,  so  lässt  sich  das 
itomvolura  eines  Elementes  gewinnen,  indem  man  das  Atomgewicht 
urch  das  specifische  Gewicht  dividirt.  Da  das  Atomgewicht  nur 
1  Bezug  auf  seinen  relativen  Werth  festgestellt  werden  kann,  so 
tt  das  nämliche  mit  dem  Atomvolum  der  Fall:  dasselbe  misst  das 
olum  irgend  eines  Atoms,  wenn  das  Volum  eines  bestimmten  Atoms, 
.  B.  des  Wasserstoffatoms,  zur  Einheit  genommen  wird.  Nun  ist 
an  vornherein  zu  erwarten,  dass  dem  Verhältniss  zwischen  Atom- 
ewicht und  Moleculargewicht  ein  analoges  Verhältniss  zwischen 
.tomvolum  und  Molecularvolum  parallel  gehen  werde.  In  der  That 
Äsen  die  unter  gleichen  Bedingungen  von  Druck  und  Temperatur 
asgeführten  specifischen  Gewichtsbestimmungen  einfacher  und  zu- 
kmmengesetzter  Körper  den  Schluss  zu,  dass  das  Volumen  eines 
[olecüls  der  Summe  der  Volumina  seiner  Atome  entspricht.  Wäre 
äs  chemische  Atom  eine  Verbindung  aus  einfachen  und  gleich- 
rtigen  Uratomen,  so  würde  demnach  zunächst  erwartet  werden 
önnen,  dass  das  Atomvolum  dem  Atomgewicht  proportional  sei. 
an  bestätigt  sich  allerdings  diese  Erwartung  selbst  nicht.  Wohl 
\>er  ergibt  sich  zwischen  Atomvolum  nnd  Atomgewicht  ein  gesetz- 
lässiges  Verhältniss,  welches  die  Annahme  einer  molecularen  Gon- 
itution  der  chemischen  Atome  nahelegt.  Trägt  man  nämlich  die 
.tomgewichte  der  Elemente  auf  einer  einzigen  Abscissenlinie  auf, 
nd  stellt  man  die  Atomvolumina  durch  die  zugehörigen  Ordinaten 
ar,  so  wachsen  diese  nicht  proportional  den  Abscissen,  sondern  man 
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erhält  durch  Verbindung  ihrer  Endpunkte  eine  in  mehreren  auf- 
einanderfolgenden Wellenlinien  auf-  und  absteigende  Gurve.  Die 
Elemente  von  verwandtem  chemischem  Verhalten  entsprechen  ako 
nicht  etwa  benachbarten  Punkten,  wohl  aber  entsprechen  sie  solchen 
Punkten  in  verschiedenen  Theilen  der  Gurve,  die  in  Bezug  auf  den 
ganzen  Verlauf  eine  übereinstimmende  Lage  besitzen.  So  bilden 
z.  B.  die  leichten  Metalle  Lithium,  Natrium,  Kalium,  Rubidium  die 
Maxima  der  Wellencurven,  während  Kohlenstoff,  Silicium,  die  schweren 
Metalle  die  tief  gelegenen  Stellen  einnehmen.  Dort  ist  also  die 
Substanzverdichtung  am  kleinsten,  hier  am  grössten  im  Verhältniss 
zu  dem  Atomgewicht  oder  zu  der  in  dem  chemischen  Oesammtatom 
vorauszusetzenden  Anzahl  von  Uratomen.  Zusammen  mit  der  That- 
sache  der  regelmässigen  Differenzen  zwischen  den  Atomgewichten 
scheinen  demnach  auch  diese  Erfahrungen  die  Anschauung  zu  unter- 
stützen, dass  die  Unterschiede  der  chemischen  Atome  auf  geseiz- 
mässigen  Oruppirungen  einfacherer  Urbestandtheile  beruhen.  Ist 
aber  diese  Voraussetzung  richtig,  so  werden  dann  wiederum  die  son- 
stigen physikalischen  Eigenschaften  der  unzerlegbaren  Stoffe,  wie 
Aggregatzustand ,  elektrisches  Verhalten ,  Lichtbrechungsvennögen, 
in  einem  gewissen  Zusammenhang  mit  der  Verbindungsweise  der 
üratome  und  mit  der  etwa  stattfindenden  Substanzverdichtung  stehen 
müssen.  In  der  That  ist  es  möglich  gewesen,  einige  Beziehungen 
dieser  Art  insofern  nachzuweisen,  als  auf  der  das  Verhältnis  zwischen 
Atomvolum  und  Atomgewicht  darstellenden  Curve  den  Punkten  von 
entsprechender  Lage  analoge  physikalische  Eigenschaften  der  Ele- 
mente entsprechen.  Nur  eine  physikalische  Eigenschaft  macht  in 
dieser  Hinsicht  eine  bemerkenswerthe  Ausnahme:  die  specifische 
Wärme,  deren  Verhältniss  zu  dem  Atomgewicht,  wie  wir  oben 
(S.  500)  sahen,  nach  dem  Gesetze  von  Dulong  und  Petit  ein  con- 
stantes  ist,  eine  Thatsache,  die  darauf  hinzuweisen  scheint,  dass  die 
im  gewöhnlichen  Sinne  angenommenen  chemischen  Atome  selbst  die 
Träger  der  Wärmeschwingungen  sind.  Uebrigens  bliebe  es  möglich, 
dass  die  Abweichungen,  welche  die  Atomwärmen  verschiedener  Ele- 
mente bei  wechselnden  Temperaturen  darbieten,  aus  der  mit  wach- 
sender Temperatur  zunehmenden  Betheiligung  der  üratome  an  den 
Wärmeschwingungen  zu  erklären  wären,  wie  schon  von  Kopp  ^ 
Bezug  auf  die  Elemente  Kohlenstoff,  Brom  und  Silicium,  deren 
Atomwärme  in  besonders  hohem  Grade  mit  der  Temperatur  schwankt, 
angenommen  wurde. 

Dieses  zumeist  auf  die  Analogie  zwischen  chemischen  Atomen 
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und  Molecülen  zurückgehende  Beweismaterial  hat  man  schliesslich 
noch  durch  eine  Analogie  anderen  Ursprungs  zu  verstärken  gesucht. 
Sie  bestand  darin,  dass  die  Spektra  der  Elemente  beim  Uebergang 
von  niedrigeren  zu  höheren  Temperaturen  ähnliche  Veränderungen 
wie  die  Spektra  der  Verbindungen  unter  der  nämlichen  Bedingung 
darbieten.  Da  nun  die  Temperatursteigerung  die  allgemeinste  Ursache 
der  chemischen  Dissociation  ist,  so  erweckte  dies  Verhalten  die  Ver- 
muthung,  dass  auch  die  Elemente  dissociationsfahig,  also  zusammen- 
gesetzt seien'*').  Einigermassen  unterstützt  wird  eine  solche  Folge- 
rung durch  die  Vergleichung  der  Fixsternspektren,  welche  zeigt, 
dass,  je  wärmer  ein  Stern,  desto  einfacher  sein  Spektrum  ist,  und 
dass  mit  abnehmender  Temperatur  der  Gestirne  die  metallischen 
Elemente  in  der  Reihenfolge  ihrer  Atomgewichte  auftreten.  Auch 
die  Untersuchung  der  so  genannten  planetarischen  Nebel  tritt  für  die 
nämliche  Vermuthung  ein,  da  die  Spektralanalyse  nachweist,  dass 
viele  derselben  vorwiegend  aus  einfachen  Gasen  von  niedrigem  Atom- 
gewichte, insbesondere  aus  Wasserstoff  und  Stickstoff,  bestehen. 
Doch  sind  die  Bedingungen,  welche  die  spektroskopischen  Eigen- 
schaften der  Elemente  und  ihrer  Verbindungen  verändern,  noch  zu 
wenig  bekannt,  um  auf  die  erwähnten  Erscheinungen  vollkommen 
sichere  Schlüsse  gründen  zu  können. 

Ueberhaupt  ist  es  augenfällig,  dass  alle  diese  Beweise  für  die 
zusammengesetzte  Natur  der  Elemente  dem  Zweifel  ausgesetzt  bleiben: 
die  einen  wegen  der  allgemeinen  Unsicherheit  des  Analogieschlusses, 
die  anderen  wegen  der  abweichenden  Deutungen,  welche  die  Er- 
scheinungen zulassen.  Immerhin  verstärken  sie  sich  durch  ihre  Ver- 
bindung und  eröffnen  so  die  Aussicht  auf  eine  Umbildung  des  chemi- 
schen Atombegriffs,  die  diesen  dereinst  vielleicht  in  den  Stand 
setzen  wird,  in  ähnlichem  Sinne  als  Grundlage  einer  Chemie  der  Ele- 
mente zu  dienen,  wie  die  heutige  Chemie  wesentlich  nur  eine  Chemie 
der  Verbindungen  ist.  [Auch  die  letztere  wird  aber  aus  der  Er- 
klärung der  Eigenschaften  der  Elemente  wichtige  Aufschlüsse  gewinnen, 
da  eine  tiefere  Erfassung  des  Affinitätsbegriffes  durchaus  an  die  Er- 
kenntniss  der  inneren  Beziehungen  der  Elemente  gebunden  ist. 
Namentlich  ist  der  Valenzbegriff  sichtlich  nur  ein  Nothbehelf, 
so  lange  nicht  aus  der  Constitution  der  chemischen  Atome  die  rela- 
tive Constanz  der  Valenz  erklärt  und   mit  dem   physikalischen  und 


*)  J.    N.    Lockyer,    Stadien    zur    Spektralanalyse,    deutsche    Ausgabe, 
Leipzig  1879,  S.  172. 


512  Logik  der  Chemie. 

chemischen  Verhalten  der  Verbindungen  in  Zusammenhang  gebracht 
ist.     Ein   vielversprechender  Anfang   hierzu   ist  mittelst   der  Hypo- 
these der  räumlichen  Lagerung  der  Atome  (S.  493)  gemacht  worden. 
Mit  ihrer  Hülfe  gelang  es,   die  Existenz  gewisser  isomerer  Verbin- 
dungen, die  sich  bei  gleicher  Zusammensetzung  entweder  durch  ihr  op- 
tisches Verhalten  oder  durch  andere  Eigenschaften,  wie  Schmelz-  und 
Siedepunkte,  Löslichkeit,   Ueactionsfähigkeit,  unterscheiden,   auf  die 
räumlichen  Eigenschaften  der  chemischen  Atome  zurückzuführen.  So 
vermochte  man  aus  der  Annahme,  dass  die  Vierwerthigkeit  des  Kohlen^ 
Stoffs  aus   der  Tetrac^derform   des  Kohlenstoffatoms   resultire,   wobei 
jedem  der  Ecken  des  Tetral^ders  eine  Valenz  entspreche,  eine  Reihe 
theils    optischer    theils   geometrischer,    in    sonstigen   physikalischen 
und   chemischen  Unterschieden   sich   ausprägender   Isomerien  abzu- 
leiten; und  auch  gewisse  isomere  Verbindungen  des  Stickstoffs  scheinen 
zu  ähnlichen  Vorstellungen  herauszufordern.     Da  nun  ein  räumliches 
Atom  dieser  Art  verschiedene  (Konfigurationen  angelagerter  Molecüle 
möglich  macht,   so  konnte  in  vjelen  Fällen   nicht   nur   die  Existenz 
bestimmter  isomerer  Modificationen  einer  Verbindung  vorausgesagt, 
sondern  auch  speciell  bei  den  optischen  Isomerien  der  Gegensatz  der 
optischen   Eigenschaften    aus    der    entgegengesetzten   Lagerung  ge- 
wisser an  das  centrale  Atom  angelagerter  Molecüle  abgeleitet  werden*). 
Offenbar  begegnen  sich   nun   diese  Vorstellungen   mit  den  oben  er- 
örterten, aus  den  wechselseitigen  Beziehungen  der  Elemente  und  ihren 
Analogien    mit    Atomverbindungen    gewonnenen   Ergebnissen   darin, 
dass  sie  nöthigen,    das  chemische  Atom   als   eine   zusammengesetzte 
Einheit   aufzufassen.     Sind    aber    die    chemischen   Atome   im  physi- 
kalischen Sinne  als  Molecüle   zu   denken,   die   nur   bis  jetzt  unsem 
Hülfsmitteln,  sie  in  ihre  Bestandtheile  zu  trennen,  Widerstand  leisten. 
so  ist  damit  auch  der  einstige  Widerspruch,  der  zwischen  dem  chemi- 
schen  Atom,    als    einem    durch   bestimmte   qualitative  Eigenschaften 
ausgezeichneten  Element,   und  dem   physikalischen   Atom,   als  dem 
geometrischen  Ausgangspunkt   bewegender  Kräfte,    bestanden  hatte, 
im  Princip  beseitigt.     Als  letzter  Begriff  bleibt  so  der  Structurchemie 
ebenfalls  nur  das  qualitativ  unbestimmte,  bloss  als  dynamische  Ein- 
heit zu  denkende  Elementaratom.     Damit   hat  sich   die  Chemie  den 
Forderungen  genähert,  welche  die  mechanische  Physik  und  die  Br- 
kenntnisstheorie  übereinstimmend  an  den  Begriff  der  Materie  stellen: 
diese   erscheint  auch    der  Chemie  als  ein  gleichartiges,    d.  h.  quali- 


*)  Wislicenus,  Abb.  der  silchs.  Ges.  d.  Wiss.,  math.-phil.  CL,  XIV,  S.  !"• 


Chemischer  Atombegrift*.  513, 

tativ  unbestimmbares  Substrat,  das  erst  durch  die  Oruppirungen 
seiner  Elemente  und  die  von  diesen  abhängigen  Bewegungsvorg'änge 
die  wahrnehmbaren  Unterschiede  der  Körperwelt  hervorbringt. 

Dabei  ist  freilich  nicht  zu  vergessen,  dass  für  den  chemischen 
ebenso  wie  fOr  den  physikalischen  Standpunkt  alle  Voraussetzungen 
über  die  Materie  gemäss  dem  logischen  Charakter  des  Substanz- 
begriflfs  hypothetisch  bleiben.  Dieser  hypothetische  Charakter  wird 
sich  stets  darin  zu  erkennen  geben,  dass  1)  neben  jeder  der  Natur- 
erklärung zu  Grunde  gelegten  Anschauung  noch  andere  möglich 
sind,  die  nur  nach  gewissen  Zweckmässigkeitsmotiven,  wie  dem  Prin- 
cip  der  Einfachheit,  der  Uebereinstimmung  verschiedener  Hypothesen 
mit  einander  u.  dergl.,  beschränkt  werden  können,  und  dass  2)  die 
letzten  Postulate  der  Anschauung  immer  begrifflicher  Natur  sind, 
insofern  sie,  wie  z.  B.  ausdehnungslose  Eraftpunkte,  absolut  harte 
Atome,  reibungslose  Wirbel  u.  dergl.,  in  keiner  wirklichen  Anschauung 
vorkommen.  Nichts  desto  weniger  bleibt  die  Aufstellung  derartiger 
hypothetischer  Vorstellungen  unerlässlich ,  wenn  man  nicht  von  der 
Existenz  unserer  Anschauungsformen  und  von  der  Nothwendigkeit 
mittelst  ihrer  zu  denken  überhaupt  abstrahiren  will.  So  sind  alle 
Verbindungen  und  Zerlegungen  der  Stoffe,  da  die  chemischen  Atome 
dabei  unverändert  bleiben,  schlechthin  nur  als  Bewegungen  zu  be- 
greifen. Mögen  ferner  die  stereometrischen  Vorstellungen,  zu  denen 
die  Valenztheorie  in  Verbindung  mit  der  Beobachtung  der  optischen 
imd  geometrischen  Isomerien  geführt  hat,  noch  so  sehr  als  bloss 
provisorische  Versinnlichungsmittel  der  Erscheinungen  betrachtet 
werden:  sie  bezeugen  gleichwohl  die  Nothwendigkeit  bestimmter, 
durch  die  Erfahrung  geleiteter  Hypothesen  über  die  Anordnung  der 
materiellen  Elemente*). 


*)  Von  W.  Ostwald  ist  darauf  hingewiesen  worden,   dass  die  Chemie^ 

"ebenso  wie  die  Physik,  aller  hypothetischen  Vomussetzangen  über  die  Materie 

würde  entrathen  können,  wenn  sie  statt  der  Masse  die  Energie  in  ihre  Mass- 

«inbeiten  einführen  wollte.    (Vgl.  oben  S.  424  Anm.)    So  hebt  er  z.  B.  hervor,  dass 

die  Prindpien  von  von  der  Waals,  van  t'Hoff,  Arrhenius  ohne  Zugrunde 

legnng  kinetischer  Vorstellungen  als  gültig  beti*achtet  werden  könnten.    Zweifel-^ 

los  ist  dies  richtig.    Man  würde  an  der  Hand  des  Princips  der  Energie  zu  einer 

^absumtion  aller  Naturerscheinungen  unter  bestimmte  Gesetze  gelangen,   ohne 

«ich  unter  der  Materie  etwas  anderes  zu  denken  als  ein  Substrat  mannigfaltiger 

Energien,  welche  gewissen  Transformationsgesetzen  unterworfen  sind.    Aber  es 

iKTÜrde  dann  nicht  bloss,  wie  schon  oben  bemerkt  (S.  409  f.),  die  Verknüpfung  der 
Wandt,  Loirik.  II,  1.  2.  Aufl.  33 
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Viertes  Capitel. 

Die  Logik  der  Biologie. 
1.    Die  biologisohen  Methoden. 

a.    Allgemeine  Aufgaben  der  biologischen  Forschung. 

Schon  der  rohesten  Beobachtung  treten  die  specifischen  Eigen- 
thUmlichkeiten  der  Lebenserscheinungen  in  so  augenfälliger  Weise 
entgegen,  dass  die  Unterscheidung  der  lebenden  von  den  leblosen 
Körpern  in  die  ersten  Anfänge  der  Wissenschaft  zurückreicht.  Die 
hierdurch  bedingte  Abzweigung  der  biologischen  Wissenschaften  von 
dem  Gesammtgebiet  der  Naturlehre  ist  für  die  Ausbildung  der  syste* 
matischen  Theile  der  ersteren  ohne  Zweifel  förderlich  gewesen.  Doch 
mit  den  wachsenden  Kenntnissen  der  beschreibenden  Naturgeschichte 
konnte  die  physiologische  Erklärung  der  Lebenserscheinungen  nicht 
gleichen  Schritt  halten.  Bis  in  den  Anfang  unseres  Jahrhunderts 
war  fast  das  ganze  Material,  über  das  die  Physiologie  zu  ihren 
Schlüssen  verfügte,  der  naturgeschichtlichen  Forschung  entlehnt,  da 
die  Anatomie,  diese  Hauptstütze  der  Physiologie,  ganz  und  gar  im 
Sinne  einer  beschreibenden  Naturwissenschaft  betrieben  wurde.  Die 
Versuche  Harveys  und  seiner  Nachfolger  über  den  Blutkreislauf, 
Hall  er  s   und   Fontanas   über   die  Sensibilität  und  Irritabilität  der 


Erscheinungen  eine  rein  begriffliche  und  unanschauliche  bleiben,  eondern  man 
würde  auch  darauf  verzichten  müssen,  sich  auf  anschaulichem  Wege  ö^^r 
Wechselwirkungen  Rechenschaft  zu  geben,  die  an  sich  selbst  anschaulicher  Ait 
sind  oder  uns  zwingen,  sie  uns  anschaulich  zu  denken.  Eine  Dissociation  können 
wir  uns  ebenso  wenig  wie  eine  Wellenbewegung  anders  denn  als  eine  Bewegung 
irgend  welcher  Theilchen  oder  irgend  eines  Mediums  denken,  weil  wir  uns  eben, 
wie  schon  Kant  hervorgehoben  hat,  Begriffe  nicht  ohne  Anschauungen  denken 
können.  Auch  die  in  keiner  wirklichen  Anschauung  möglichen  hypothetischen 
Elemente  der  Materie,  wie  der  Kraftpunkt,  das  absolut  harte  Atom  u.  dergl.» 
sind  daher  Grenz  begriffe,  denen  wir,  wie  den  mathematischen  Begriffen, 
wirkliche  Objecte,  den  physischen  Punkt,  den  festen  Körper,  als  stellver- 
tretende Vorstellungen  substituiren  können.  Immerhin  wäre  die  Durchfiih- 
rung  des  Versuchs  einer  rein  energetischen,  d.  h.  ohne  Zuhülfenahme  mechani- 
scher Vorstellungen  unternommenen  Physik  und  Chemie  schon  um  deswillen 
von  logischem  Interesse,  weil  eine  solche  den  hypothetischen  Charakter  der 
letzten  Voraussetzungen  dieser  Wissenschaften,  der  von  vielen  Naturforschern 
immer  noch  allzu  leicht  übersehen  wird,  klar  ans  Licht  stellen  würde. 
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thierischen  Theile,  Spallanzanis  über  die  Bedingungen  der  Be- 
fruchtung sind  fast  die  einzigen  Anfänge  experimenteller  Unter- 
suchung aus  älterer  Zeit,  die  eine  bleibende  Bedeutung  in  Anspruch 
nehmen  können.  Um  so  freier  erging  sich  die  Physiologie  in  den 
li^illkürlichsten  Hypothesen.  Vitalistische  und  mechanistische  An- 
schauungen wechselten  in  bunter  Folge.  Während  jene  von  vorn- 
herein einer  Einordnung  der  Lebenserscheinungen  in  den  allgemeinen 
Causalzusammenhang  der  Dinge  entsagten,  meinten  diese  die  Prin- 
cipien  der  exactesten  physikalischen  Disciplin,  der  Mechanik,  hier 
sofort  anwenden  zu  können.  Der  Erfolg  war  in  beiden  Fällen  ein 
Sebäude  von  Hypothesen,  dem  die  sichere  Basis  der  Beobachtung 
mangelte. 

Diese  Umstände,  die  in  der  Schwierigkeit  der  biologischen 
Aufgaben  begi'ündet  sind,  machen  es  begreiflich,  dass  die  Biologie 
Tveiter  als  irgend  ein  anderer  Zweig  der  Naturforschung  zurück- 
geblieben ist,  und  dass  noch  jetzt,  obgleich  man  sich  mehr  als  früher 
1er  methodologischen  Forderungen  bewusst  geworden,  der  Streit  der 
Hypothesen  in  ihr  eine  bedeutsame  Rolle  spielt.  Sogar  die  Anord- 
Qung  und  die  wechselseitige  Abhängigkeit  der  einzelnen  Disciplinen 
beginnt  erst  allmählich  eine  logisch  correctere  Form  anzunehmen. 
Je  mehr  die  Naturgeschichte  in  ihrer  Ausbildung  von  der  Physio- 
logie eingeholt  wird,  um  so  energischer  erhebt  diese  den  Anspruch, 
als  das  Fundament  der  gesammten  Biologie  zu  gelten.  Auf  der 
einen  Seite  zieht  sie  die  anatomische  Untersuchung  in  ihre  Dienste 
und  verleiht  ihr  eine  erhöhte  Fruchtbarkeit  durch  die  Verbindung 
mit  dem  physiologischen  Experimente;  auf  der  andern  Seite  refor- 
mirt  sie  die  Grundbegriffe  der  systematischen  Naturgeschichte  und 
sucht  dem  Zusammenhang  des  Systems  ein  genetisches  Verständniss 
abzugewinnen.  Gleichzeitig  beginnt  man  das  Gebiet  der  abnormen 
Lebenserscheinungen  nicht  mehr  als  ein  dem  normalen  Leben  fremd- 
artiges zu  betrachten.  Die  Pathologie  sucht  sich  in  eine  patho- 
logische Physiologie  umzuwandeln,  indem  sie  auf  Grund  physio- 
logischer Thatsachen  und  Gesetze  ein  Verständniss  der  Krankheits- 
formen und  ihres  Verlaufs  zu  gewinnen  strebt. 

In  diesen  Betrachtungen  über  die  Entwicklung  der  biologischen 
Aufgaben  sind  die  Gesichtspunkte  enthalten,  nach  denen  die  syste- 
matische Gliederung  der  biologischen  Wissenschaften  zu  beurtheilen 
ist.  Wie  die  Gesammtheit  der  Naturwissenschaften  auf  der  Physik, 
so  ruht  die  biologische  Wissenschaft  auf  der  Physiologie  als  der- 
jenigen Disciplin,    die  sich  mit  der  Erklärung  der  Lebenserschei- 
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nungen  beschäftigt.  Während  hier  die  allgemeine  Physiologie 
die  Probleme  der  Organisation  und  des  Lebens  überhaupt  xu  unter- 
suchen hat,  sind  die  verschiedenen  Gebiete  der  speciellen  Physio- 
logie bestrebt,  den  besonderen  Gestaltungen  nachzugehen,  die  diese 
Probleme  in  Folge  der  Lebens-  und  Organisationsbedingungen  der 
verschiedenen  Classen  lebender  Geschöpfe  annehmen.  Mit  jenem 
glücklichen  Instinkt,  mit  dem  so  manchmal  die  Unterscheidungen 
der  Sprache  der  wissenschaftlichen  Zergliederung  vorauseilen,  wurden 
von  Anfang  an  Pflanze  und  Thier  als  die  beiden  Hauptobjecte 
der  speciellen  Physiologie  hingestellt.  Die  tiefer  eindringende  Unter- 
suchung hat,  so  sehr  es  in  Folge  der  Bemühungen  um  eine  genauere 
Begriffsbestimmung  au  Grenzverschiebungen  nicht  fehlte,  doch  im 
ganzen  daran  nichts  zu  ändern  vermocht.  Auch  die  Annahme  von 
Zwischenwesen  zwischen  Pflanzen-  und  Thierreich  würde,  wenn  sie 
sich  sollte  rechtfertigen  lassen,  die  Haupteintheilung  der  speciellen 
Physiologie  in  Pflanzen-  und  Thierphysiologie  kaum  berühren,  da 
gerade  in  Folge  ihrer  systematischen  Stellung  derartige  Zwischen- 
wesen dem  Untersuchungsgebiet  der  allgemeinen  Physiologie  zu- 
gewiesen werden  mUssten.  Dagegen  steht  nichts  im  Wege,  die  beiden 
Theile  der  speciellen  Physiologie  nach  theoretischen  oder  praktischen 
Rücksichten  noch  weiter  zu  gliedern.  So  nimmt  in  der  That  die 
Thierphysiologie  in  ihrer  heutigen  Gestalt  vorwiegende  Rücksicht 
auf  den  Menschen,  so  dass  sie  ein  Aggregat  aus  specieller  Thier- 
physiologie und  Physiologie  des  Menschen  bildet,  zu  dem  ausserdem 
noch  einzelne  Entlehnungen  aus  der  allgemeinen  Physiologie  zu 
kommen  pflegen.  In  weiterem  Umfange  als,  wie  in  diesem  Fall, 
das  praktische  BedUrfniss  dürfte  in  der  Zukunft  das  theoretische 
Interesse  eine  Ablösung  speciellerer  physiologischer  Untersuchungen 
fordern.  Denn  nur  durch  die  Erforschung  der  einzelnen  Organisations- 
und Entwicklungsbedingungen  kann  die  Physiologie  den  Anspruch, 
für  die  Systematik  des  Pflanzen-  und  Thierreichs  eine  erklärende 
Grundlage  zu  schaffen,  mit  Erfolg  zur  Geltung  bringen,  ähnlich  wie 
in  der  Chemie  das  System  der  chemischen  Verbindungen  sich  stützt 
auf  das  Studium  der  chemischen  Aftinitätswirkungen.  In  der  That 
hat  in  diesem  Sinne  die  Entwicklungsgeschichte  bereits  eine 
umfassende  Verwerthung  gefunden.  Doch  wird  die  Bedeutung  ihres 
Einflusses,  so  hoch  sie  an  sich  zu  stellen  ist,  bis  jetzt  noch  beein- 
trächtigt durch  die  geringen  Kenntnisse,  die  wir  von  den  physio-  ^ 
logischen  Bedingungen  der  Entwicklungsvorgänge  besitzen. 

Während  auf  diese  Weise  die  Physiologie  durch  ihre  fortgesetzt^^ 


/ 
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Specialisirung  die  systematische  Naturgeschichte  der  Organismen  aus 
sich  hervorgehen  lässt,  führt  auf  der  andern  Seite  von  selbst  die 
normale  zur  pathologischen  Physiologie  hinüber,  indem  die  Beein- 
tnLchtigung  der  Lebensfunctionen  durch  willkürlich  gesetzte  Störungen 
fiberall  schon  in  der  normalen  Physiologie  als  eines  der  wirksamsten 
Hülfsmittel  Verwendung  findet.  Wie  dort  zwischen  Physiologie  und 
Systematik  eine  vergleichende  Physiologie,  so  tritt  darum  hier 
zwischen  Physiologie  und  Pathologie  eine  experimentelle  Patho- 
logie als  vermittelnde  Hülfswissenschaft. 


b.    Die   morphologische  Analyse. 

Die  Anatomie  hat  sich  zwar  aus  praktischen  Ursachen,  speciell 
cds  Anatomie  des  Menschen,  eine  selbständige  Stellung  errungen. 
"Theoretisch  betrachtet  ist  sie  aber  keine  besondere  Wissenschaft, 
sondern  eine  mit  eigenthümlichen  Hülfsmitteln  arbeitende  physio- 
logische Methode  und  eine  Darstellung  der  Resultate,  die  mittelst 
<3ieser  Methode  gewonnen  wurden.  Zwar  scheint  sie  sich  auf  den 
Ersten  Blick  dadurch  von  der  Physiologie  zu  unterscheiden,  dass  sie 
sim  todten,  diese  am  lebenden  Körper  ihre  Studien  macht*).  Aber 
gerade  dies  ist  nur  ein  Unterschied  der  Methode,  und  ein  solcher 
tler  nicht  einmal  überall  standhält.  Es  gibt  eben  physiologische 
Thatsachen,  die  sich  auch  noch  an  der  Leiche  feststellen  lassen;  sie 
3ind  es,  welche  die  Anatomie  mit  den  ihr  verfügbaren  Methoden 
^Ontersucht.  Aber  im  einzelnen  findet  diese  Regel  mannigfache  Aus- 
Xiahmen.  Wo  wir  Orund  haben  anzunehmen,  dass  unmittelbar  nach 
^em  Tode  erhebliche  Veränderungen  eintreten,  wie  bei  der  Elementar- 
9tructur  jugendlicher  Zellen,  der  Nervenfasern  u.  dergl.,  da  verlangt 
ttuch  der  Anatom,  dass  die  Theile  während  des  Lebens  untersucht 
^vrerden.  Er  gestattet  sich  also  die  Untersuchung  des  todten  Orga- 
ixismus  nur  insoweit,  als  die  Voraussetzung  erlaubt  ist,  dass  keine 
durch  die  anatomischen  Methoden  nachweisbaren  Structurverände- 
Sxing^en  in  Folge  des  Todes  eingetreten  sind. 

Es  gibt  nur  ein  Merkmal,  das  klar  und  scharf  die  Anatomie 
^on  den  übrigen  Gebieten  der  Physiologie  trennt.  Es  liegt  darin, 
dass  sich  die  Anatomie  nur  mit  jenen  Eigenschaften  und  Vorgängen 
1>e8cliäft]gt,  die  in  der  Form  der  lebenden  Wesen  und  ihrer  Theile 

Ausdruck    kommen.     Aber  auch   dies   beruht   bloss  auf  einem 


*)  Vgl.  Gohnheim,  Vorlesungen  über  allgem.  Pathologie,  2.  Aufl.,  I,  S.  8  f. 
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ünierschied  der  Methode.  Denn  es  ist  begreiflich,  dass  die  Unter- 
suchung der  Formverhältnisse  eigenthümliche  Methoden  verlangt, 
die  z.  B.  von  den  zur  Untersuchung  der  Stoff bestandtheile ,  der 
mechanischen,  thermischen,  elektrischen  Eigenschaften  benützten 
Methoden  wesentlich  verschieden  sind.  Die  Form  ist  deshalb  kein 
von  diesen  andern  Eigenschaften  isolirtes  oder  wenigstens  auf  die 
Dauer  zu  isolirendes  Object.  Vielmehr  wird  ein  Yerständniss  der 
Formen  schliesslich  nur  durch  die  Berücksichtigung  aller  andern 
physiologischen  Factoren  zu  gewinnen  sein.  In  der  That  ist  dieser 
Standpunkt  der  Betrachtung  in  der  Pflanzenphysiologie  bereits  all- 
gemein zur  Anwendung  gelangt.  Nur  in  der  animalischen  Physio- 
logie taucht  der  Gedanke  einer  Morphologie,  die  es  mit  eigen- 
thQmlichen,  allen  sonstigen  physiologischen  Erscheinungen  fremd- 
artig gegenüberstehenden  Gestaltungsgesetzen  der  thierischen  Körper 
zu  thun  habe,  zuweilen  noch  auf.  Er  ist  hier  als  ein  liest  jener 
Verwechslung  ästhetisirender  Naturbetrachtung  mit  wirklicher  Natur- 
erklärung zurückgeblieben,  die  als  eine  Nachwirkung  der  Schelling- 
schen  Naturphilosophie  in  der  systematischen  Naturgeschichte  lange 
noch  einen  bedeutsamen  und  während  einer  gewissen  Zeit  in  mancher 
Beziehung  fruchtbaren  Einfluss  ausgeübt  hat^). 

Schon  bei  der  anatomischen  Methode  kommt  nun  sofort  eine 
Eigenthümlichkeit  der  biologischen  Methodik  zur  Geltung,  die  in  der 
Schwierigkeit  und  Verwicklung  der  Probleme  ihren  nahe  liegenden 
Grund  hat.  Sie  besteht  in  dem  grossen  Uebergewicht  des  analy- 
tischen Elementes.  In  dieser  Beziehung  steht  der  gegenwärtige 
Zustand  der  Biologie  noch  um  eine  Stufe  zurück  hinter  dem  der 
chemischen  Forschung.  In  der  Biologie  geht  die  Untersuchung  fast 
völlig  auf  in  einer  Analyse  der  Erscheinungen.  Innerhalb 
dieser  nimmt  die  anatomische  oder  morphologische  Analyse  die  erste  4 
Stelle  ein,  nicht  nur  weil  sie  am  frühesten  und  unmittelbarsten  sich  .^ 
darbietet,  sondern  auch  weil  ohne  sie  ein  fruchtbarer  Uebergangzi 
den  andern  Methoden  nicht  zu  gewinnen  ist.  Die  morphologisch« 
Analyse  zerfällt  aber  wieder  in  verschiedene  Stadien.  Nach  de" 
Hülfsmitteln,  mit  denen  sie  operirt,  lassen  sich  deren  drei  unteir*- 
scheiden.  Das  erste  besteht  in  der  Zerlegung  des  zusammen- 
gesetzten  Organismus    in    seine   Organe   und  Gewebe.     Es   erledigt 

*)  Es  sei  hier  erinnert  auf  botanischem  Gebiet  an  die  morphologischen 
Arbeiten  von  C.  Schimper  und  Alex.  Braun,  und  an  die  gfrossentheils  <Jei" 
thierischen  Morphologie  gewidmeten  Betrachtungen  von  H.  G.  Bronn  in  seinen 
, Morphologischen  Studien*.     Vgl.  Abschn.  I,  S.  56. 
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diejenigen  Aufgaben,  die  man,  weil  sie  sich  zumeist  ohne  die  Hülfe 
des  Mikroskops  erledigen  lassen,   häufig  der   „gröberen  Anatomie* 
zurechnet ;  wir  ziehen  es  vor,  die  hierher  gehörigen  Methoden,  weil 
sie  durchgängig  mechanischer  Art  sind,  als  die  der  mechanischen 
Morphologie  zu  bezeichnen.     Das  zweite  Stadium  sucht,   an  das 
erste  anknüpfend,  die  Organe  und  Gewebe  in  ihre  Formelemente 
zu  zerlegen.    Es  bedarf  dazu  des  Mikroskops  und  seiner  Hülfsapparate 
und   mag  daher   daher  das  Stadium  der  optischen  Morphologie 
genannt  werden.     Endlich  das  dritte  begnügt  sich  nicht  mit  einer 
Analyse  der  vorhandenen  Formelemente,  sondern  es  sucht  auf  diese 
durch   physikalische    und   chemische   Hülfsmittel   verändernd   einzu- 
wirken, um  über  ihre  functionelle  Bedeutung  Aufschluss  zu  gewinnen: 
das  Stadium  der  experimentellen  Morphologie.     Man  darf  sich 
nun   aber   nicht  vorstellen,  dass  diese  Stadien  strenge  von  einander 
zu    sondern   seien.     Vielmehr   finden  sich  im  einzelnen  mannigfache 
Abweichungen  von  jener  regelmässigen  Reihenfolge.    Einerseits  sehen 
sich  die  früheren  Stufen  genöthigt,  gelegentlich  die  Hülfsmittel  der 
späteren   zu  ihren  Zwecken  herbeizuziehen;   und   anderseits   werden 
-die  Hülfsmittel  und  Resultate  der  früheren  in  die  späteren  hinüber- 
^enommen.     So   gewinnen    mechanische  Gesichtspunkte   eine   grosse 
^Bedeutung  in  der  optischen  Morphologie,  und  die  Hülfsmittel  dieser 
l>ilden   fortan   einen   integrirenden  Bestandtheil   der  experimentellen 
xnorphologischen  Untersuchung. 

Sehen  wir  ab  von  solchen  Uebergängen  und  Wechselwirkungen, 
so  ist  der  mechanischen  Morphologie  in  der  Untersuchung  der 
Xage-  und  Formverhältnisse  der  unmittelbar  sinnlich  wahrnehmbaren 
Organe  und  Gewebe   ihr  Arbeitsgebiet  klar  vorgezeichnet.     Sie  hat 
keineswegs  eine  blosse  Beschreibung  der  Theile  zu  geben,  wie  dies 
in  der  älteren  Anatomie  durchgängig  geschah,  sondern,  so  weit  sie 
es   mit  ihren  Hülfsmitteln  vermag,    hat  sie  in  die  Bedingungen  der 
Formeigenthümlichkeiten  einzudringen,  die  sich  ihr  durch  die  anato- 
mische Zergliederung  erschliessen.     Eine  Beschreibung   des  Skelets, 
die  auf  die  Wachsthumsbedingungen  und  die  mechanische  Bedeutung 
der  Elnochenformen  keine  Rücksicht  nimmt,   eine  Untersuchung  des 
^uskelsystems,   die   den  Zusammenhang   der  Elasticität,   Form   und 
Anordnung  der  Muskeln  mit  ihrer  Function  mit  Stillschweigen  über- 
geht, eine  Darstellung  der  Kreislaufsorgane,  die  von  den  hydraulischen 
Principien,  die  ein  Verständniss  derselben  erschliessen  können,  nichts 
zu   sagen   weiss,   —   eine  Anatomie  dieser  Art  würde  eine  Wissen- 
schaft  sein,   aus   welcher   der  Geist  der  Wissenschaft  verschwunden 
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wäre.     Es  liegt  in   der  Natur  der  anatomischen  Probleme,  die  mit 
denen   der  praktischen  Mechanik  die  grösste  Verwandtschaft  haben, 
dass    die    anatomische    Untersuchung    zunächst    von    teleologischen 
Principien  geleitet  wird^).      Der  nächste  Standpunkt  der  mechani- 
schen  Morphologie   ist  immer   der,    dass    sie    in    dem  Organismus 
einen  natürlichen  Mechanismus   sieht,   dessen  Einrichtungen  sie  mit 
Rücksicht  auf  seine  Leistungen  zergliedert.     Aber  es  ereignet  sieh 
von   selbst  im   Verlaufe   dieser  Untersuchung,   dass  sich  die  teleo- 
logische in  die  causale  Betrachtung  umkehrt.    Indem  der  Organismus 
bestimmte  mechanische  Leistungen  verrichtet,   sind  die  Organe,  die 
sich  daran  betheiligen,  selbst  mechanischen  Bedingungen  unterworfen, 
die  zu  einem  grossen  Theil  in  der  Function  ihre  Quelle  haben  und 
verstärkend   auf  die    Leistungsfähigkeit   der    Organe    zurückwirken. 
Die  Anordnung  der   absorbirenden  und  saftführenden  Zellen  in  der 
Pflanze  ist  in  eminentem  Sinne  zweckmässig  ftlr  die  Mechanik  des 
Stoffaustausches,  und  die  letztere  erzeugt  wieder  Wachsthumsbedin- 
gungen,   welche   die  Zweckmässigkeit  der  Structur  befestigen  und 
vergrössem.     Die  Oelenkenden  der  Knochen  sind  vortreffliche  Hülfs- 
mitt^l  für  die  Mechanik  der  thierischen  Bewegungen,  diese  Bewegungen 
aber  verleihen   ihrerseits   den  Gelenken  die  zur  Function  günstigste 
Beschaffenheit,    indem    die   in   Contact   tretenden   Flächen   sich  ab- 
schleifen, der  Muskelzug   die  Angriffsstellen  der  bewegenden  Kräfte 
zweckmässig  gestaltet,  und  schliesslich  der  mechanische  Druck  selbst 
auf  die  Ernährung  in  solcher  Weise  zurückwirkt,  dass  die  Ablagerung 
der   Enochenmasse    den    mechanischen    Bedingungen    sich    anpasst. 
Dieser  mechanischen  Analyse  der  Entstehungsbedingungen  der  Function 
tritt  dann  die  ihrer  Wirkungen  zur  Seite,   indem  man  theils  auf 
theoretisch-mechanischem,      theils      auf     experimentellem     physio- 
logischem  Wege    ihre    functionelle   Bedeutung   zu    ermitteln   sucht. 
Ihre   glänzendsten  Erfolge   hat   diese   mechanische  Functionsanalyse 
begreiflicher  Weise  in  der  Anatomie  des   menschlichen  Skelets  und 
seiner  Gelenke  aufzuweisen**). 

Es  zeigt  sich  nun  aber  vielfach,  dass  die  mechanischen  Hölfs- 
mittel  zur  Lösung  schon  der  einfachsten  morphologischen  Aufgabe, 
der  genauen  Beschreibung  der  Theile,  nicht  ausreichen,  sondern  dass 
die    Untersuchung    zur   optischen    Morphologie    ihre    Zuflucht 

*)  Vgl.  hierzu  die  allgemeinen  Erörterungen  über  das  Zweckprincip,  B<I.  1» 
S.  642  ff. 

**)  Vgl.  namentlich  die  Unterauchungen  von  W.  Braune  und  0.  Fischer 
in  den  Abh.  der  kgl.  sächs.  Ges.  d.  Wiss..  math.-phys.  Cl.,  Bd.  14.  15,  17  und  18. 
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nehmen  muss.  Nach  ihrem  logischen  Charakter  ist  die  mikroskopische 
Ehrforschung  der  Gewebe  und  Organe  eine  blosse  Fortsetzung  der 
mechanischen.  In  nicht  anderer  Weise  als  diese  sucht  auch  jene 
lie  Organismen  in  die  durch  ihre  äussere  Form  unterscheidbaren 
Bestandtheile  zu  zerlegen.  Aber  durch  die  Herbeiziehung  optischer 
Werkzeuge  gelingt  es  ihr,  was  für  das  blosse  Äuge  homogen  er- 
scheint in  weitere  Bestandtheile  zu  trennen;  dadurch  erhebt  sie  sich 
5U  der  Untersuchung  der  Formelemente  und  ihrerBeziehungen, 
jei  der  sie  übrigens  selbstverständlich  die  Hülfsmittel  der  mechani- 
schen Zerlegung  mit  verwendet,  indem  sie  nur,  der  Feinheit  ihrer 
Jbjecte  entsprechend,  durchgehends  einer  feineren  Technik  bedarf. 
Cheils  aber  weil  diese  Technik  immer  noch  verhältnissmässig  roh 
st  den  zarten  und  leicht  zerstörbaren  mikroskopischen  Objecten 
gegenüber,  theils  weil  die  optische  Zergliederung  es  mit  sich  bringt, 
lass  für  sie  nur  solche  Formbestandtheile  unterscheidbar  sind,  die 
verschiedenes  Lichtbrechungsvermögen  besitzen,  sieht  sich  die  optische 
if  orphologie  genöthigt,  zahlreiche  weitere  Hülfsmittel  herbeizuziehen, 
lie  irgendwie  verändernd  auf  die  untersuchten  Formelemente  ein- 
virken  und  dadurch  Gegenstände  zur  Anschauung  bringen,  die  sonst 
lerselben  mehr  oder  minder  entgehen  würden.  Hierher  gehören  die 
zahlreichen  Härtungs-  und  Färbungsmethodeu,  von  denen  die  ersteren 
hauptsächlich  dazu  bestimmt  sind,  den  Lagezusammenhang  der  Ele- 
mente weicher  Gewebe  sichtbar  zu  machen,  während  die  letzteren 
unterschiede  von  Geweben  oder  Formelementen  hervorbringen  oder 
verstärken  sollen,  daher  sich  diese  Färbungsmittel  besonders  dann 
nützlich  erweisen,  wenn  sie  sich  in  Folge  chemischer  Einwirkungen 
nur  mit  einzelnen  Bestandtheilen  verbinden^  andere  aber  unverändert 
lassen.  Je  mehr  es  bis  jetzt  fast  ausschliesslich  das  Glück  des  Zu- 
falls ist,  das  den  Mikroskopiker  bei  der  Wahl  solcher  Mittel  leitet, 
um  so  reicher  ist  der  Vorrath  möglicher  Hülfsqüellen ,  und  um  so 
leichter  erscheint  es  denkbar,  dass  auf  diesem  Wege  trotz  der  un- 
zähligen Versuche,  die  schon  gemacht  sind,  auch  in  der  Zukunft 
noch  manches  erreichbar  sei.  Viel  wichtiger  aber  als  eine  Ver- 
mehrung dieser  secundären  Hülfsmittel  würde  es  sein,  wenn  die 
Leistungsfähigkeit  des  Mikroskops  selber  erheblich  vergrössert  würde. 
Denn  gewiss  mit  Recht  hat  man  bemerkt,  dass  die  Entdeckungen 
der  mikroskopischen  Anatomie  in  erster  Linie  den  Optikern  zu 
verdanken  sind  *).     In  der  That,  wie  die  Einführung  des  zusammen- 


*)  Flemming,  Zellsubstanz,  Kern  und  Zelltheilung.    Leipzig  1882,  S.  9. 
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gesetzten  Mikroskops  in  das  Arbeitszimmer  des  Biologen  unmittelbar 
gefolgt  war  von  der  Entdeckung  der  Formelemente  des  Pflanswi- 
und  Thierkörpers,  so  ist  in  der  neuesten  Zeit  die  Auffindung  einer 
feineren  Structur  dieser  Formelemente  eine  unmittelbare  Rückwirkung 
der  Einführung  der  Linsenimmersion  mit  ihrer  stärkeren  und  licht- 
reicheren Vergrösserung  gewesen.  Sollte  daher  die  Voraussage 
richtig  sein,  dass  aus  theoretischen  Gründen  die  jetzt  erreichte  Grenze 
der  Vergrösserung  nicht  mehr  überschritten  werden  könne,  so  würde 
damit  im  grossen  und  ganzen  durch  das  bisher  Erreichte  überhaupt 
die  Grenze  der  morphologischen  Analyse  bezeichnet  sein'*').  Aber 
da  seit  dieser  Voraussage  immerhin  auf  einem  bei  ihr  nicht  berück- 
sichtigten Wege,  durch  Verbesserung  der  Beleuchtungsapparate  und 
durch  die  Wahl  des  Oels  als  Immersionsfiüssigkeit,  abermals  ein 
nicht  unwesentlicher  Fortschritt  in  der  Leistungsfähigkeit  der  Mikro- 
skope geschehen  ist,  so  bleibt  wohl  die  Hoffnung,  dass  auch  in  der 
Zukunft  noch  Fortschritte  geschehen  können,  die  wir  jetzt  nicht 
voraussehen.  Eine  bedeutsame  Hülfe  entsteht  der  unmittelbaren 
optischen  Zergliederung  ausserdem  durch  die  Herbeiziehung  von 
Polarisationsinstrumenten,  die  theils  über  krystallinische  Structuren 
der  mikroskopischen  Objecte,  theils  über  ungleiche  Spannungsver- 
hältnisse der  festen  Gewebe  Aufschluss  geben  können,  wobei  frei- 
lich die  Beobachtung  häufig  zwischen  diesen  beiden  Deutungen  die 
Wahl  lässt**). 

So  wenig  wie  die  mechanische  kann  sich  nun  aber  die  optische 
Morphologie  auf  eine  blosse  Beschreibung  des  Gesehenen  be- 
schränken. Vielmehr  wird  sie  von  selbst  dazu  gedrängt,  über  die 
mechanischen  Bedingungen  Rechenschaft  abzulegen,  denen  die  ein- 
zelnen Formelemente  eines  Gewebes  vermöge  ihrer  Wechselwirkungen 
ausgesetzt  sind.  Bei  zahlreichen  pflanzlichen  und  thierischen  Ge- 
weben genügt  ein  Blick  in  das  Mikroskop,  um  dem  Beobachter  die 
Ueberzeugung  zu  geben,  dass  die  Form  der  Elemente  wesenÜich 
durch  die  Art  ihrer  Coexistenz  bestimmt  wird.  Bei  der  Pflanze 
nehmen  dadurch  die  Grenzlinien  der  Zellwände  und  ihrer  Complexe 
nicht  selten  geometrisch  regelmässige  Formen  an,  die  unmittelbar  Rück- 
schlüsse auf  die  mechanischen  Wachsthumsbedingungen  gestatten***). 


*)  Helmholtz,  PoggendorfFs  Annalen,  Jubelband,  1874,  S.  557. 
**)  Vgl.  Naegeli  und  Schwendener,  Das  Mikroskop.    Leipzig  1867 
S.  307  ff. 

***)  J.  Sachs,  Vorlesungen  über  Pflanzenphysiologie,    Leipzig  1882,  S.  bS*" 
.8.  Schwendener,  Monatsberichte  der  Berliner  Akad.,  April  1880. 
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In   thierischen  Geweben   sind   die  Verhältnisse  durchweg  verwickel- 
ter;   doch   begegnen   uns   auch   hier,   wie   z.   B.   in   den   Epithelial- 
und    Drüsengeweben,    gewisse    regelmässige  Anordnungen*).      Alle 
derartige  Untersuchungen   über  die  wechselseitige  Formbestimmung 
der  morphologischen  Elemente  müssen  jedoch  gewisse  Fundamental- 
bedingungen   als    gegeben    hinnehmen,     weil    deren    causale    Yer- 
fol^ng  der  mikroskopischen  Zergliederung  ab  solcher  verschlossen 
bleibt.     Diese   Bedingungen   bestehen   vor   allem   in   der  ungleichen 
Wachsthumsgeschwindigkeit   der   verschiedenen  Elemente    und   Ele- 
mentencomplexe.     üeber  sie  lassen   sich  nicht  oder  doch  nur  zum 
allergeringsten  Theil  durch  die  blosse  Beobachtung  Aufschlüsse  ge- 
-winnen.     Hier   muss    sich   daher   die   mikroskopische   Untersuchung 
mit  den  andern  biologischen  Methoden  verbinden;  insbesondere  ver- 
spricht  für   dieses   wie   für  manche   ähnliche  Probleme  die  Combi- 
ziation  mit  der  experimentellen  Einwirkung  fruchtbringend  zu  werden. 
Die  Methoden  der  aus  einer  solchen  Combination  hervorgehenden 
e:xperimentellen  Morphologie  bilden,   diesem   gemischten  Ur- 
sprung   gemäss ,    nicht    eigentlich    selbständige    Verfahrungsweisen, 
sondern   sie   sind  Verbindungen    der  mikroskopischen   Beobachtung 
mit  verschiedenen  Formen  des  physiologischen  Experimentes.    Dabei 
i^erden   aber   diesem  durch  die  Verhältnisse  der  ersteren  Schranken 
auferlegt,    die   dieser   Art   des  Experimentes   immerhin   eine   eigen- 
ihfimliche  Stellung  sichern.     Vor  allem  sind  zwei  Bedingungen  für 
dsjsselbe  charakteristisch.     Erstens  kami  es  sich  nur  auf  solche  Vor- 
gajige  beziehen,   die   an  den  mikroskopischen  Elementen  isolirt  zur 
Sx^cheinung  kommen,    und    zweitens    ist   es   im   allgemeinen   nicht 
möglich,  die  Elemente,  deren  experimentelle  Beeinflussung  beabsichtigt 
'^ird,  allein  zu  verändern.     Beide  Bedingungen  stehen  mit  einander 
^nd  zugleich  mit  den  schwierigen,  nur  in  entfernter  Annäherung  er- 
reichbaren Aufgaben  der  experimentellen  Morphologie  im  Zusammen- 
^^^iig.     Diese  bezweckt  schliesslich  eine  experimentelle  Untersuchung 
der  elementaren  Lebensprocesse.     Bis  jetzt  ist  es  aber  nur  möglich 
^ese  zu  verfolgen,  insoweit  sie  sich  in  unmittelbaren  Veränderungen 
^Qa  mikroskopischen  Bildes   oder   allenfalls   noch  derjenigen  Eigen- 
^<^haften   zu   erkennen  geben,   die  sich  der  Untersuchung  mit  dem 
Polarisirten  Lichtstrahl  verratJien;  alle  sonstigen  physikalischen  und 
^^hemischen  Veränderungen  bleiben  ausgeschlossen.    Ein  wesentlicher 


*)  W.  Roux,  Der  Kampf  der  Theile   im  Organismus.     Leipzig   1881. 
-^»xsldv  f.  Anatomie,  1883.    Zeitschr.  f.  Naturwissenschaften.    N.  F.  IX,  1883. 


524  Logik  der  Biologie. 

Unterschied  solcher  ExperimeDte  von  den  an  grösseren  Organen  oder 
am   ganzen  Pflanzen-    und  Thierorganismus   auszuführenden   besteht 
nun  darin,  dass  das  mikroskopische  Experiment  eine  räumliche  Iso- 
lirung  der   Einwirkungen  nur  in  sehr  unvollkommener  Weise  vor- 
nehmen kann.     Dadurch  beschränken  sich  wesentlich  seine  Aufgaben. 
Sein  hauptsächlichstes   Gebiet   blieben   bis  jetzt  die  elementaren 
Bewegungsvorgänge,  wie  Protoplasma-,  Wimper-  und  Muskel- 
bewegungen,   letztere    namentlich   mit   Rücksicht  auf  die   etwaigen 
Veränderungen  der  doppelbrechenden  Muskelelemente.  Daran  schliesst 
sich   das  Studium  der  capillaren  Kreislaufserscheinungen  und  der  in 
das  pathologische  Gebiet  der  Entzündungs-  und  Exsudationsprocesse 
herüberreichenden    Effecte    von    experimentellen    Einwirkungen    auf 
dieselben.  Auch  die  R^generations-,  Befruchtungs-  und  Entwicklungs- 
vorgänge haben  bis  zu  einem  gewissen  Grade  begonnen,  Objecte  der 
experimentellen  Morphologie  zu  werden.    Gegenüber  diesem  Umfang 
wachsender  Aufgaben    ist   das   Inventar   experimenteller  Hülfsmittel 
leider  ein  beschränktes:  die  Wärme,  chemische  Reactionen  und  der 
elektrische  Strom,    nie  alle  im  Verhältniss  zur  Zartheit  der  Objecte 
in  ziemlich   roher  Form  der  Anwendung,   bilden  neben  dem  Polari- 
sationsapparat und  der  gelegentlichen  mechanischen  Einwirkung  die 
einzigen  Agentien,  über  die  der  Mikroskopiker  bei  seinen  Versuchen 
gebietet. 

c.    Die  physiologisch-chemische  Untersuchung. 

An  die  Untersuchung  der  Formbestandtheile  schliesst  sich  die- 
jenige der  Stoffbestandtheile  am  unmittelbarsten  an.  Die  Physiologie 
verwendet  hier  keine  ihr  eigenthümlichen  Methoden,  sondern  sie  ent- 
lehnt diese  der  Chemie,  aber  sie  bedient  sich  ihrer  allerdings  unter 
wesentlich  andern  Gesichtspunkten.  Die  Eigenschaften  der  organi- 
schen Stoffbestandtheile  sind  für  sie  nur  insofern  von  Interesse,  als 
sie  auf  die  Lebenseigenschaften  der  Organismen,  ihrer  Gewebe  und 
Organe  Licht  werfen.  Da  nun  an  und  fllr  sich  sowohl  die  Eigen- 
schaften einer  chemischen  Verbindung  wie  ihre  Entstehungsbedingungen 
in  der  rationellen  Zusammensetzung  ihren  Ausdruck  finden  müssen, 
so  ist  die  Kenntniss  der  Constitution  der  organischen  Stoffe  auch 
für  die  Physiologie  von  unschätzbarem  Werthe,  und  nicht  minder 
lassen  sich  reiche  Aufschlüsse  über  die  chemischen  Vorgange  im 
,Thierkörper  erwarten,  wenn  es  gelingt,  dessen  Stoffverbindungen 
auf  synthetischem  Wege   aus   den  Elementen   oder  aus  einfacheren 
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Verbindungen  herzustellen.  Leider  aber  ist  die  chemische  Analyse 
und  Synthese  noch  weit  von  diesem  Ziele  entfernt.  Gerade  von  den 
physiologisch  wichtigsten  StofiPen,  den  Eiweisskörpem  und  ihren 
Verwandten,  kennen  wir  mit  Sicherheit  nur  die  elementare  Zu- 
sammensetzung; auch  die  für  die  Lebensfunctionen  so  wichtigen 
pflanzlichen  und  thierischen  FarbstofiPe,  wie  das  Chlorophyll  und 
Hämoglobin,  sind  uns  noch  dunkel  in  Bezug  auf  ihre  Constitution. 
Dem  entsprechend  ist  man  zwar  im  allgemeinen  im  Stande,  die 
einfacheren  organischen  Stoffe,  welche  die  Bestandtheile  thierischer 
und  pflanzlicher  Excrete  bilden ,  auch  auf  künstlichem  Wege  durch 
Oxydation  und  Spaltung  zu  erzeugen.  Für  die  zusammengesetzteren 
Oewebsbestandtheile  aber  sind  bis  jetzt  nur  die  Organismen  selbst, 
namentlich  die  Pflanzen,  als  Erzeugungsstätten  bekannt.  Dieser 
Umstand  hat  die  Folge  mit  sich  geführt,  dass  die  chemischen  Pro- 
cesse  im  Thierkörper  unserem  Verständnisse  zugänglicher  sind  als 
die  in  der  Pflanze. 

Da  die  Untersuchung  der  chemischen  Stoffbestandtheile  für  die 
Physiologie  nur  das  Mittel  bildet,  um  zu  einem  Verständniss  der 
chemischen  Lebenserscheinungen  zu  gelangen,  so  verwendet  sie  neben 
der  chemischen  Analyse  hauptsächlich  noch  zwei  Methoden:  1)  die 
vergleichende  Beobachtung  der  die  chemischen  Processe  begleitenden 
morphologischen  Vorgänge,  und  2)  die  Nachbildung  der  physiologisch- 
chemischen Processe  ausserhalb  des  Organismus.  Bei  allen  den 
sjmthetischen  Processen  im  Pflanzen-  und  Thierkörper,  deren  künst- 
liche Nacherzeugung  unmöglich  ist,  wie  der  Bildung  des  Amylon, 
der  Cellulose,  des  Chlorophyll,  der  Eiweissstoffe  in  der  Pflanze, 
oder  der  Rückbildung  des  Verdauungseiweisses  in  genuines  Eiweiss, 
der  Bildung  von  Hämoglobin,  Protoplasma-  und  Kemsubstanzen  der 
Zellen  im  Thierkörper,  sind  wir  auf  die  erste  dieser  Methoden  an- 
gewiesen. Hier  ist  es  besonders  die  Pflanzenphysiologie,  in  der  auf 
das  glücklichste  die  mikroskopische  Beobachtung  der  chemischen 
Analyse  zu  Hülfe  gekommen  ist,  indem  es  ihr  gelang,  die  Succession 
des  Auftretens  der  einzelnen  Zellbestandtheile  mit  einiger  Sicherheit 
zu  ermitteln'*').  Zurückgeblieben  ist  in  dieser  Beziehung  die  ani- 
malische Physiologie  wohl  deshalb,  weil  sich  hier  einige  der  wich- 
tigsten Stoff bildungsvorgänge ,  wie  die  Regeneration  des  genuinen 
Eiweisses,   der  morphologischen  Untersuchung  entziehen;   nur  über 


*)  Vgl.  Jul.   Sachs,   Vorlesungen  über   Pflanzenphysiologie,   S.  357  ff. 
W.  Pfeffer,  Pflanzenphysiologie,  1,  S.  266  ff. 
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die  Bildung  der  Blutbestandtbeile  besitzen  wir  manche,  aber  chemisch 
noch    schwer   zu    deutende    Beobachtungen.     Uebrigens   ist   es   ein 
Nachtheil  dieser  Methode,  dass  sie  uns  immer  nur  über  die  äussere 
Succession   der  Erscheinungen  Auskunft  gibt,   und  dass  daher  die 
eigentlich   chemische  Seite  des  Vorgangs   der  Hypothese  überlassen 
bleibt,   die  natürlich  um  so  unsicherer  ist,  je  weniger  wir  von  der 
wahren  Constitution  der  in  Frage  kommenden  Verbindungen  unter- 
richtet sind.     Hier  ist  daher  die  Methode  der  Nachbildung  der  Pro- 
cesse  ausserhalb  des  Organismus  ungleich  fruchtbarer ;  ihr  Nachtheil 
besteht  nur  darin,  dass  sie  im  allgemeinen  bloss  auf  die  organischen 
Zersetzungsprocesse,  und  auch  auf  diese  nicht  in  allen  Fällen,  an- 
wendbar ist.      So  können   wir  zwar  durch  künstliche  Verdauungs- 
gemische  und   auf  noch   andern  Wegen   Eiweisskörper  in   Peptone^ 
durch  Fermente   die  complexeren  Kohlehydrate   in   einfachere  ver-^ 
wandeln,   wir  vermögen   ferner  die  meisten   thierischen  Excretions — 
Stoffe    künstlich    aus    Oewebebildnem    durch    die    Einwirkung    70^:3 
Oxydationsmitteln  zu  erzeugen,  aber  im  letzteren  Falle  weichen  di^ 
Producte   quantitativ  und   zum  Theil   qualitativ  sehr  erheblich  vc^n 
denjenigen   ab,   die   bei  der   natürlichen  Oxydation    im    thierischen 
Körper    selbst    entstehen.      Die    hypothetische    Reconstruction    der 
physiologisch-chemischen  Processe  bleibt  also  auch  hier  nicht  erspart, 
und   die  künstliche  Nachbildung   der  Producte   vermittelt  höchstens 
eine  gewisse  chemische  Controle  der  Hypothesen,   die  leider  oft  noch 
der  zureichenden  Verification  entbehren. 


d.    Die  physiologisch-physikalische  Untersuchung. 

Wie  die  chemische  Untersuchung  der  Lebenserscheinungen  der 
Chemie,  so  entlehnt  die  physikalische  der  Physik  ihre  fundamentalen 
Methoden.  Auch  hier  gliedert  sich  die  Untersuchung  in  eine  Analyse 
der  Eigenschaften  und  in  eine  solche  der  Vorgänge.  Wir 
untersuchen,  um  die  Leistungsfähigkeit  der  einzelnen  Organe  und 
Gewebe  zu  würdigen,  die  Elasticität  und  Cohäsion  der  Knochen  und 
Muskeln,  die  osmotischen  Eigenschaften  pflanzlicher  und  thieriscber 
Membranen,  die  Wärraeverhältnisse  der  verschiedenen  Organe,  die 
elektrischen  Eigenschaften  bestimmter  Gewebe.  Manche  dieser  Unter- 
suchungen, wie  die  der  Elasticität  und  Cohäsion,  berühren  sich  mit 
den  Aufgaben  der  mechanischen  Morphologie,  andere,  wie  die  der 
optischen  Eigenschaften,  werden,  von  der  Prüfung  der  brechenden 
Medien   des   Auges   abgesehen,    fast  ganz   von  der   optischen  Mor- 
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bologie  in  Anspruch  genommen.  Ueberall  da  bleibt  aber  die  Unter- 
teilung der  physikalischen  Eigenschaften  der  specifisch  physikalischen 
ntersuchuug  vorbehalten,  wo  dieselbe  nur  die  Vorbereitung  bilden 
dl  für  die  Erforschung  der  Veränderungen,  welche  die  Theile  bei 
rer  Function  erfahren.  In  diesem  Sinne  prüfen  wir  zunächst  die 
astischen  Eigenschaften  des  Muskels  im  Ruhezustand,  um  dann  die 
eränderungen  derselben  während  seiner  Contraction  zu  ermitteln, 
ler  wir  vergleichen  die  elektrischen  Eigenschaften  der  Nerven  und 
uskeln  vor  und  während  der  Reizung.  Aehnlich  bildet  die  ther- 
ische  Untersuchung  der  Theile  in  ihrem  gewöhnlichen  normalen 
istand  die  Vorbereitung,  um  die  mannigfachen  Abweichungen 
.von  in  Folge  bestimmter  innerer  Vorgänge  oder  äusserer  Ein- 
IrkuDgen  messend  zu  verfolgen. 

Auch  die  physikalische  Untersuchung  versucht  es,  wo  irgend 
oglich,  die  physikalischen  Processe,  die  im  lebenden  Körper  zur 
»obachtung  kommen,  ausserhalb  desselben  nachzubilden,  um  sie  auf 
ese  Weise  vollständig  in  ihren  Entstehungsbedingungen  zu  er- 
rschen.  Aber  diese  Nachbildung  gelingt  noch  viel  schwieriger  als 
e  der  chemischen  Processe.  Denn  gerade  die  physikalische  Seite 
^r  Lebensvorgänge  ist  nicht  nur  an  jene  zusammengesetzten  orga- 
ischen  Stoffe  gebunden,  deren  synthetische  Erzeugung  ausserhalb 
BS  Pflanzen-  und  Thierkörpers  bis  jetzt  nicht  gelang,  sondern  sie 
ängt  sogar  von  bestimmten  physiologischen  Eigenschaften  der  Stoffe 
b,  die  ausserhalb  des  lebenden  Organismus  unwiederbringlich  verloren 
eben.  Dadurch  ist  das  Gebiet  der  synthetischen  Untersuchungen 
er  physiologischen  Physik  ausserordentlich  eng  umgrenzt.  Es  be- 
^hränkt  sich  fast  ganz  auf  einige  Fälle,  in  denen  sich  die  dem 
)dten  Körper  entnommenen  Gewebe  noch  zu  Versuchen  verwerthen 
bssen,  aus  denen  auf  die  physiologischen  Processe,  an  denen  jene 
ewebe  betheiligt  sind,  Rückschlüsse  gemacht  werden  können.  Ein 
ichtiges  Gebiet  dieser  Art  bilden  die  osmotischen  Versuche.  Hier 
erden  pflanzliche  und  thierische  Membranen  oder  andere  poröse 
cheidewände  benützt,  um  über  die  allgemeinen  Gesetze  der  unter 
bnlichen  Bedingungen  jedenfalls  auch  innerhalb  des  Organismus 
;attfindenden  Diffusion  von  Flüssigkeiten  oder  Gasen  durch  feuchte 
[embranen  Aufschluss  zu  gewinnen.  Ein  anderes  Gebiet  bilden  die 
alorimetrischen  Versuche,  die  den  Zweck  verfolgen,  aus  der 
erbrennungswärme  der  Nahrungs-  und  Gewebsbestandtheile  auf  den 
(Terth,  den  diese  für  die  Wärmebildung  und  Arbeitserzeugung  inner- 
alb  des  lebenden  Körpers  besitzen,  zurückschliessen  zu  lassen.     In 
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andern  Fällen  versucht  man  eine  schematische  Nachbildang  physio- 
logischer Vorgänge,  indem  man  von  der  Voraussetzung  ausgebt,  dass 
ähnlichen  Wirkungen  auch   ähnliche  Ursachen   entsprechen  werden. 
So  construirte  z.  B.  du  Bois   durch   Verlöthung  von  Kupfer-  und 
Zinkstücken   Elemente,   die,    in   eine  leitende  Flüssigkeit  getaucht, 
Effecte  hervorbrachten,  die  den  von  ihm  beobachteten  Nerven-  und 
Muskelströmen  ähnlich  waren  "*").    Engel  mann  suchte  seine  Annahme, 
dass  die  Contraction  des  Muskels  eine  durch  die  plötzliche  Wärme- 
entwicklung in   den  Disdiaklasten   entstehende   thermische  Quellung 
sei,  an  einer  im  Wasser  gequollenen  Darmsaite,  die  sich  bei  der  Er- 
wärmung energisch  verkürzt,  zu  veranschaulichen**).    Bei  Versuch^i 
dieser  Art  darf  jedoch  die  logische  Regel,  dass  zwar  mit  dem  Orun 
die  Folge,  keineswegs   aber  mit  der  Folge  der  Orund   gegeben  i 
nicht  übersehen  werden.     Der  schematische  Versuch  kann  höchsten 
die  allgemeine  Möglichkeit  einer  Hypothese  beweisen;  ihre  Verificatia 
muss  auf  anderen  Wegen  gesucht  werden. 

0.    Die  physiologische  und  pathologische  Functionsanaljse. 

Die  Hülfsmittel  der  morphologischen,  chemischen  und  physi —  - 
kaiischen  Untersuchung  reichen,  so  unerlässlich  sie  sind,  doch  fflF^  r 
sich  allein  niemals  zu,  um  vollständigen  Aufschluss  über  die  Functionei 
des  lebenden  Organismus  und  seiner  Theile  zu  geben,  sondern  su 
müssen  zu  diesem  Zweck  durch  eine  experimentelle  Analys» 
derFunctionen  ergänzt  werden.  Unter  dieser  verstehen  ¥nr  abe-  -2 
jeden  willkürlichen  Eingriff  in  die  Lebens  Vorgänge,  welcher  nach.  — 
weisbare  Veränderungen  derselben  herbeiführt.  In  den  meisten  Fälle 
bringt  es  ein  solcher  Eingriff  mit  sich,  dass  der  Zusammenhang  d< 
Theile  durch  mechanische  Gewalt  verändert  werden  muss,  indem  man 
bald  einzelne  Organe  völlig  eliminirt,  bald  sie  irgend  welchen  in- 
strumenteilen Einwirkungen  zugänglich  macht.  Das  häufigste  nnd 
unerlässlichste  Hülfsmittel  der  Functionsanalyse  ist  daher  die  Vivi- 
sectioh,  aber  sie  ist  keineswegs  das  einzige,  da  zu  ähnlichen  Zwecken 
auch  Einwirkungen  auf  den  ganzen  Organismus  oder  dessen  einzehe 
Organe  vorkommen  können,  bei  denen  keine  Zergliederung  desselben 
stattfindet. 

Die   physiologische   Functionsanalyse  kann  entweder   von  der 

*)  K.  du  Bois-Reyniond,  Untersuchungen  über  thierische  Elektricität. 
I,  S.  577  ft" 

**)  Th.  W.  Engel  mann,  Der  Urspning  der  Muskelkraft    Leipzig 
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""rage  nach  der  Function  gewisser  Organe  oder  Organcomplexe  oder 
iber  von  der  Frage  nach  der  Wirkung  bestimmter  äusserer  Agentien 
kuf  den  Organismus  oder  auf  einzelne  Theile  desselben  ausgehen. 
)ie  erste  dieser  Fragen  ist  die  nächstliegende  und  kommt  bei  der 
Jntersuchung  der  normalen  Lebensvorgänge  zur  Anwendung;  wir 
rollen  die  aus  ihr  entspringenden  Methoden  als  die  der  directen 
•"unctionsanalyse  bezeichnen.  Die  zweite  Frage  erhebt  sich  vor- 
ugsweise  in  solchen  Fällen,  wo  die  functionellen  Erscheinungen  im 
JIgemeinen  bereits  bekannt  sind,  und  wo  ihre  Veränderungen  unter 
gestimmten  ungewöhnlichen  Einwirkungen  erforscht  werden  sollen. 
)ie  so  entstehenden  Methoden,  die  wir  als  die  Influenzmethoden 
»ezeichnen  wollen,  dienen  theils  zur  näheren  Untersuchung  bestimmter 
iormaler  Lebenseinflüsse  mittelst  der  Abänderung  derselben,  theils 
ilden  sie,  unter  Zuhülfenahme  abnormer  Einwirkungen,  das  haupt- 
ächlichste  Inventar  der  experimentellen  Pathologie,  üebrigens  ist 
s  selbstverständlich,  dass  sich  beide  Methoden  nur  an  ihren  Aus- 
angspunkten  unterscheiden,  in  der  Durchführung  aber  fortwährend 
1  einander  eingreifen. 

Die  directe  Functionsanalyse  benützt  zwei  Fundamental- 
lethoden,  die  meistens  nach  oder  neben  einander  zur  Anwendung 
ommen,  wenn  nicht  aus  bestimmten  Gründen  die  eine  von  ihnen 
nmöglich  wird.  Sie  lassen  sich  als  specielle  Fälle  der  allgemeinen 
[ethoden  der  Elimination  und  der  Gradation  der  Bedingungen 
etrachten.  (S.  363.)  Die  erste  besteht  in  der  Functionsauf- 
ebung,  die  zweite  in  der  quantitativen  Functionsverände- 
ung.  Eine  Functionsaufhebung  wird  bald  durch  die  völlige  Ent- 
3rnung  eines  Organs,  bald  durch  die  Lösung  seiner  functionellen 
''erbindungen  bewirkt.  Es  ist  besonders  der  Anfang  der  Functions- 
nalyse,  bei  dem  es  sich  zunächst  nur  um  die  Feststellung  der  all- 
;emeinen  physiologischen  Function  bestimmter  Organe  handelt, 
^reicher  diese  Hülfsmittel  verwendet.  So  hat  die  Pflanzenphysiologie 
lie  Wege  der  Saftströmung  in  den  dicotylen  Holzpflanzen  durch  die 
Beobachtung  des  Einflusses,  den  Partialdurchschneidungen  des  Stengels 
luf  die  Ernährung  der  einzelnen  Theile  ausüben,  zu  ermitteln  ge- 
mcht.  Die  animalische  Physiologie  hat  zur  Bestimmung  der  Func- 
ionen  der  Nervenwurzeln,  der  Nervenfasern  des  Rückenmarks,  der 
einzelnen  Theile  des  Gehirns  Durchschneidungs-  und  Exstirpations- 
rersuche  angewandt.  Ebenso  sind  einzelne  Drüsen,  wie  die  Milz,  bei 
liederen  Thieren  die  Leber,  zum  Behuf  der  Feststellung  ihrer  physio- 
logischen Bedeutung  ganz  aus  dem  Körper  entfernt  worden.   Eine  weit 

Wundt,  Logik   II,  1     2.  Aufl.  34 
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mannigfaltigere  Anwendung  lassen  die  Methoden  der  quantitatiyen 
Functionsänderung  zu.  In  den  einfachsten  Fällen  bedient  man 
sich  ihrer  zum  Behuf  der  Bestätigung  der  auf  dem  Weg  der  Auf- 
hebung der  Function  gewonnenen  Resultate.  Hier  verlangt  dann 
der  Gegensatz,  dass  die  Aenderung  in  einer  Steigerung  der  Function 
bestehe.  Dahin  gehören  namentlich  die  qualitativen  Reizversuche 
der  animalischen  Nervenphysiologie.  Bei  Reizung  einer  Nerven- 
wurzel z.  B.  müssen  die  eintretenden  Schmerzäusserungen  oder  Muskel- 
contractionen  den  bei  der  Durchschneidung  beobachteten  Ausfalls- 
erscheinungen entsprechen.  Complicirtere  Aufgaben  fQr  diese  Methode^ 
ergeben  sich,  wenn  die  allgemeine  Beschaffenheit  der  Function  er — 
mittelt  ist  und  es  sich  nun  darum  handelt,  dieselbe  in  Bezug  ai 
ihre  einzelnen  Bedingungen  näher  zu  verfolgen.  Hier  wird  es  er- 
forderlich, die  Veränderungen,  denen  die  Functionen  in  Folge  be- 
stimmter äusserer  Einwirkungen  unterworfen  sind,  zu  bestimme] 
und  unter  steter  Vergleichung  [mit  der  quantitativen  Abstufung  dei 
äusseren  Einwirkungen  messend  ;zu  prüfen.  Da  nun  diese  stel 
physikalischer  und  chemischer  Art  sind,  so  sieht  sich  die  Functions- 
änderung in  der  Regel  genöthigt,  die  physikalisch-  und  chemisch- 
physiologische Untersuchung  zu  Hülfe  zu  nehmen.  So  untersuchl 
die  Pflanzenphysiologie  die  vegetabilischen  Ernährungsvorgänge,  indenr=^ 
sie  in  willkürlicher  Weise  die  chemische  Beschaffenheit  der  di^^^ 
Wurzel  umgebenden  Emährungsflüssigkeiten  oder  der  umgebenderc=^ 
Luft  verändert  und  nun  theils  das  Wachsthum  der  Pflanze,  theili 
die  Beschaffenheit  ihrer  Stoffwechselproducte  quantitativ  ermittelt- 
So  untersucht  man  ferner  seit  den  berühmten  Versuchen  von  Knighi 
den  Einfluss  der  Schwere  auf  das  Wachsthum,  indem  man  theils  di< 
Pflanze  in  eine  von  ihrer  Normalstellung  abweichende  Lage  bringt  ^ 
theils  die  normale  Wirkung  der  Schwere  in  einem  bestimmten  Grad^ 
durch  die  Wirkung  einer  centrifugalen  Beschleunigung  compensirt*^  . 
Die  animalische  Physiologie  verfolgt  die  Schwankungen  des  Blufe— 
drucks,  indem  sie  gleichzeitig  bald  das  Herz,  bald  die  Blutgefässe, 
bald  die  Athmungsmechanik  bestimmten  verändernden  Bedingungen 
aussetzt,  u.  s.  w.  In  allen  diesen  Fällen  verbindet  sich  nicht  selten 
die  Functionsänderung  mit  der  Influenzmethode ;  immerhin  bleibt  der 
Ausgangspunkt  ein  anderer,  insofern  nicht  die  allgemeine  Frage 
erhoben  wird,  welchen  Einfluss  ein  bestimmtes  Agens  auf  den  Or- 
ganismus ausübt,  sondern  die  speciellere,  welche  Veränderungen  eine 


*)  Vgl.  Sachs,  Vorlesungen  über  Pflanzenphysiologie,  S.  828  ff. 
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^stimmte  Function  durch  eine  äussere  Einwirkung  erfahrt.  Die 
[;ellung  dieser  Frage  setzt  daher  meistens  schon  gewisse  Resultate 
)raus,  die  zuvor  durch  die  eigentliche  Influenzmethode  erhalten 
Orden  sind.  So  ist  man  zur  Verwendung  gewisser  Gifte  für  die 
lystologische  Functionsanalyse  erst  geschritten,  nachdem  die  von 
m  Toxikologen  angewandte  Influenzmethode  einzelne  Wirkungen 
^rselben  kennen  gelehrt  hatte.  Nachdem  man  z.  B.  erfahren,  dass 
is  Strychnin  Starrkrämpfe  verursacht,  welche  durch  Hautreize  aus- 
»löst  werden,  lag  es  nahe,  dasselbe  bei  der  Analyse  der  Rücken- 
arksfunctionen  zu  verwerthen,  und  ähnliche  Gesichtspunkte  haben 
ir  Anwendung  anderer  Gifte,  wie  des  Digitalin,  Atropin,  Mus- 
krin  u.  8.  w.,  bei  der  physiologischen  Analyse  der  Herzinnervation 
jführt*). 

Die  letzteren  Bemerkungen  kennzeichnen  schon  die  wesentlichen 
igenthümlichkeiten  der  Influenzmethode.  Die  Frage,  welche 
^irknng  ein  bestimmtes  Agens  auf  den  Organismus  ausübt,  ist  an 
id  für  sich  ebenso  gut  möglich  wie  die  andere,  welche  Leistungen 
ir  Organismus  selbst  oder  ein  einzelner  Theil  vollbringt.  Aber  in 
tm  Zusammenhang  physiologischer  Untersuchungen  wird  man  doch 
ir  unter  zwei  Bedingungen  zu  jener  ersten  Fragestellung  kommen: 
stens  in  den  Anfängen  der  Forschung,  in  denen  noch  ein  un- 
^heres  Umhertasten  nach  den  zweckmässigsten  Hülfsmitteln  der 
inctionsanalyse  stattfindet,  und  wo  sich  nun  die  Influenzmethode 
it  der  Functionsaufhebung  combinirt,  um  der  tiefer  eindringenden 
lantitativen  Functionsänderung  den  Weg  zu  bereiten;  und  zweitens 

dem  speciellen  Fall,  wo  es  sich  darum  handelt,  theils  die  Be- 
Q^ngen  des  Uebergangs  der  normalen  in  die  abnormen  Lebens- 
scheinungen,  theils  aber  auch  direct  die  Heilsamkeit  oder  Schäd- 
hkeit  gewisser  äusserer  Einwirkungen  zu  erforschen.  Mit  diesen 
-oblemen  befinden  wir  uns  aber  schon  auf  dem  Boden  der  experi- 
Bntellen  Pathologie,  in  deren  Diensten  gegenwärtig  noch  vorzugs- 
3ise  die  Influenzmethode  Verwendung  findet.  Natürlich  können  in 
ßsem  Sinne  alle  möglichen  Einflüsse,  mechanische,  thermische, 
sktrische,   chemische,  in  Frage  kommen.     Aber  vorzugsweise  sind 

doch  zwei  Arten  der  Einwirkung,  die  das  physiologische  und 
kthologische  Interesse  in  Anspruch  nehmen:  erstens  gewisse  In- 
»xicationen,  d.  h.  chemische,  insbesondere  toxische  Einwirkungen 
if  den  Organismus,  die  ebenso  für  das  Verständniss  der  Störungen 


*)  Vgl.  mein  Lehrbuch  der  Physiologie,  4.  Aufl.,  S.  336,  347. 
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<krr  FuiKitKAueu  wie  für  dab  des-  medkamadfiMD  TlwiiiiniiMiinjgnii  rui 
Intereniie  lund:  zweitmb  gewi^Bt  EmwiAnngBL  niederer  Ozgjmanm 
auf  faiäkere.   unter  denen  die  nnter  dem  Kamee  der  Infettionts 
bekamnien   Einwirkungen    beKtanunto'  Spehpilif   eine  herwanmgmk 
Stellung   einnebmeu.     Ein   mreicbendes  VeraündniB  der  auf  die» 
Wei^e   mitUrU^   der  iDfluenzmetbode   erlulteoai  Beanhaur  ist  nit&^ 
lieb     nur     auf    Grand    einer    eingehenden    Analvse    der    nnmalwi 
Lebeusfunctionen  mOglicb:   doch  können  jene  aacb  wieder  ffir  diesr 
frucbtbringend    werden,   wie   namentlich   die  ftwcihinhifa'  der  Inson- 
cadiTinvTerKUcbe  zeigt,  während  das  Stadimn  der  lirferannfip  hiet& 
noch  allzu  i$ebr  in  »einen  Anfangen  begriffen  ist    Immeihin  hsKO 
die  EriKrbeinungeu  deb  periodischen  Verlaufs  der  meiBteD  InfecMn. 
der   Immunität    gegen    kOnftige   Anstecknngen   bei   mandien  imttr 
ihnen,  der  Vererbung  bei  andern  Termutben.  daei  die  hior  sich  er- 
hebenden Fragen   mit   den   tiefsten  Problemen   der  Biolcfiie  im  Zo- 
Hawrnenhang  Hieben.    Die  Schwierigkeit  des  Staadinms  der  Infecäooa 
liegt  Qbrigenh  haupUachlich  darin,  dass  es  gleichzeitig  eine  Fimctiaos- 
analvKe   der   inficirten  wie   der  inficirenden  Oiganismen  Toraossetit 
Neben  diesem  experimentellen  Weg  gibt  es  noch  einen  xweiko* 
auf    dem    die    pathologische   der   normalen   Physiologie    Dienst*  w 
leiht^^n  berufen  ij?t:   die  Beobachtung  bestimmter,  durch  Krankheits- 
b<^dingungen  herbeigeführter  Functionsstörungen  und  ihre  Vergleichung 
mit    den    sie  verursachenden   Structurreranderongen.     Die  Resultate 
der   kliniKcheii    und   der  pathol<igisch-an atomischen  Be- 
obachtung können  wj  in  ihrer  Vereinigung  einen  Werth  gewinnen, 
welcher   dem    der  Vivi«ection    äquivalent  ist     Dabei  findet  lediglich 
eine  Umkelirung  der  bei  dieser  befolgten  Methodik  statt,  indem  die 
Beobachtung   der   anatomischen  Läsion   derjenigen   der  fimctioneüen 
Veränderungen    nicht    vorangeht   sondern   nachfolgt.      Doch    ist  oft 
genug   auch   das   physiologische  Experiment  genöthigt   diesen  Gang 
einzuhalten,    da   eine   genauere  Untersuchung  selbst   der  willkürlich 
gesetzUiii  anatomischen  Störungen  nicht  immer  während  des  Lebens 
möglich  ist.    Der  grösste  Nachtheil  der  pathologischen  Beobachtung 
liegt  darin,    dass  sie  von  der  Gunst  des  Zufalls  abhängt.     Aber  fär 
die    meisten  Gebiete  der  Physiologie  ist  sie  das  einzige  Hülfsmittel, 
das   den  Menschen    selbst   zum  Object   der  functionellen  Analyse  zu 
machen  gestattet.    Unschätzbar  ist  sie  darum  namentlich  in  solchen 
fallen,   wo  die  Bedingungen    der  menschlichen  Organisation  erheb- 
lu;h   abweichen,  wie  z.  B.  bei  den  Functionen  der  höheren  Nerven- 
c(»ntren.     Ausserdem   hat   hier   die  Beobachtung  am  Menschen  noch 
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den  besonderen  Vortheil,  dass  sie  eine  zuverlässigere  Prüfung  der 
psychischen  Veränderungen  gestattet,  welche  die  physischen  Stö- 
rungen begleiten. 


2.    Die  allgemeinen  Gesetze  der  Lebenserscheinungen. 

a.    Die  biologischen  Richtungen. 

Auf  andern  Gebieten  der  Naturforschung  sind  die  Gegensätze 
der  Zweck-  und  Causalerklärung  gegenwärtig  beinahe  verschwunden, 
oder  sie  haben  doch  aufgehört  Gegensätze  zu  sein,  da  man  den 
teleologischen  Principien  stets  zugleich  eine  causale  Bedeutung  zu- 
gesteht. (Vgl.  oben  S.  803  flF.)  Anders  in  der  Biologie.  Hier  ist  der 
Kampf  jener  Anschauungen  noch  immer  nicht  ganz  erloschen.  Zu- 
gleich aber  hat  vermöge  der  besonderen  Natur  des  Gegenstandes 
lie  teleologische  Auffassung  eigenthümliche  Formen  angenommen, 
lie,  historisch  aus  einander  hervorgegangen,  unter  den  Namen  des 
Animismus  und  Vitalismus  bekannt  sind.  Ihnen  gegenüber  hat 
lie  causale  Auffassung  der  Lebensprocesse  stets  die  mechanische 
^atur  derselben  behauptet  und  demnach  die  Forderung  aufgestellt, 
lass  die  Physiologie  den  Organismus  unter  dem  Gesichtspunkt  einer 
latürlich  entstandenen  Maschine  zu  betrachten  habe*). 

Der  Streit  dieser  Anschauungen  reicht  bis  in  die  frühesten 
\.nfange  der  Speculation  zurück.  Indem  der  Hylozoismus  der  ältesten 
Naturphilosophie  das  Bewusstsein  auf  die  äussere  Natur  überträgt, 
lenkt  er  sich  unter  allen  Naturerscheinungen  zumeist  die  Lebens- 
rorgänge  nach  Analogie  der  zweckbewussten  Willenshandlungen. 
[Jingekehrt  unterwirft  die  Atomistik  dem  der  äusseren  Natur  ent- 
lommenen  Princip  der  mechanischen  Bewegung  das  eigene  Sein  des 
Menschen;  das  Leben  entspringt  ihr,  wie  alles  Geschehen,  aus  dem 
ätoss  der  Atome.  Gerade  wegen  der  Ausschliesslichkeit,  mit  der 
liese  Richtungen  ihre  Principien  anwenden,  stehen  sie  sich  aber 
Qäher  als  die  später  aus  ihnen  hervorgegangenen  Entwicklungen. 
Dem  antiken  Atomismus  gilt  schliesslich  ebenso  gut  wie  dem  ur- 
sprünglichen Hylozoismus  die  Seele  als  der  Grund  des  Lebens.  Erst 
die    Platonisch-Aristotelische   Philosophie   hat   durch   den  Gegensatz, 


*)  Ueber   die   allgemeinere  Bedeutung    der    genannten   Richtungen   vgl. 
Bd.  I.  S.  633  ff. 
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in   dem  sie  sich  zu  dem  Materialismus  der  älteren  Naturphilosophie 
entwickelte,   die  Ausbildung  der  animistischen  Anschauung  in  ihrer 
engeren   Begrenzung  auf  die   eigentlichen  Lebenserscheinungen   an- 
geregt.   Sogar  die  Unterscheidung  höherer  geistiger  Kräfte  von  den 
niederen,  an  die  Materie  gebundenen  Lebenskräften  ist  in  ihr  bereits 
vorgebildet.    Als  daher  späterhin  die  peripatetische  und  die  stoische 
Schule   den  Platonischen   Dualismus   zu  beseitigen  suchten,   lag  es. 
nahe,  jene  Lebenskräfte   selbst  als   materielle  Principien  zu  denket^, 
und   auf  diese  Weise   dem   causalen  Materialismus   der  Atomistiken 
einen  teleologischen  gegenüberzustellen.    Erzwangen  sich  nun  voUend 
innerhalb  des  letzteren  wiederum  die  Bewusstseinsvorgänge  die  An 
erkennung  einer  Selbständigkeit,  die  ihre  Trennung  von  den  sonstige- 
Lebenserscheinungen  rechtfertigte,  so  war  damit  jener  Vital ism 
fertig,   den  zuerst  Galen   in   die  Biologie   einführte,   der  aber  d 
Herrschaft  der  Galenischen  Medicin  lange  überdauert  hat. 

Dieser  Entstehung  gemäss  bildet  der  Vitalismus  eine  Art  Mitt^j. 
glied   zwischen  Animismus  und  Mechanismus.     Mit  jenem  nimmt     er 
in  den  lebenden  Wesen  zweckthätige  Kräfte  an,  mit  diesem  setzt    er 
voraus,   dass   die  Ursachen   des  Lebens   an  die  lebende  Materie  uls 
solche    gebunden    seien.      Eben    deshalb   lässt   sich   die   vitalistisciie 
Anschauung   leicht   mit   einer   mechanistischen   und  atomistischen  in 
Bezug  auf  die  leblose  Natur  vereinigen.    Gerade  in  dieser  Form  hat 
der  Vitalismus   die   neuere  Physiologie   von  Albrecht  Haller  bis 
auf  Johannes  Müller   beherrscht.     Es   ist  dann  während  einiger 
Jahrzehnte  in  Folge  des  Aufschwungs  der  physikalischen  und  chemi- 
schen   Forschungsmethoden   die   mechanistische  Anschauung  in  i^^ 
Vordergrund  getreten,  bis  in  der  neuesten  Zeit  durch  die  Beschäfti- 
gung mit  den  Entwicklungsproblemen  abermals  teleologische  Erklä- 
rungsprineipien  zu  grösserer  Geltung  gelangten.    Diese  vermeiden  es 
aber  unter  der  sichtlichen  Nachwirkung  der  vorangegangenen  Periode 
meist   noch   geflissentlich   die   Form   des   früheren  Vitalismus  anzu- 
nehmen.     Hierdurch    gewinnen    die    gegenwärtig    in    der    Biologie 
herrschenden  Anschauungen   ihren   eigenthümlichen ,    deutlich  einen 
üebergangszustand  der  Wissenschaft  verrathendeu  Charakter. 

An  verschiedenen  Erscheinungen  gibt  sich  dieser  üebergangs- 
zustand zu  erkennen.  Die  auffallendste  besteht  in  dem  weitver- 
breiteten Vorkommen  einer  unbewussten  Teleologie,  die  meist 
mit  einer  energischen  Polemik  gegen  die  bewusste  Teleologie  ver- 
bunden ist,  womit  es  dann  zusammenhängt,  dass  gewisse  teleologische 
Erklärungen   von   ihren  Urhebern  oder  Anhängern  für  causale  oder 
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Ibst  für  „mechanische*'  gehalten  werden.  So  kann  man  in  Schriften 
>er  die  Darwin'sche  Theorie  Ausführungen  begegnen,  in  denen 
!  als  ein  Verdienst  Darwins  gepriesen  wird,  dass  durch  ihn  an 
e  Stelle  eines  mystischen  Schöpfungsplanes  oder  zweckthätiger 
ebenskräfte  eine  „Causalerklärung''  der  Lebensformen  durch  die 
esetze  der  Vererbung,  der  Anpassung  und  des  Kampfes  ums  Da- 
jin  getreten  sei*).  Wir  meinen  nun,  dass  das  Verdienst  Darwins 
[cht  im  geringsten  geschmälert  wird,  wenn  man  zugesteht,  dass 
ese  Gesetze  zunächst  einen  rein  teleologischen  Charakter  besitzen, 
ie  Bedeutung  seiner  Theorie  besteht  vielmehr  darin,  dass  sie  eine 
afruchtbare  durch  eine  voraussichtlich  fruchtbarere  Teleologie  er- 
)tzt,  indem  die  von  ihr  aufgestellten  teleologischen  Principien  mehr 
ussicht  zu  einer  künftigen  Causalerklärung  bieten  als  die  Lebens- 
räfte  der  älteren  Biologie.  Dieser  Nutzen  der  Theorie  wird  aber 
ilerdings  wieder  in  Frage  gestellt,  wenn  man  sich  bei  den  Be- 
riffen  der  Vererbung  und  Anpassung  beruhigt,  als  ob  es,  wo  sie 
nmal  ins  Feld  geführt  sind,  überhaupt  nichts  mehr  zu  erklären  gäbe. 
Dass  die  Biologie  zu  jener  Umkehrung  der  causalen  Betrach- 
mg,  in  welcher  alle  Zweckerklärung  besteht,  in  bevorzugter  Weise 
3ranlasst  wird,  erklärt  sich  leicht  aus  der  Beschaffenheit  ihrer  Ob- 
!cte.  Niemand  hat  dies,  ohne  sich  freilich  dessen  bewusst  zu  sein, 
achdrücklicher  anerkannt  als  die  mechanistische  Richtung  der  Physio- 
)gie,  indem  sie  mit  Vorliebe  den  Organismus  als  eine  „natürliche 
[aschine*  bezeichnete.  Werden  doch  die  Leistungen  einer  Maschine 
3r  allem  nach  den  Zwecken  beurtheilt,  die  sie  erfüllen  soll,  daher 
ich  nächst  der  Biologie  gerade  die  Mechanik  am  reichsten  an 
deologischen  Principien  ist.  (Vgl.  S.  302  ff.)  In  ihr  ist  aber  zu- 
[eich  für  alle  andern  Naturwissenschaften  ein  Vorbild  aufgestellt 
\r  die  Beziehung,  in  welche  die  teleologischen  zu  den  causalen 
rincipien  treten  müssen,  wenn  beide  in  fruchtbarer  Weise  zusammen- 
irken  sollen.  Nach  diesem  Vorbilde  ist  denn  auch  namentlich 
srmittelst  der  morphologischen  Methode  mancher  bedeutungsvolle 
eitrag  zum  Verständniss  der  mechanischen  Zweckmässigkeit  der 
rganismen  geliefert  worden.  Wenn  hierbei  zunächst  die  Bau-  imd 
tructurverhältnisse,  die  bleibenden  Erzeugnisse  bestimmter  physio- 
>gischer  Functionen,  mehr  als  die  Functionen  selbst  einer  Erklärung 
iigänglich  waren,  so  ist  dies  deshalb  begreiflich,  weil  bei  jenen  Ver- 


*)  Vgl.  z.  B.  Haeckel,   Generelle  Moi-phologie  der  Organismen,  Bd.  I, 
97  ff. 
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häitnissen   nur   einfache   statische  und   mechanische   Principien  zur 
Anwendung  kommen,  während  die  physiologischen  Functionen  überall 
auf  einem  verwickelten  Zusammenwirken  physikalischer  und  chemi- 
scher Kräfte   beruhen.     Hier  ist  darum  ein  Ineinandergreifen  teleo- 
logischer und  causaler  Erklärung  bis  jetzt  nur  dann  möglich,  wenn 
man  sich,   wie  z.  B.   bei   der  Theorie   der  Blutbewegung,   auf  die 
Betrachtung   der   unmittelbar  wirksamen   mechanischen    Kräfte   be- 
schränken kann.     Um  so  charakteristischer  ist  es  aber  f&r  die  sich 
vollziehende  Wandlung  der  biologischen  Anschauungen,  dass  man  in 
einem  ähnlichen  Sinne  von  einer  ^teleologischen  Mechanik*  auch  in 
solchen  Fällen   zu   sprechen  beginnt,   wo  der  eigentliche  Orund  der 
Zweckmässigkeit  gar  nicht  erklärt,  sondern  als  gegeben  in  den  vor- 
handenen Eigenschaften  der  Organismen  vorausgesetzt  wird.    So  z.  B. 
wenn  man  darauf  hinweist,  dass  trockene  Stoffe  besonders  stark  di 
Nerven   der   Mundschleimhaut   erregen,    wodurch   die   für  das  Ver 
dauungsgeschäft  äusserst  zweckmässige  Speichelabsonderung  bewirk 
werde,   oder   dass  Sauerstoffmangel   die  Athembewegungen  in  Gan 


bringe,   die  jenen  Mangel  wieder  beseitigen,  u.  s.  w.*).     Hier  fehl        t 
uns  eben  zum  vollen  Verständniss  der  mechanischen  Zweckmässigkei        t 
die  Kenntniss  der  ursächlichen  Bedingungen,  durch  welche  diejenigei 
Einrichtungen  der  Organisation  entstanden  sind,  vermöge  deren,  wi 
Pflüg  er  sich  ausdrückt,   „die  Ursache  eines  jeden  Bedürfnisses  ein  ( 
lebendigen  Wesens   zugleich   die  Ursache  der  Befriedigung  des  B( 
dürfnisses  ist".     Dieser  Satz  selbst  ermächtigt  uns  nur,   unter  Vn» 
aussetzung   der   gegebenen   zweckmässigen  Organisation  das  Zweck:=^- 
princip  in  dem  allein  berechtigten  Sinne  zu  verwenden,  in  dem  jed^:i=?r 
Zweckzusammenhang  zugleich  ein  Causalzusammenhang  ist.    Immei^^rr- 
hin   ist   mit   dieser  Richtigstellung   ein  wichtiger  Schritt   geschehe^K7. 
Zunächst   musste   der   Gedanke   der   mechanischen   Zweckmässigkef  t, 
den  William  Harvey  schon  für  die  Mechanik  des  Klreislaufs  ve :■-- 
werthete,    auf  alle    andern    Functionen   ausgedehnt   werden.     Die^e 
Leistung   hat  hauptsächlich  die  neueste  Periode  der  physiologischem 
Forschung  vollbracht,  die  in  Folge  des  Gegensatzes,  in  dem  sie  sicA 
zu   dem  vorangegangenen  Vitalismus  befand,   zuerst  jede  Teleologie 
verwarf,   um   schliesslich  selbst,   gezwungen   durch   die  Natur  ihrer 
Untersuchungsobjecte ,    in  der   mechanischen  Teleologie  zu  endigen. 
Dabei   ist  eine  Zeit  lang  jene  Idee  der  „natürlichen  Maschine",  die 
sich  in  den  alten  iatromechanischen  Schulen  ausgebildet  hatte,  darin 


*)  Pflüger,  in  seinem  Archiv  für  Physiologie,  Bd.  15,  S.  57  ff. 
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beudig  geblieben,  dass  man  den  letzten  Grund  der  zweckmässigen 
echanik  des  Lebens,  den  Organismus,  meist  als  gegeben  yoraus- 
tzte  und  daher  die  Beschäftigung  mit  den  Entwicklungserscheinungen 
^flissentlich  vermied.  Auch  diese  Periode  hat  bereits  ihr  Ende 
reicht.  Im  Anschlüsse  an  die  Theorie  der  Entstehung  der  Arten 
b  das  Interesse  an  den  Entwicklungsproblemen  lebendiger  geworden, 
ährend  zugleich  die  Möglichkeit  ihrer  Lösung  in  erreichbarere  Ent- 
mung  gertickt  scheint.  Ist  es  auch  zunächst  der  Natur  der  Sache 
ich  die  morphologische  Methode,  die  hier  überwiegt,  so  beginnen 
»eh  neben  ihr  die  übrigen  Htilfsmittel  der  Experimentalphysiologie 
Imählich  der  Entwicklungsgeschichte  dienstbar  zu  werden.  Ob  eine 
leologische  Mechanik,  die  nicht  bloss  den  gewordenen,  sondern 
ich  den  werdenden  Organismus  umfasst,  jemals  zur  Vollendung 
klangen  wird,  mag  zweifelhaft  scheinen.  Schwerlich  wird  sich  dies 
3biet  ganz  der  Herrschaft  unverificirbarer  Hypothesen,  die  gleich- 
3hl  zur  Vollendung  der  Einheit  unserer  Naturanschauung  uner- 
3slich  sind,  entziehen  können.  Jeder  Schritt  weiter  dürfte  aber 
r  Erkenntniss  näher  führen,  dass  zur  Erklärung  der  ersten  Ent- 
shung  organischer  Zweckmässigkeit  jene  subjective  Form  der 
iveckerklärung  nicht  mehr  ausreicht,  in  die  wir  nöthigenfalls  jede 
lusalerklärung  umkehren  können,  sondern  dass  hier  der  Zweck 
>jective  Bedeutung  gewinnt,  da  die  lebenden  VS^esen  nicht  bloss 
irch  äussere  Ursachen  bewegt  werden,  sondern  vor  allem  sich  selbst 
ich  Zweckmotiven  bewegen,  so  dass  wir  schon  bei  den  niedersten 
jrlhen,  und  gerade  bei  ihnen  mehr  als  bei  manchen  der  entwickelteren, 
reckmässige  Handlungen,  die  sichtlich  ein  Bewusstsein  verrathen, 
nen  Einfluss  gewinnen  sehen  auf  die  bleibende  Organisation. 

b.    Teleologische   Principien  der  Biologie. 

Der  Begriff  des  Zwecks  ist  auf  die  lebenden  Wesen  in  doppelter 
^eise  anwendbar,  indem  entweder  ihre  Eigenschaften  oder  die 
1  ihnen  zur  Beobachtung  kommenden  Lebensvorgänge  unter 
jm  Gesichtspunkt  jenes  Begriffs  betrachtet  werden.  Die  erste  dieser 
leologischen  Auffassungen  ist  im  ganzen  die  ältere,  doch  geht  sie 
me  deutliche  Grenze  in  die  zweite  über.  Was  uns  in  die  Augen 
11t,  ehe  wir  uns  noch  den  Zusammenhang  der  einzelnen  Lebens- 
•ocesse  klar  gemacht  haben,  ist  die  Zweckmässigkeit  der  Organi- 
ition.  Verbindet  sich  auch  eine  solche  Betrachtung  stets  mit  der 
ücksicht  auf  die  Leistungen,  zu  denen  die  lebenden  Wesen  beföhigt 
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sind,  so  ist  man  doch  meist  geneigt,  fQr  jene  Leistungen  sofort  U 
den  vorausgesetzten  dauernden  Lebenseigenschaften  die  zureicheade 
Erklärung  zu  finden.  Dies  geschieht,  indem  die  Eigenschaften  ohn^ 
weiteres  in  zweckthätige  Kräfte  umgewandelt  werden.  Auf  dies^ 
Weise  setzt  der  Vital ismus  an  die  Stelle  einer  Erklärung  dei 
Lebenserscheinungen  eine  Classification  der  Eigenschaften  lebendei 
Wesen,  wobei  er  zugleich  jeder  fundamentalen  Eigenschaft  das  Prä- 
dicat  einer  Ej*aft  beilegt.  Am  augenfälligsten  gibt  sich  diese  Ver- 
wechslung  von    descriptiver   Classification    und   Erklärung   darin 

erkennen,    dass   gewisse  Generalbegriffe   aufgestellt  werden,    die  ftL  r 

alle   oder   für  viele   sehr  differente  Erscheinungen  den  gemeinsame^mi 

Erklärungsgrund   enthalten,   während   man  doch  ausserdem  für  jed e 

eigenthümlich  geartete  Leistung  noch  eine  specifische  Kraft  anninmi^ — t. 
So  tritt  hier  an  die  Stelle  des  Princips  der  KräftecompositioE^=n, 
wie  es  in  der  physikalischen  Mechanik  Geltung  beansprucht,  ein=ie 
Art  von   Kräftehierarchie.     Der  allgemeinen   Lebenskraft  sii^^d 

alle  einzelnen  Lebenskräfte,  der  Bildungs-  und  Wachsthumstrieb,  d Je 

Assimilations-  und  Organisationskraft,  die  Sensibilität  und  Lrritabilit^  .^t. 
unterthan,  und  unter  diesen  theilt  sich  z.  B.  wieder  der  Bildung^^- 
trieb  in  eine  Generations-  und  Reproductionskraft*).  Wir  sehe  3D 
heute  in  diesen  Classenbegriffen  keine  Erklärungsprincipien  mel 
Nichts  desto  weniger  können  sie  in  einer  berichtigten  Bedeutui 
theils  zur  abkürzenden  Bezeichnung  für  gewisse  complexe  Eigei 
Schäften  und  Vorgänge  dienen,  theils  aber  auch  deshalb  nützlic 
sein,  weil  hinreichend  sicherstehende  Causalbegriffe  noch  nie) 
existiren.  Wenn  wir  beobachten,  dass  ein  abgeschnittener  Körpe: 
theil  in  seiner  ursprünglichen  Beschaffenheit  wiedererzeugt  wird,  od« 
dass  das  Wachsthum  der  Organe  bei  der  Entwicklung  nach  ein- 
gewissen  Norm  vor  sich  geht,  so  verbinden  wir  zwar  mit  solch^^D 
Erscheinungen  den  Gedanken,  dass  sie  aus  bestimmten  physikalisch^^fl 
und  chemischen  Ursachen  entspringen.  So  lange  uns  aber  di^^^ 
Ursachen  noch  dunkel  sind,  befinden  wir  uns  mit  der  Deutung  dl^r 
Vorgänge  nothgedrungen  auf  der  teleologischen  Stufe.  Nicht  andö^^ 
geht  es  mit  dem  Begriff  des  Lebens  selbst.  Nicht  bloss  für  die 
Unterscheidung  des  Lebendigen  und  Todten  pflegen  wir  uns  noch 
heute  dieses  Begriffs  zu  bedienen,  sondern  wir  können  insbesondere 
die  verschiedenen  Grade  der  Resistenzfähigkeit,  die  ein  Organismus 


*)  Vgl.    J.    F.    Blumenbach,    Ueber   den    Bildungatrieb.     Göttingen 
1791,  S.  92. 
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gleichen  äusseren  Einwirkungen  gegenüber  darbietet,  kaum  anders 
ils  durch  die  Statuirung  gradweiser  Verschiedenheiten  der  Lebens- 
araft  ausdrücken'*').  Aber  selbst  wenn  es  einmal  gelingen  wird, 
lie  physikalischen  und  chemischen  Bedingungen  der  Lebenserschei- 
mngen  tiefer  zu  durchschauen,  so  werden  jene  Begriffe  zur  ab- 
cürzenden  Bezeichnung  der  zu  Grunde  liegenden  complexen  Vorgänge 
caum  zu  entbehren  sein.  Denn  es  kann  sich  in  der  Biologie  immer 
lur  darum  handeln,  die  teleologische  mit  der  causalen  Erklärung 
n  dem  Sinne  zu  verbinden,  in  welchem  dies  die  allgemeine  Be- 
dehung  des  Zwecks  zum  Causalprincip  fordert. 

Eine  solche  Verbindung  wird  nun  angebahnt  durch  die  zweite 
Torrn  biologischer  Zweckerklärung,  durch  die  Aufstellung  teleo- 
ogischer  Gesetze  der  Lebensvorgänge.  Nachdem  sich  für 
lie  Functionen  des  fertigen  Organismus  durchgängig  das  Princip  der 
vausalerklärung  praktische  Geltung  errungen,  ist  es  nur  noch  das 
jebiet  der  Entwicklungserscheinungen,  in  welchem  der  Hauptsache 
lach  die  einseitig  teleologische  Form  der  Erklärung  nicht  über- 
»chritten  ist.  Dennoch  hat  die  neuere  Biologie  darin  einen  Fort- 
schritt gemacht,  dass  sie  das  allgemeine  Entwicklungsgesetz, 
las  man  früher  für  jede  organische  Species  annahm,  ohne  damit  etwas 
inderes  auszudrücken  als  den  gesammten  Erscheinungscomplex  regel- 
nässig  auf  einander  folgender  Entwicklungszustände,  in  eine  Anzahl 
ron  Theilgesetzen  zerlegte,  die  einer  causalen  Deutung  zugäng- 
icher  zu  sein  scheinen.  Einer  solchen  Zerlegung  musste  zuerst 
)ine  Verallgemeinerung  des  Entwicklungsgesetzes  selbst  vorausgehen. 
3ie  bestand  darin,  dass  sich  neben  der  individuellen  Entwick- 
lung, welche  die  frühere  naturwissenschaftliche  Tradition  allein 
anerkannte,  die  Entwicklung  der  Arten  Geltung  errang,  worauf 
dch  dann  nothwendig  auch  die  mannigfachen  Beziehungen  zwischen 
individueller  und  genereller  Entwicklung  der  Beobachtung  aufdrängten. 
Dieser  Standpunkt,  schon  vorbereitet  in  der  speculativen  Natur- 
philosophie dieses  Jahrhunderts,  und  in  Bezug  auf  den  Parallelismus 
der  generellen  und  individuellen  Entwicklung  namentlich  durch  die 
paläontologischen  Arbeiten  von  Louis  Agassiz  nahe  gelegt,  hat 
in  der  Dar win'schen  Theorie  einen  epochemachenden  Ausdruck  ge- 
funden.    Die   Bedeutung   dieser   Theorie   besteht,    wie   schon   oben 

*)  Auch  der  Ausdruck  ,  Constitution  eile  Kraft",  den  man  in  der  Genera- 
tionslehre  gebraucht  hat,  um  damit  die  Fähigkeit  der  Arterhaltung  bei  der 
Fortpflanzung  zu  bezeichnen  (V.  H e n s e n ,  Physiologie  der  Zeugung,  Hermanns 
Handbuch,  VI,  2,  S.  175),  ist  offenbar  synonym  mit  Lebenskraft. 
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bemerkt,   keineswegs  darin,  dass  sie  eine  Causalerklärung  der  Ent- 
Wicklungserscheinungen  gibk  oder  auch  nur  zu  geben  versucht.    Viel- 
mehr zerlegt  sie  nur  ein  teleologisches  Gesetz  von  complexem  Cha- 
rakter,  das   Entwicklungsgesetz,    in   einige   einfachere   teleologische 
Principien. 

Das  Entwicklungsgesetz  sagt  aus,   dass  alle  organische 
Wesen  aus   der  DifFerenzirung   einfacher  Formen   von  gleichartige 
Beschaffenheit  ursprünglich  hervorgegangen  sind  und  bei  der  indivi 
duellen  Entwicklung  noch  fortwährend   hervorgehen.     Dieses  Geset 
ist  ein  teleologisches,  denn  es  fasst  die  Differenzirung  der  einfache 
Formen   als  einen  Process  auf,    der   die  Erzeugung   der  zusammen 
gesetzten   Form   zu   seinem  Zweck   hat.      Auch   wo  dies   nicht   aus 
drticklich  gesagt  ist,    da  tritt  doch  der  Zweckgedanke  darin  hervo 
dass  jener  Differenzirungsprocess   nicht   in  Bezug   auf  seine  Causa 
bedingungen,   sondern   nur   mit  Rücksicht   auf  seinen  Erfolg  unte 
sucht  wird.    Die  Darwin'sche  Theorie  zerlegt  nun  das  Entwicklung? 


gesetz  in  zwei  speciellere  Gesetze:  in  das  Vererbungsgesetz  un^^d 
das  Anpassung s gesetz.  Zwischen  beiden  sind  die  Entwicklung.L  ->- 
Probleme  dergestalt  vertheilt,  dass  auf  das  Vererbungsgesetz  alle  Voi 
gänge  zurückgeführt  werden,  die  einer  constanten  Wiederkehr  untei 
worfen  sind,  auf  das  Anpassungsgesetz  alle  Erscheinungen,  in  dene  sn 
die  Regel  der  constanten  Wiederkehr  Ausnahmen  erfährt.  Das  Vecn^  r- 
erbungsgesetz  hat  daher  hauptsächlich  die  individuelle,  das  Axz^^^' 
passungsgesetz  die  generelle  Entwicklung  begreiflich  zu  macher  -n. 
Denn  jene  wiederholt  sich  nicht  nur  von  Generation  zu  Generatio:^  d^ 
sondern  es  wiederholen  sich  in  ihr  auch  ausserdem  die  HauptzQ^^^^ 
der  generellen  Entwicklung.  Die  letztere  dagegen  hat  sich  wahzi:^  ^' 
scheinlich  nur  einmal  vollzogen,  und  sie  kann  daher  nur  aus  Atr: — 3- 
änderungen  erklärt  werden,  denen  die  Individuen  bei  ihrer  Entwicl===^' 
lung  unterworfen  waren.  Aber  eine  Befestigung  und  Häufung  solch^^«^^ 
Abänderungen  wird  doch  nur  verständlich,  wenn  man  auch  hier  d^^^*' 
Vererbungsgesetz  zu  Hülfe  nimmt.  Auf  diese  Weise  wird  es  beitlt^^" 
Principien  durch  ihr  Ineinandergreifen  erst  möglich,  die  Wechsel volles^^n 
Vorgänge  der  Entwicklung  zu  deuten. 

Hierbei  ist  es  jedoch  ein  raisslicher  Umstand,  dass  die  Hauptlaa^^^ 
der  Erklärung  dem  Vererb ungs gesetz  zufäUt,  das  einer  causale^^  ^ 
Interpretation   am  schwersten  zugänglich  ist.     Indem  es  nicht  blo^^-'^ 
die  Wiederkehr  bestimmter  Erscheinungen,  sondern  auch  deren  rege  Ä- 
mässige  Zeitfolge  verbürgen  soll,  ist  es  von  dem  Entwicklungsgese^fc 
eben   nur   darin   verschieden,   dass   es  die  auf  Anpassung  bezogene^'« 
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Ausnahmeerscheinungen  abgestreift  hat.  Zur  Deutung  des  Ent- 
wicklungsgesetzes hat  nun  schon  das  vorige  Jahrhundert  zwei  An- 
schauungen ausgebildet,  die  unter  den  Namen  der  Epigenesis 
und  der  Evolution  einander  bekämpften,  und  deren  wesentlicher 
Gegensatz  darin  lag,  dass  die  Wiederkehr  der  gleichen  Erscheinungen 
bei  der  Epigenesis  auf  die  Wiederkehr  der  nämlichen  äusseren 
Bedingungen,  bei  der  Evolution  auf  ein  Freiwerden  innerer  latenter 
Kräfte  zurückgeführt  wurde,  die  von  den  Erzeugern  auf  ihre  Nach- 
kommen übergehen  und  daher  in  den  Stammeltem  einer  jeden 
Species  ursprünglich  enthalten  sein  sollten. 

Ihre  naivste  Gestaltung  hatte  die  evolutionistische  Hypothese 
in  den  Lehren  der  „Ovulisten**  und  „Animalculisten"  des  17.  Jahr- 
hunderts gefunden,  nach  denen  die  Eier  oder  die  Spermatozoen  die  seit 
Anfang  der  Schöpfung  in  den  Ureltern  der  Species  eingeschachtelten, 
aber  noch  nicht  ausgewachsenen  Thiere  sind.  Solchen  zum  Theil 
Ton  den  Trugbildern  unvollkommener  Mikroskope  unterstützten 
Theorien  gegenüber  war  die  von  Casp.  Fried r.  Wolff  zum  ersten 
!Mal  ausgebildete  epigenetische  Theorie,  welche  die  Entwicklung  als 
eine  der  Krystallisation  ähnliche  Contactwirkung  organisirter  Ele- 
xnente  auf  unorganische  StoflFe  betrachtete,  ein  wichtiger  Fort- 
schritt*). Gleichwohl  kann  man  auch  in  ihr  heute  nur  noch  eine 
unzureichende  Analogie  sehen.  Darum  ist  es  überhaupt  wohl  kaum 
gerechtfertigt,  neu  auftauchende  Erklärungsversuche  immer  noch  den 
alten  Begriffen  der  Epigenese  und  Evolution  unterzuordnen.  Viel- 
jnehr  besitzen  die  heutigen  Hypothesen  ebensowohl  epigenetische 
als  evolutionistische  Elemente.  So  vertritt  Darwins  „provisorische 
Hypothese  der  Pangenesis"  im  allgemeinen  den  Standpunkt  der 
Upigenesis**).  Doch  erweitert  sie  diesen,  indem  sie  nicht,  wie  es  bei 
^olff  geschehen  war,  von  einem  Punkte  successiv  alle  Theile  des 
Körpers  sich  organisiren  lässt,  sondern  indem  aus  jedem  Theil,  aus 
jeder  einzelnen  Zelle  organisirende  Elemente  entspringen  sollen,  die 
zuerst  in  die  Sexualzellen  und  dann  aus  diesen   in  den  Embryonal- 


*)  Zur   Geschichte    dieser  Theorien    vgl.   His,    Arch.    für  Anthrop.    IV, 
:S.  197,  317,  V,  S.  69. 

**)  Darwin,  Das  Variiren  der  Thiere  und  Pflanzen.  Deutsche  Ausgabe, 
II,  S.  470  ff.  Noch  mehr  nähern  sich  wohl  der  epigenetischen  Theorie  Wolffs 
<iie  Anschauungen  Herbert  Spencers  (Principien  der  Biologie,  Deutsche 
Ausg.  I,  S.  440  ff.,  II,  S.  1  ff.).  Doch  nimmt  auch  er  eine  unzählige  Menge 
«physiologischer  Einheiten"  an,  dereu  jede  die  Eigenschaft  besitzen  soll,  auf 
geeignete  Stoffe  eine  »polarisirende**  Wirkung  auszuüben. 
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körper  übergehen,  in  welchem  sie,   wachsend  und  sich  vermehrend, 
das    Wachsthum   aller   Organe   veranlassen.      Durch  diese  Verallge- 
meinerung  nähert   sich   aber   die   Pangenesis   der  Evolution.      Denn 
insofern  zu  allen  Organanlagen  die  Keime  in  dem  elterlichen  Organis — 
mus   enthalten   sind,   ist   der  Vorgang   der  Vererbung  zugleich  ein^ 
Evolution  vorhandener  Anlagen'*').     Aber   diese  setzt  sich  andersei 
wieder  aus  einer  Summe  epigenetischer  Elementarvorgänge  zusammen  . 
indem  den  Keimchen  die  Fähigkeit  zugeschrieben  wird  unorganisirterr 
Stoff  zu  organisiren. 


In  Wahrheit  ist  es  daher  ein  anderer  Unterschied,  der  sich  ac 
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Stelle  jener  nur  noch  in  gewissen  Anklängen  weiterlebenden  Gegen- 
sätze in  der  neueren  Entwicklungsgeschichte  in  den  Vordergrun« 
drängt.  Auf  der  einen  Seite  begegnen  uns  Deutungsversuche,  di  ^e 
darauf  ausgehen  die  Vererbungs-  und  Entwicklungserscheinungec:^  n 
aus  der  Constitution  eines  ursprünglichen  Stoffs,  eines  Keimplasmi 
oder  kleinster  Keimmolecüle  und  -molecQlgruppen  (Keimchen,  Fangen« 
Biophoren,  Iden  u.  s.  w.)  abzuleiten:  wir  wollen  sie  die  Stofi 
theorien  nennen.  Auf  der  andern  Seite  treten  Anschauungen  au:^  f, 
die  in  der  regelmässig  periodischen  Wiederholung  des  FormenwandeK — Is 
das  wesentliche  Merkmal  aller  Entwicklung  erblicken  und  ihre  Betracl 
tung  daher  an  die  anderer  regelmässig  periodischer  Naturvorgänj 
anlehnen:  wir  wollen  sie  als  die  Bewegungs theorien  bezeichne 
Die  Stofftheorien,  zu  denen  die  grösste  Zahl  der  in  neuer 
Zeit  ausgebildeten  Vererbungshypothesen  gehört,  sind  im  allgemeine 


Modificationen  der  oben  skizzirten  Darwin'schen  Hypothese  di 
Pangenesis,  die  ihrerseits  schon  in  den  Vorstellungen  der  Atomistik^^r 
des  Alterthums  ihr  Vorbild  hat.  Mag  noch  so  sehr  anerkan^ani 
werden,  dass  man  in  den  verschiedenen  Gestaltungen  der  pangenei 
sehen  Stofffcheorie  bemüht  gewesen  ist,  theils  dem  Zusammenhai 
der  Entwicklung  mit  den  übrigen  Lebensvorgängen,  wie  Emähruia^ 
und  Wachsthum,  Rechnung  zu  tragen**),  theils  die  wichti'gen  Au/- 
schlüsse,  die  wir  der  mikroskopischen  Beobachtung  über  die  Processe 
der  Kemtheilung  und  Befruchtung  verdanken,  in  eine  nähere  Be- 
ziehung zu  den  Erklärungsversuchen  zu  bringen***),  so  leiden  doch 


*)  In    der   That    zählt   A.    Weis  mann    (Das   Keimplasma.     Jena  1892, 
S.  3  ff.)  Darwins  Lehre  zu  den  evolutionistischen  Hypothesen. 

**)  So   besonders   Nägeli,    Mechanisch-physiologische   Theorie  der  Ab- 
stammungslehre.    München  und  Leipzig  1884. 

***)  Hierher  gehören  namentlich  HugodeVries,  Intracellulare  Pangenesi«. 
Jena  1889.   und  A.  Weismann,   Das  Keimplasma.    Jena   1892  (da«u  mehrere 


\ 
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alle  diese  Stoffbypothesen  an  dem  nämlichen  Mangel:  das  Problem 
der  Entwicklung  wird  von  dem  Ganzen  hinweggenommen,  um  es  auf 
hypothetische  Elemente  zu  übertragen.  Weder  erfahren  wir,  wie 
das  Wachsthum  und  die  Vermehrung  der  Eeimchen  geschehen  soll, 
noch  wird  es  uns  begreiflich  gemacht,  durch  welche  Wahlverwandt- 
schaft die  aus  allen  Körpertheilen  in  die  Sexualzellen  übergegangenen 
Memente  in  der  gehörigen  Weise  sich  anordnen,  oder  durch  welche 
Bedingungen  die  vererbten  Eigenschaften  in  einer  bestimmten  zeit- 
lichen Reihenfolge  auftreten.  Um  auf  diese  Fragen  zu  antworten, 
müsste  augenscheinlich  die  Stofflheorie  die  Eigenschaften,  die  sie  an 
ihren  Eeimelementen  voraussetzt,  irgendwie  auf  bekannte  Eigen- 
schaften chemischer  Verbindungen  zurückführen  oder  sie  wenigstens 
durch  solche  verständlich  machen.  Dies  geschieht  aber  nicht,  sondern 
die  Hypothesen  bleiben  im  Kreise  rein  biologischer,  also  teleologischer 
Betrachtungen  *). 

Wie  die  StoflFhypothesen  bei  der  Erklärung  der  Entwicklung 
Äuf  die  Vererbung  der  Eigenschaften,  so  stützen  sich  die  Bewegungs- 
dypothesen  auf  den  zeitlichen  Verlauf  der  Entwicklungen.  In 
liesem  Sinne  hat  zuerst  W.  His  auf  die  Periodicität  der  Reizungs- 
drscheinungen  hingewiesen**).  Von  dem  Satze  ausgehend,  dass 
lie  Entwicklung  als  eine  Folge  successiv  ausgelöster  Bewegungen 
:u  deuten  sei,  betrachtete  er  das  Ei  als  eine  erregbare  Substanz,  in 
welcher  durch  die  Befruchtung  oder  (bei  ungeschlechtlicher  Zeugung) 

^oraogegangene  Schriften  desselben  Verfassers),  deren  Arbeiten  übrigens  durch 
nancbe  scharfsinnige  Deutungsversucbe  im  Einzelnen,  ebenso  wie  das  vorhin 
erwähnte  Werk  Nägelis,  ihre  Verdienste  besitzen. 

*)  Eine  grosse  Rolle  hat  übrigens  in  dem  Kampf  der  einzelnen  Theorien 
lieser  Richtung  die  Frage  gespielt,  ob,  wie  Darwin  annahm,  eine  Vererbung 
»rw^orbener  Eigenschaften  stattfinde,  oder  ob  dies  nicht  möglich  sei,  alle 
ndiyiduellen  Diiferenzen  also,  insofern  sie  nicht  in  äusseren  Einwirkungen  ihren 
o^rand  haben,  aus  der  Vermischung  verschiedener  Keimstoffe  bei  der  sexuellen 
Fortpflanzung  entspringen,  wie  Weis  mann  nachzuweisen  suchte.  Natürlich  ist 
lies  zunächst  eine  empirische  Frage.  Gleichwohl  steht  dieselbe  in  enger  Be- 
dehung  zu  den  theoretischen  Vorstellungen.  Vererben  sich  erworbene  Eigen- 
ichaften,  so  muss  man  eine  fortwährende  Veränderlichkeit  der  Keimelemente 
larch  äussere  Einflüsse  annehmen.  Ist  das  Gegentheil  der  Fall,  so  ist  eine 
!^onÜDuität  des  Keimplasmas  vorauszusetzen,  welche  während  der  ganzen  Lebens- 
^schichte  einer  Species  dauert.  Die  erste  Ansicht  ist  daher  epigenetischen,  die 
i^weite  evolutionistischen  Vorstellungen  zugeneigt.  Vgl.  zu  diesem  Streit  W  e  i  s- 
dann,  Das  Keimplasma,  S.  515  ff.,  Die  Continuität  des  Keimplasmas,  1855, 
md  im  entgegengesetzten  Sinne  Th.  Eimer,  Die  Entstehung  der  Arten,  I, 
1888,  S.  84  ff. 

**)  W.  His,  Unsere  Körperform,  Leipzig  1875,  S.  145  ff. 
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durch  andere  ihr  entsprechend  wirkende  Vorgänge  die  Wachsthums- 
erregung  ausgelöst   werde,  die  nun  in  einer  bestimmten,   von  den 
ursprünglich    die  Entwicklung   bestimmenden  Factoren    abhangigen 
Regelmässigkeit   in  Raum  und  Zeit  verlaufe*).     Diese  Theorie  fägt 
sich  der  erweiterten  Bedeutung  ein,   die  in  der  neueren  Physiologie 
der  Begriff  des  Reizes  allmählich  gewonnen  hat.    Hier  bot  zunächst 
das  Nervensystem  der  Thiere  Fälle  dar,   wo  der  endliche  Reizeffect 
von  dem  ursprünglichen  Reizimpuls  räumlich  wie  zeitlich  weit  getrennt 
sein  können,  und  wo  sich  dann  ein  zusammengesetzter  Reizungsvorgang 
stets  in  eine  Folge  einzelner  Reizübertragungen  zerlegen  lässt.   Auf 
diese  Weise  lag  es  nahe,  das  Schema  dieses  zusammengesetzten  Reiz- 
verlaufs auf  alle  jene  verwickelten  Lebensvorgänge,  die  eine  periodische 
Wiederkehr  darbieten,  wie  z.  B.  auf  die  Reifung  der  Eier  im  Eier- 
stock, auf  den  Wechsel  von  Wachen  und  Schlaf,  zu  übertragen**). 
Einen  noch  weiteren  Schritt  vollzog  die  Pflanzenphysiologie,  da  sie, 
von   den   einfachsten  Reizbewegungen  ausgehend,    mehr  und  mehr 
genöthigt  wurde,   ein  Ineinandergreifen  von  Reizungen  anzunehmen, 
durch  welches  räumlich  weit  entfernte  Organe  in  Verbindung  gesetzt 
werden  können***).    Nun  drängt  der  Begriff  des  Reizes  in  den  ein- 
facheren Fällen  seiner  Anwendung,  z.  B.  bei  den  Nerven-  und  Muskel- 
reizungen, bei  den  Bewegungen  reizbarer  Pflanzentheile,  unmittelbar 
zu  einer  causalen  Interpretation  auf  Grundlage  bekannter  physikalisch- 
chemischer Vorgänge;   und  der  üebertragung  dieser  auf  zusammen- 
gesetztere, eine  Vielheit  von  Organen  und  einen  längeren  Zeitverlauf 
umspannende  Vorgänge  steht  wenigstens  principiell  nichts  im  Wege, 
wenn  auch  die  Einzelerklärung  noch  unüberwindliche  Schwierigkeiten 
vorfinden   sollte.     Das   physikalische  Mittelglied,   das   hier  den  Ge- 
sichtspunkt zu  einem  allgemeinen  Verständniss  solcher  im  einzelnen 
noch  unaufgeklärter  Processe  abgibt,  ist  der  Begriff  der  Auslösung. 
Jeder  Reizungsvorgang  ist,  physikalisch  gesprochen,  ein  Auslösungs- 
process,  und  das  physikalische  Merkmal  der  Auslösung  besteht  darin, 
dass  bei  ihr  eine  geringe  lebendige  Kraft,  wenn  sie  nur  an  geeigneter 

*)  Aehnliche  Anschauungen  hat  auch  Haeckel  entwickelt,  indem  er 
dabei  besonders  die  Analogie  der  periodischen  Entwicklungserscheinungen  voii 
den  Wellenbewegungen  befonte.  (Haeckel,  Die  Perigenesis  der  Plastidule oder 
die  Wellenzeugung  der  Lebenstheilchen.  Berlin  1876.)  Gerade  diese  Analogit? 
ist  übrigens,  wie  aus  dem  Folgenden  hervorgehen  wird,  wenig  zutreffend. 

**)  Pflüger,  Untersuchungen  aus  dem  Bonner  physiol.  Laboratorium,  1S65. 
und  Archiv  für  Physiologie,  Bd.  10,  S.  468. 

♦**)  Vgl.  W.  Pfeffer,  Die  Reizbarkeit  der  Pflanzen.  Verh.  der  Ges.  deutscher 
Naturforscher  und  Aerzte.     Allg.  Th.  1893. 
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)lle  einwirkt,  latente  in  actuelle  Energien  überführt,  die  an  Grösse 
auslösende  Kraft  weit  übertreffen  können.  Greifen  nun  solche 
slösungen  mehrfach  und  regelmässig  in  einander  ein,  indem  ein 
eil  der  ausgelösten  Energie  wieder  fernere  Auslösungen  bewirkt, 
kommt  dadurch  ein  regelmässiger  Verlauf  von  Erscheinungen  zu 
mde,  der  sich  über  immer  weitere  Strecken  des  Raumes  und  der 
it  ausdehnt.  Es  ist  klar,  dass  diesem  allgemeinen  Charakter  der 
slösungsvorgänge  auch  die  Entwicklungserscheinungen  entsprechen, 
lern  die  Bewegungshypothese  die  organische  Entwicklung  auf  den 
grifft  der  Reizung  und  mit  dieser  auf  den  der  Auslösung  zurück- 
irt,  steht  sie  also  einer  causalen  Erklärung  der  Erscheinungen 
aer  als  die  Stoffhypothese  mit  ihren  lediglich  die  Lebenseigen- 
laften  im  Kleinen  wiederholenden  Keimelementen.    Aber  so  lange 

•  Begriff  des  Reizes   selbst   noch   als   der  teleologische  Ausdruck 

•  eine  Summe   von  Auslösungs Vorgängen  anzusehen  ist,   für  deren 
klärung  wir  bis  jetzt  nur  physikalische  und  chemische  Analogien 

Hülfe  nehmen  können,  steht  auch  hier  die  teleologische  Deutung 
ch  im  Vordergrund,  und  der  Hinweis  auf  den  physikalisch-chemi- 
len  Mechanismus  der  Auslösungen  bezeichnet  eine  künftige  Auf- 
be,  für  deren  Inangriffnahme  uns  vorerst  bloss  allgemeine  physi- 
lische  Analogien  zu  Gebote  stehen. 

Mehr  als  das  Vererbungsgesetz  ist  das  Anpassungsgesetz 

einzelnen  Fällen  einer  causalen  Interpretation  zugänglich  gewesen, 
icht  man  alle  Vorgänge,  die  sich  dem  Begriff  der  Anpassung  unter- 
dnen  lassen,  in  gewisse  Classen  zu  bringen,  so  kann  eine  mecha- 
sche,  eine  chemische  und  eine  function eile  Anpassung  unter- 
hieden  werden. 

Unter  ihnen  ist  die  mechanische  Anpassung  am  klarsten 
durchschauen.  Sie  bezieht  sich  fast  ausschliesslich  auf  das 
»chselseitige  Verhältniss  der  Theile  des  Einzelorganismus.  Bei  dem 
''achsthum  der  Gewebe  und  Organe  formen  und  ordnen  sich  die 
[izelnen  Elemente  theils  unter  dem  Einfluss  der  durch  ihr  eigenes 
'achsthum  erzeugten  Spannungen,  theils  unter  der  Wirkung  äusserer 
ruck-  und  Zugkräfte.  So  scheint  bei  der  Bildung  von  Zellennetzen 
urchweg  das  „Princip  der  kleinsten  Flächen"  befolgt  zu  sein,  nach 
»Ichem  sich  die  Oberflächen  der  einzelnen  zähflüssigen  Zellkörper 
»rart  ins  Gleichgewicht  setzen,  dass  die  Summe  der  Oberflächen 
iter    den   gegebenen  Bedingungen   ein  Minimum  wird  *).     Bei   der 


*)  G.  Berthold,  Studien  üb.  Protoplasmamechanik.  Leipzig  1886.  Cap.  VII. 
Wandt,  Logik.  U,  l.   8.  Anfl.  35 
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Pflanze  hinterlassen  in  Folge  des  festen  GefQges  der  Zellwände  und 
der   Regelmässigkeit  des  Wacfasthums    die   Wachsthumsspannungen 
deutliche  Spuren    sowohl   in   den  Schichtungen   der  Zellwandungen 
selbst  wie   in   den   Anordnungen   der  Zellreihen,   indem   sich  regel- 
mässige Curvensysteme  ausbilden,  die  unmittelbar  auf  die  nach  den 
verschiedenen     Richtungen     stattfindenden     relativen     Wachsthums- 
geschwindigkeiten   zurUckschliessen   lassen.     Charakteristisch    ist  in 
dieser  Hinsicht  besonders  das  Verhältniss  der  zu  dem  Umfang  des  wach- 
senden Pflanzentheils  concentrischen,  meist  kreisförmigen  oder  ellipti- 
schen Curven  zu  den  sie  senkrecht  durchschneidenden  hyperbolischen 
oder   parabolischen  Linien,   ein  Verhältniss  für  das   die   Jahresringe 
und  die  sie  durchsetzenden  Markstrahlen  ein  bekanntes  Beispiel  ab- 
geben*).    Ebenso  lässt    sich  die   regelmässige   spiralige  AnordnuDg 
der  Blattstellungen  auf  die  mechanischen  Folgen  des  wechselseitigen 
Drucks    zurückführen,    den   die   Blattanlagen    an    den    Vegetatioos- 
punkten   ausüben**).     Am  Thierkörper   sind  wegen  der   meist  ver- 
wickeiteren   Wachsthumsbedingungen    mechanische    Wirkungen  von 
ähnlicher  Regelmässigkeit   von  vornherein   nur   bei  relativ  einfachen 
Verhältnissen    der   Organisation   zu   erwarten.     Unter   solchen,  wie 
z.  B.  bei  der  Anordnung  der  Furchungszellen ,  in  den  Schichtungen 
epithelialer  Gewebe,  treten  sie  in  völlig  analoger  Weise  auf***).   Wo 
dagegen    die   durch   das   Wachsthum    entstehenden   Formen   von  so 
complexer  Art  sind  wie  die  entwickelteren  Thierformen,   da  können 
wir   natürlich   auch   nicht   mehr   voraussetzen,    dass    ihnen    einfache 
geometrische   Anordnungen    der    Elemente    entsprechen.      Immerhin 
werden    auch    dann    gewisse   Gestaltungen    als    mechanische  Folgen 
voraufgegangener  Wachsthumsbedingungen  zu   deuten  sein.    So  hat 
man  die  Faltungen  der  Keimscheibe  aus  einem  ungleichen  Flächen- 
wachsthum  derselben  f),  so  den  Verlauf  der  Gehimfurchen  der  Säuge- 
thiere  aus  den  verschiedenen  Verhältnissen  des  Längen-  und  Breiten- 
wachsthums  der  Hirnmasse  abzuleiten  gesuchtft). 

So  werthvoll  nun  aber  eine  derartige  Mechanik  der  Wachsthums- 
bewegungen  für  ein  Verständniss  der  organischen  Formen  sein  mag» 
so  ist  doch  nicht  zu  übersehen,  dass  dabei  das  Princip  der  mechani- 


*)  Schwendener,  Monatsber.  der  Berl.  Akademie,  1880,  S.  412. 
**)  Schwendener,  Mechanische  Theorie  der  Blattstellungen.  Leipzig  1878. 
***)  A.  Raub  er,  Thier  und  Pflanze.     Akadem.  Programm.     Leipzig  1881- 
S.  34.     W.  Roux,  Der  Kampf  der  Theile  im  Organismus.     Leipzig  1881. 
t)  W.  H  i  8 ,  Unsere  Körperform,  S.  45  f. 
tt)  Vgl.  meine  Grundzüge  der  physiol.  Psychologie.    4.  Aufl.,  I.  S.  88^- 
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hen  Anpassung  nur  unter  der  Voraussetzung  gegebener  Wachs- 
umsbedingungen  einer  causalen  Erklärung  zugänglich  gemacht 
brd.  In  dieser  Beziehung  befinden  wir  uns  bei  der  zweiten  Form 
echanischer  Anpassung,  bei  der  äussere  Druck-  und  Zugkräfte 
3  die  ursächlichen  Factoren  auftreten,  in  einer  günstigeren  Lage, 
ierher  gehören  zunächst  die  für  die  bleibenden  oder  vorübergehen- 
m  Formgestaltungen  der  Pflanzen  massgebenden  Richtungsbewe- 
mgen,  für  die  theils  die  Schwere  theils  äussere  mechanische  Ein- 
irkungen  bestimmend  sind  *).  Eine  bedeutsame  Erscheinung  gleicher 
rt  ist  femer  die  Ausbildung  mechanischer  Structurformen^ 
h.  solcher  Anordnungen  von  Oewebselementen,  die  einerseits  be- 
immten  mechanischen  Zwecken  dienen,  anderseits  aus  mechanischen 
rsachen  entspringen,  die  mit  diesen  Zwecken  in  unmittelbarer  Ver- 
adung  stehen.  So  bilden  die  durch  grössere  Cohäsion  und  Elasti- 
^t  sich  auszeichnenden  Bastzellen  der  Pflanze  ein  mechanisches 
'^stem,  das  im  allgemeinen  nach  den  Richtungen  der  stärksten  Zug- 
id  Druckkräfte  angeordnet  ist,  während  die  weicheren  Parenchym- 
llen  die  Lücken  dieses  Systems  ausfüllen'"'*').  Am  augenfälligsten 
Btet  aber  die  spongiöse  Substanz  gewisser  Knochen,  wie  des  mensch- 
hen  Oberschenkels,  eine  mechanische  Structur  dar.  Indem  der 
Jenkkopf  sammt  Hals  einen  nahezu  horizontalen,  etwas  schief  nach 
len  gerichteten  Träger  bildet,  auf  dem  eine  sehr  bedeutende  Last 
ht,  ordnen  sich  die  Enochenbälkchen  der  spongiösen  Substanz  nach 
lem  genau  den  statischen  Druck-  und  Zugcurven  entsprechenden 
irvensystem***). 

Schwieriger  ist  im  allgemeinen  der  causale  Zusammenhang  der 
lemischen  Anpassungen  zu  durchschauen.  Man  darf  hoffen, 
SS  Versuche  über  die  Einwirkung  kleiner  Mengen  chemischer 
offe  auf  die  Lebenseigenschaften  einfachster  Organismen,  wie  man 
i  auszuführen  begonnen  hatf),  sowie  das  Studium  der  mannig- 
chen  Vorgänge,  die  unter  dem  teleologischen  Begriff  der  ,Qewöh- 
ing*^  zusammengefasst  werden,   mit   der  Zeit  einiges  Licht  in  das 


*)  Pfeffer,    Sitzungsber.    der   sächs.   Ges.    der   Wiss.,   math.-phys.   CL, 
dh  S.  638. 

**)  Schwendener,  Das  mechanische  Princip  im  anatomischen  Bau  der 
)nocotylen.    Leipzig  1874. 

***)  6.  H.  Meyer,   Die  Statik  und  Mechanik  des  menschlichen  Knochen- 
rüBtes.  Leipzig  1873.    Jul.  Wolff,  Virchows  Archiv,  Bd.  50,  S.  398  ff. 

t)  Pfeffer,  Untersuchungen  aus  dem  botanischen  Institut  zu  Tübingen, 
:i884)  und  II  (1888),  Ber.  der  sächs.  Ges.  der  Wiss.,  6.  März  1893. 
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Dunkel  dieser  Classe  von  Anpassungen  bringen  werden.  Bis  jetzt 
sind  aber  fast  nur  gewisse  complexe  Wirkungen  derselben  der  Be- 
obachtung zugänglich.  Hierher  gehören  z.  B.  die  Erscheinuo^n 
der  so  genannten  Acclimatisation.  Dass  solche  Verandenmgeix 
der  physiologischen  Eigenschaften,  wie  sie  Pflanzen  und  Thiere  unter 
dem  dauernden  Einfluss  des  Klimawechsels  annehmen,  in  letzter  Tnstang. 
chemischer  Art  sind,  kann  nicht  zweifelhaft  sein"*").  Die  nähere 
Beschaffenheit  derselben  ist  uns  aber  durchweg  noch  unbekannt. 

Die  Anpassungen  endlich,  die  ich  als  functionelle  bezeichnel 
habe,  stimmen  sämmtlich  darin  überein,  dass  die  Ausübung  ii^enc 
welcher  physiologischer  Functionen  auf  den  Körperbau  oder 
andere  Functionen  entweder  des  nämlichen  Organismus  oder  au< 
anderer  mit  diesem  in  Wechselbeziehungen  stehender  Organismei 
einen  Einfluss  gewinnt.  Yerhältnissmässig  am  klarsten  gestalteter  ao 
sich  diese  Anpassungen  dann,  wenn  sie  sich  innerhalb  eines  einziger-  --n 
Wesens  vollziehen.  Die  einfachsten  Fälle  solcher  Art,  die  zum  Thet  t^ 
in  das  Gebiet  der  mechanischen  und  chemischen  Anpassung  herübe] 
reichen,  bestehen  in  der  Ausbildung  der  Organe  durch  Uebi 
ihrer  Verkümmerung  durch  NichtÜbung**).  Andere  individuelle 
passungen  werden  durch  das  Nervensystem  vermittelt,  dessen  Ceni 


theile  wichtige  Einrichtungen  zur  wechselseitigen  Regulation  d^^sr 
Functionen  enthalten.  Die  Wechselwirkungen  zwischen  Herz-  ui 
öefässinnervation ,  die  Selbststeuerung  der  Athmung,  die  Wärmi 
regulirung  durch  Haut  und  Lungen  sind  augenfällige  BeispieZU^e 
dieser  Art***).  Indem  so  schon  der  normale  Ablauf  der  Lebenti— ^- 
processe  überall  auf  einer  wechselseitigen  Regulirung  der  Function^^sn 
beruht,  wird  es  zugleich  begreiflich,  dass  bei  der  Einwirkung 
normer  Verhältnisse  durch  die  nämlichen  Hülfsmittel  eine  Auj 
gleichung  der  Störungen  geschehen  kann,  welche  die  Widerstand: 
fähigkeit  des  Organismus  vergrössert.  So  werden  Circulation  ^^- 
störungen  zunächst  durch  gesteigerte  Herzaction  und  dann  durch  (L:Me 
eintretende  Vergrösserung  des  Herzens  compensirt;  die  Abnahnae 
der  athmenden  Oberfläche  bei  Lungenerkrankungen  gleicht  sich  auxs 
durch   gesteigerte  Respirationsfrequenz,  u.  s.  w. 

Liegen  in  allen  diesen  Fällen  in  bestimmten  Reflexmechanismeo 
des   centralen   Nervensystems   oder    andern    verhältnissmässig   leicif 


*)  Beispiele  vgl.   in  grosser  Zahl  bei  Darwin,   Das  Variiren   der  T\aere        f  If 
und  Pflanzen,  bes.  II,  S.  369  ff. 

**)  Vgl.  Darwin,  Das  Variiren  der  Thiere  und  Pflanzen  etc.,  l,  S.  91, 153  ff. 
')  Vgl.  mein  Lehrbuch  der  Physiologie,  4.  Aufl.,  S.  357,  414,  492. 


**  *) 
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übersehbaren  Wechselbeziehungen  der  Organe  die  Quellen  der  func- 
ionellen  Anpassung,  so  wird  dagegen  das  Verständniss  dieser  er- 
schwert, wenn  sie  sich  nicht  auf  einen  einzelnen  Organismus  be- 
tchrankt,  sondern  zwischen  verschiedenen,  oft  weit  von  einander 
abstehenden  Wesen  vollzieht.  Wie  sollen  wir  es  deuten,  wenn  In- 
ekten  und  die  Blüthen  die  diese  besuchen,  die  Form  der  Mundtheile 
ler  Insekten  und  die  Gestaltung  der  Blüthenorgane  sichtlich  einander 
Agepasst  sind,  oder  wenn  in  einer  den  Zufall  ausschliessenden  grossen 
bizahl  von  Fällen  die  Färbungen  der  Thiere  mit  ihrer  Umgebung 
Ibereinstimmen ,  ja  wenn  manchmal  Form  und  Färbung  auf  das 
reueste  umgebende  Gegenstände,  wie  ein  Blatt  oder  einen  Baum- 
weig,  nachzuahmen  scheinen?*)  Darwin  suchte  diese  Erscheinungen 
lauptsächlich  durch  zwei  Voraussetzungen  zu  erklären:  erstens  durch 
[ie  Annahme  einer  unbegrenzten  Variabilität  der  Individuen,  und 
weitens  durch  einen  „Kampf  ums  Dasein',  der  den  alleinigen 
fortbestand  solcher  Varietäten  sichere,  deren  Eigenschaften  den 
iebensbedingungen  am  meisten  angepasst  seien.  Von  diesen  Voraus- 
etzungen  lässt  sich  aber  nur  die  zweite  einigermassen  durch  die 
leobachtung  bestätigen.  Dagegen  bewegt  sich  die  Variabilität  der 
ndividuen  erfahrungsgemäss  nur  zwischen  engen  Grenzen,  wie  dies 
EL  auch  die  Gültigkeit  des  Vererbungsgesetzes  mit  sich  bringt.  Nun 
teht  es  allerdings  frei,  eine  beinahe  beliebig  lange  Zeit  für  die 
Lusbildung  einer  dauernden  Veränderung  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Aber 
s  bleibt  die  Schwierigkeit,  dass  bei  jedem  einzelnen  Vorgang  dieser 
Lrt  ein  Anfang  gegeben  sein  muss,  der  die  bestimmte  Richtung 
weckmässiger  Anpassung  bereits  besitzt,  und  der  doch  noch  nicht 
urch  den  Kampf  ums  Dasein  bedingt  sein  kann.  Wenn  z.  B.  Farbe 
nd  Geruch  für  viele  Blüthen  nützlich  sind,  weil  sie  dadurch  aus 
er  Feme  den  sie^  besuchenden  Insekten,  die  den  Samenstaub  von 
iner  BlUthe  zur  andern  tragen,  kenntlich  werden,  so  ist  damit  nicht 
n  geringsten  begreiflich  gemacht,  durch  welche  Bedingungen 
rsprtinglich  bestimmte  Färb-  und  GeruchsstoflFe  in  jenen  Blüthen 
Eitstanden  sind.  Kennten  wir  aber  die  Ursachen  dieses  Vorgangs, 
^■  wäre  uns  damit  auch  für  die  weitere  Steigerung  desselben  eine 
on  dem  Insekten  besuch  ganz  unabhängige  Causalerklärung  an  die 
[and  gegeben,  und  jener  würde  vielleicht  zu  einem  secundären 
[oment  von  bloss  unterstützendem  Charakter  herabgedrückt.    Ebenso 

*)  Herrn.  Müller,  Befruchtung  der  Blumen  durch  Insekten.  Leipzig 
B72.  Wallace,  Beiträge  zur  Theorie  der  natürl.  Zuchtwahl.  Deutsch  von 
..  B.  Meyer.    Erlangen  1870,  S.  51  fF. 
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ist  es  verständlich,  dass  der  Schmuck  gewisser  männlicher  Thiere 
durch  die  Bevorzugung,  welche  die  Weibchen  den  damit  ausgestatteten 
Bewerbern  gewähren,  befestigt  und  gesteigert  werden  kann.  Aber 
es  bleibt  nicht  nur  unerfindlich,  wie  das  Liebesbedürfniss  einer 
primitiven  Henne  im  Stande  gewesen  sein  soll  den  Hahn  mit  den 
Anfangen  von  Kamm  und  Sporn  auszustatten,  sondern  es  spricht 
auch  alle  psychologische  Wahrscheinlichkeit  dagegen,  dass  jemals  dem 
Ungewohnten  freiwillig  der  Vorzug  vor  dem  Qewohnten  gegeben 
worden  sei. 

Darwin  selbst  hat  sich  der  Triftigkeit  dieser  Bedenken,  wie 
es  scheint,  nicht  verschlossen,  da  er  in  den  späteren  Auflagen  seines 
Werkes  «über  die  Entstehung  der  Arten*  gegenüber  der  unbegrenzten 
Variabilität  und  Concurrenz  die  Bedeutung  der  direct  verändernden 
Wirkung  der  Lebensbedingungen  stärker  betonte.  Freilich  aber  sind 
hier  gerade  die  functionellen  Anpassungen  zwischen  verschiedenen 
Wesen  in  ihrer  ersten  Entstehungsweise  noch  beinahe  völlig  dunkel. 
Vorläufig  steht  nur  die  eine  Forderung  fest,  dass  deren  Ursachen 
zunächst  individuelle  sein  müssen,  und  dass  daher  durch  die 
Wechselbeziehungen  der  Individuen  zwar  gewisse  Wirkungen  verstärkt, 
niemals  aber  solche  hervorgebracht  werden  können.  In  beiden  Fällen 
dürfte  ein  Moment  allzu  sehr  der  Beachtung  entzogen  geblieben  sein. 
Es  besteht  in  dem  Einflüsse,  den  die  Willenshandlungen  thierischer 
Wesen  zunächst  auf  ihre  eigene  Organisation  und  dann  indirect  auf 
die  Organisation  anderer  Wesen,  mit  denen  sie  in  Wechselwirkungen 
stehen,  ausüben.  Bei  dem  „Kampf  ums  Dasein **  hat  man,  insoweit 
es  sich  bei  ihm  um  einen  Wettstreit  um  Nahrung  und  Fortpflanzung 
handelt,  diesem  Einflüsse  bereits  Rechnung  getragen,  ohne  dass  freilich 
an  die  psychologische  Natur  desselben  gedacht  wurde.  Bedenkt  man, 
dass  schon  die  niedersten  Organismen  einfachste  Triebäusserungen 
erkennen  lassen,  die  eine  unbefangene  Beobachtung  als  Willenshand- 
lungen auffassen  muss*),  so  wird  dieser  Einfluss  bei  den  Vorgängen 

• 

der  functionellen  Anpassung  kaum  hoch  genug  anzuschlagen  sein. 
Dies  ist  aber  logisch  um  so  bedeutsamer,  als  damit  der  Zweck  jene 
objective  Bedeutung  gewinnt,  bei  der  Zweckmotive  als  die  Ur- 
sachen bestimmter  Naturvorgänge  auftreten**).  Mit  der  Anerkennung, 
dass  psychische  Ursachen  auf  die  Ausbildung  der  organischen  Formen 
bestimmend  einwirken,  ja  für   die  Anfänge   aller   organischen  Bnt- 


*)  Vgl.  Grundzüge  der  physiol.  Psychologie,  4.  Aufl.,  II,  S.  507  ff. 
**)  Vgl.  Bd.  I,  S.  646  ff.  und  System  der  Phüosophie  8.  520  ff. 
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icklung  vielleicht  unerlässlich  sind,  ist  nun  aber  zugleich  aus- 
»sprochen,  dass  das  Problem  der  Entwicklung  überhaupt  kein 
iin  physiologisches,  sondern  zu  einem  wesentlichen  Theile  zugleich 
n  psychologisches  Problem  ist.  Es  wird  daher  auf  diesen  Gegen- 
and  eingehender  in  der  Logik  der  Psychologie  zurückzukommen 
)in  (Abschn.  lY,  Cap.  II);  insbesondere  wird  auch  dort  erst  die 
rage  beantwortet  werden  können,  in  welchem  Sinne  ein  Herein- 
reifen psychischer  Causalität  in  den  physischen  Ablauf  der  Lebens- 
rocesse  überhaupt  angenommen  und  mit  dem  für  alle  Naturvorgänge 
istzuhaltenden  Postulat  der  geschlossenen  Naturcausalität  in  Ueber- 
nstimmung  gebracht  werden  könne "*"). 

Indem  in  der  Theorie  Darwins  die  Gesetze  der  Vererbung 
nd  der  Anpassung  derart  mit  einander  verbunden  werden,  dass  sie 
ie  wachsende  Differenzirung  der  organischen  Formen  begreiflich 
lachen,  kommt  in  ihr  schliesslich  noch  ein  Princip  zur  Anwendung, 
'elches,  von  den  allgemeinsten  nach  und  nach  auf  die  beschränk- 
)ren  Erfahrungsgebiete  übergehend,  in  mehreren  Naturwissenschaften 
ine  hervorragende  Bedeutung  als  heuristisches  Hülfsprincip  errungen 
at:  das  Princip  der  Anhäufung  sehr  grosser  Veränderungen  durch  die 
mgsame  Entstehung  kleiner  Abweichungen  oder,  wie  wir  es  kürzer 
ennen  können,  das  Princip  der  Summation  kleiner  Wir- 
ungen in  langer  Zeit.  Seinen  Ursprung  hat  dieses  Princip  in 
er  Astronomie  genommen,  in  der  schon  durch  die  ungeheuren 
äumlichen  Grössen,  über  die  sich  ihr  Beobachtungsgebiet  erstreckt, 
er  Gedanke  auch  mit  unermesslichen  Zeitgrössen  zu  rechnen  nahe 
;elegt  wird.  Die  durch  den  biblischen  Schöpfungsmythus  genährte 
Vorstellung  einer  einmaligen,  in  wenigen  auf  einander  folgenden  Akten 
erlaufenden  Schöpfungsgeschichte  wurde  zuerst  durch  die  Nach- 
reisung überaus  langer  Perioden  für  gewisse  astronomische  Vorgänge, 
fie  z.  B.  für  die  Präcession  der  Tag-  und  Nachtgleichen,  die 
Störungen  der  Planetenbahnen,  und  dann  durch  die  grossen  kosmo- 
^onischen  Theorien  des  vorigen  Jahrhunderts  aus  der  Wissenschaft 
erdrängt**).   Erst  in  unserem  Jahrhundert  begann  aber  dasjnämliche 


*)  Ueber  das  genannte  Postulat  vgl.  oben  Cap.  I,  S.  332. 
**)  Eine  bezeichnende  Stelle  in  Kants  , Naturgeschichte  des  Himmels*' 
autet :  ,Die  Schöpfung  ist  nicht  das  Werk  von  einem  Augenblicke  ...  Es 
Verden  Millionen  und  ganze  Gebirge  von  Millionen  Jahrhunderten  verfliesseu, 
>innen  welcher  immer  neue  Welten  und  Weltordnungen  nach  einander  in  den 
mtfemten  Weiten  von  dem  Mittelpunkte  der  Natur  sich  bilden   und  zur  Voll- 
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Princip  auf  die  Betrachtung  der  irdischen  Vorj^ge,   zunächst  d^ 
geologischen   Veränderungen   an    der  Erdoberfläche  Anwendung  zu 
finden.     Hier  erwies  sich  dasselbe  deshalb   überaus  fruchtbar,  weil 
es  die  Annahme  gestattete,  dass  die  nämlichen  Kräfte,  die  wir  nocki 
jetzt  bei  der  Bildung  unserer  Erdrinde  thätig  sehen,   stets  in  ähn- 
licher Weise  wirksam  gewesen  seien,  im  Gegensatze  zu  der  vorar^.' 
gegangenen  , Katastrophentheorie',  die  umgekehrt  kurzdauernde  üi 
wälzungen    durch   aussergewöhnliche    gewaltige    Naturkräfte    ang« 
nommen  hatte.     Diese   Katastrophentheorie,   die  eigentlich  nur  de 
Schöpfungsmythus    eine   wissenschaftliche   Form   gab,    fand   in   d< 
wirklichen  Erfahrung  nur  äusserst  spärliche  Anhaltspunkte  an  gewiss« 
localen  Katastrophen  von  beschränkter  Intensität  vor. 

Darwin  hat  es  selbst  ausdrücklich  bezeugt,  dass  das  vornehi 
lieh  von  Lyell  in  der  Geologie  siegreich  durchgeführte  Princip  d  -er 
langsamen  Veränderungen  seinen  eigenen  Ideen  über  die  Entstehunz^ng 
der  organischen  Arten  durch  allmähliche  Anpassung  ihre  Richtui^=«ig 
gegeben  habe*).  Zu  der  bei  der  Uebertragung  des  Princips  vc — s)ü 
der  Astronomie  auf  die  Geologie  gewonnenen  Möglichkeit  der  Ver  r- 
meidung  aller  nicht  schon  in  der  gewöhnlichen  Erfahrung  vorkoi 
menden  Katastrophen  kam  aber  nun  bei  dieser  zweiten  üebertragui 
von  der  Geologie  auf  die  Biologie  noch  der  weitere  grosse  Vorther 
dass   hier   die  Existenz   von   Ntiturobjecten   dem    causalen  Verstänc 


kommenheit  gelangen  werden."  (Werke,  Ausg.  von  Rosenkranz  und  Schubei 
Bd.  6,  S.  160.)  Auf  die  Erwägung,  ^dass,  wenn  man  bei  der  Berechnung  d 
Planetenbahnen  bloss  auf  die  Ungleichheiten  von  sehr  langen  Perioden  siel 
die  Summe  der  Massen  aller  Planeten,  wenn  sie  stückweise  durch  die  grossi 
Axen  ihrer  Bahnen  dividirt  werden,  immer  sehr  nahe  beständig  ist',  gründe 
femer  Laplace   seine  früher  erwähnte  Stabilit&tshypothese.     (Vgl.  Laplac  ^ 

Darstellung  des  Weltsystems,  deutsch  von  Hauff,  S.  51,  und  oben  S.  464.) 

*)  Der  Erste,   der  den  Gedanken   der  langsamen  geologischen  Veränd^^  e- 
ruBgen   aussprach,   scheint  übrigens  K.  E.  A.  von  Hoff  gewesen  zu  sein,      ^^n 
einem    Werke,    dessen   Kenntniss   ich   der   Güte    meines   Collegen   Fr.   Ratz    ^i 
verdanke:    Geschichte    der   durch    Ueberlieferung   nachgewiesenen   natürlich«^^o 
Veränderungen  der  Erdoberfläche,    1.  Theil.    Gotha  1822.     Sehr  klar  hat  8ch*z>fl 
von  Hoff  ausgeführt,  dass  der  wesentliche  Unterschied  des  neuen  geologisch «^Z7 
Standpunkts  vom  alten  nur  darin  bestehe,  dass  dieser  mit  unermesslichen  ErafV* 
grossen,  jener  mit  unemiesslichen  Zeiträumen  operire  (Einl.  S.  4  ff.),  dass  aber 
durch  diese  Verschiebung  des  Begriffs  die  Vorgänge  eigentlich  erst  aus  unbegrei/- 
lichen   in   begreifliche   und  natürliche  sich  umwandeln,     von  Hoffs  Werk  ist 
erst  wieder  in  neuester  Zeit  der  Vergessenheit  entrissen  worden.    Unabhängijsr 
von  ihm  und  mit  grösserem  Erfolg   hat  später  Lyell   in  seinen  »Principles  o( 
Geology"  (zuerst  1880 — 33  erschienen)  das  Princip  der  langsamen  Transformationen 
zur  Geltung  gebracht. 
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e  näher  gerückt  wurde,  die  schon  um  ihrer  qualitativen  Ver- 
ödung willen  eine  natürliche  Entstehung  innerhalb  absehbarer 
^grenzen  völlig  aussichtslos  machten.  So  hat  das  Princip  der 
läufung  kleiner  Wirkungen  in  dem  Masse  sich  leistungsfähiger 
iesen,  als  es  von  den  grossen  Phänomenen  des  Universums  aus 
ir  und  mehr  auf  beschränktere  Objecte  überging.  Freilich  aber 
iste  diese  grössere  Leistungsfähigkeit  einigermassen  durch  die 
ssere  Unsicherheit  der  begleitenden  Hypothesen,  welche  die  ver- 
keltere Natur  der  Gegenstände  mit  sich  brachte,  erkauft  werden. 


c.    Causale  Principien  der  Biologie. 

Der  Biologie  ist  die  Forderung  einer  causalen  Erklärung  der 
»enserscheinungen  zunächst  von  aussen,  von  den  exacteren  Oe- 
en  der  Naturlehre  aus,  entgegengebracht  worden,  und  lange  sind 
Nachtheile  dieses  fremdartigen  Ursprungs  fühlbar  gewesen.  Die 
omechanischen  Richtungen  erschöpfen  sich  in  mechanischen  Deu- 
ten, ohne  meist  nach  einer  Bestätigung  ihrer  Hypothesen  zu 
^en.  Nur  wenige  Erscheinungen  von  verhältnissmässig  einfachem 
rakter,  wie  der  Kreislauf  des  Blutes  und  die  thierischen  Orts- 
egungen,  waren  schon  frühe  einem  mechanischen  Verständnisse 
ängig  geworden.    Für  die  meisten  andern  Lebensvorgänge  eröönete 

erst  dann  die  Möglichkeit  einer  causalen  Analyse,  als  die 
)mie  in  das  Stadium  ihrer  wissenschaftlichen  Entwicklung  getreten 
.  Denn  nicht  lange  konnte  es  verborgen  bleiben,  dass  die  Lebens- 
jesse  entweder  selbst  in  chemischen  Verbindungs-  und  Zersetzungs- 
^ängen  bestehen  oder  innig  an  solche  gebunden  sind.  Nichts 
sehnet  deutlicher  den  nahen  Zusammenhang,  in  dem  die  neuere 
Wicklung  der  physiologischen  zu  derjenigen  der  chemischen  For- 
ing  steht,  als  die  Thatsache,  dass  beide  von  einer  und  derselben 
deckung   ausgegangen   sind:   von   der  Erkenntniss   des   Wesens 

Verbrennung.  Lavoisier,  der  Entdecker  des  SauerstoflFs, 
zugleich  der  Erste,  der  die  thierische  Athmung  als  einen  Ver- 
mungsvorgang  auffassen  lehrte  und  damit  auf  die  Quellen  der 
irischen  Wärmebildung  hinwies.  Lavoisier  und  Laplace  unter- 
men  es,  die  Intensität  dieses  Verbrennungsprocesses  an  der 
ugten  Wärmemenge  zu  messen.  Sie  eröfihen  damit  die  Reihe 
,T  calorimetrischen  Versuche,  die  in  diesem  Jahrhundert  die  Haupt- 
adlagen  für  die  Erkenntniss  des  thierischen  Kräfbewechsels  ge- 
et  haben.     Bald  schliesst  sich  an  die  chemische  Erforschung  der 
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thierischen  Athmung  die    durch    die   Untersuchungen   von  Ingen- 
houss,    Senebier    und    Saussure    vermittelte    Erkenntniss    des 
reducirenden  Oaswechsels  der  grünen  Pflanzentheile  und  ihrer  Beein- 
flussung durch  das  Licht.     Damit  ist  der  erste  Schritt  zu  jener  Statik 
des  organischen  Stoffwechsels  gethan^   deren  Begründung   die  glän- 
zendste Leistung    des    chemischen  Theils    der    neueren  Physiologie, 
wenn  nicht  der  Physiologie  überhaupt  ist.     Die  Beziehung  zwischen 
Pflanzen-  und  Thierwelt,  die  sich  durch  die  Erkenntniss  des  Kreis- 
laufs der  Stoffe  eröffnet,  ist  aber  nicht  bloss  an  sich  eine  Thatsache 
vom  höchsten  Interesse,   sondern   sie  ist  insbesondere  auch   deshalb 
bedeutungsvoll,  weil  sie  das  erste  klar  erkannte  Beispiel  einer  wechsel- 
seitigen  Regulation    von   Lebensvorgängen   abgibt.     Je  mehr  es  in 
Folge  des  Fortschritts  der  physikalischen  und  chemischen  Methodik 
der  Physiologie  gelungen  ist,  die  Erscheinungen  in  ihre  physikalischen 
und  chemischen  Eiern entarprocesse  zu  zerlegen,  um  so  mehr  haben 
sich  analoge  regulatorische  Vorgänge  auch  innerhalb   des   einzelnen 
Organismus  als  eine  wesentliche  Eigenthümlichkeit  des  Lebens  heraus- 
gestellt. So  wird  die  Nahrungsaufnahme  bestimmt  durch  den  Wärme- 
und  Kraftverbrauch,   die  Blutzufuhr  zu   den  VerdauungsdrUsen  und 
die    secretorischen   Processe    in    diesen   werden   angeregt  durch  die 
mechanischen  und  chemischen  Bedingungen,   welche   die  Nahrungs- 
aufnahme begleiten,  u.  s.  w.     Ebenso  gehören  hierher  die  oben  be- 
sprochenen  functionellen   Anpassungen,    die    namentlich    durch  das 
Nervensystem  der  Thiere  in  vielseitigster  Weise  vermittelt  werden, 
für  die  es  aber  auch  der  Pflanze  keineswegs  an  mannigfaltigen  Vor- 
richtungen fehlt,  obgleich  dieselben  natürlich  in  Folge  des  Mangels 
an    einem    dem   Nervensystem   gleichenden  Functionscentrum   mehr 
auf  die  einzelnen  Organe  selber  vertheilt  sind.     So  erweist  sich  jeder 
Organismus  als  ein  aus  einer  grossen  Anzahl  in  einander  greifender 
Selbstregulirungen  zusammengesetzter  Apparat,  der,   sobald  er  mit 
andern  gleich-  und  verschiedenartigen  Organismen  in  Wechselwirkung 
tritt,  nun  alsbald  auf  das  so  entstehende  Ganze  ebenfalls  das  Princip 
der  Selbstregulirung  übertragen  muss. 

Mit  dem  Umsichgreifen  dieser  Betrachtungsweise,  durch  die 
erst  die  von  den  alten  latromechanikern  gehegte  Idee  der  „natür- 
lichen Maschine "^  in  die  richtige  Beleuchtung  rückte,  ist  die 
Physiologie  dem  allgemeinen  Princip  nahe  getreten,  das  sie  ihren 
Causalerklärungen  zu  Grunde  legen  kann,  auf  so  verschiedenen 
physikalischen  und  chemischen  Bedingungen  diese  im  einzelnen  auch 
beruhen   mögen.     Dieses  allgemeinste   Princip   ist   kein  anderes  als 
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las   der  gesammten  Naturlehre:    das  Princip  der  Constanz  der 
Snergie. 

Die  Biologie  gebraucht  dasselbe  bald  als  ein  Gesetz,  in  welches 
lie  durch  Induction  gefundenen  Thatsachen  als  specielle  Fälle  sich 
tinfOgen,  bald  als  ein  Postulat,  das  sie  einem  Zusammenhang  noch 
;u  zergliedernder  Erscheinungen  entgegenbringt.  Als  ein  Gesetz  hat 
ich  das  Energieprincip  im  allgemeinen  für  alle  jene  Erscheinungen 
les  Kräfte  wechseis  in  der  organischen  Natur  bewährt,  die  an  die 
Vorgänge  des  Stoffwechsels  gebunden  sind.  Die  Verhältnisse  wechsel- 
seitiger Begulirung  in  der  Statik  des  Stoffwechsels  mussten  von 
Anfang  an  auf  ein  Gesetz  hinweisen,  das  eine  ähnliche  Constanz, 
vie  sie  der  Austausch  der  Stoffe  der  Beobachtung  darbietet,  auch 
Qr  die  dynamische  Seite  des  Vorgangs  verbürge.  In  der  That  bildet 
chon  der  einzelne  Organismus  vermöge  der  Vorrichtungen  der  Selbst- 
egulirung,  mit  denen  er  ausgestattet  ist,  ein  bis  zu  einem  gewissen 
}rade  in  sich  geschlossenes  System  des  Stoff-  und  Eräfbewechsels, 
vie  es  ähnlich  nur  entweder  an  künstlichen  Maschinen  oder  im 
gössen  und  hier  freilich  zugleich  viel  vollkommener  an  unserm 
Sonnensystem  verwirklicht  ist.  Ebenso  nähert  sich  einem  solchen 
geschlossenen  System  ein  Complex  verschiedenartiger,  pflanzlicher 
md  thierischer  Organismen,  der  einen  vollständigen  Stoffwechsel- 
nreislauf  zu  bilden  vermag,  und  den  man  daher  schon  bei  der  Ent- 
leckung  der  complementären  Formen  des  respiratorischen  Gasaus- 
ausches  einem  „Mikrokosmus**  verglichen  hat.  Aber  in  der  Un- 
Tlässlichkeit  des  Sonnenlichts  für  die  chemische  Werkstätte  der 
i^anze  tritt  zugleich  die  Gebundenheit  einer  solchen  Welt  im  Kleinen 
kn  den  allgemeinen  Zusammenhang  kosmischer  Wirkungen  zu  Tage. 
Jo  ist  es  denn  wohl  kein  zufälliger  Umstand,  dass  Physiologen 
lie  ersten  Verkünder  des  Energieprincips  gewesen  sind,  und  dass 
ler  Kräftewechsel  der  Organismen  zu  dessen  ersten  Anwendungen 
gehörte  *). 

Die  physiologische  Durchführung  des  Energieprincips  trennt 
ich  nun  in  zwei  verschiedene  Aufgaben.  Die  erste  besteht  in  der 
)eurÜieilung  des  gesammten  Wechsels  der  Energie  in  einem  einzelnen 
)rganismus   oder  in   einem    gegebenen  Zusammenhang   organischer 


*)  J.  R.  Mayer,  Bemerkungen  über  die  Kräfte  der  unbelebten  Natur, 
iiebigs  Annalen,  1842.  H.  Helmholtz,  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft.  Berlin 
847.  Vgl.  ausserdem  namentlich  die  Abhandlung  von  R.  Mayer,  Die  organische 
Bewegung  in  ihrem  Zusammenhange  mit  dem  Stoffwechsel.  Heilbronn  1846. 
Abgedruckt  in:  Die  Mechanik  der  Wärme,  2.  Aufl..  S.  13  ff.) 


} 
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Wesen.     Diese  Untersuchung,   die  bis  jetzt  allein  in  einigermass^^ 
zureichender  Weise  durchgeführt  ist,  geht  yoUstandig  der  allgemein.  ^^^ 
Statik  des  Stoffwechsels  parallel.     Sie  fragt  nicht  nach  den  speciell    -  en 
Umwandlungen  der  Energie  im  Verlauf  der  Lebensvorgänge,  sonde  =^sni 
sie  sucht  nur,   ähnlich  wie  es  bei  der  Beurtheilung   des  Nutzeffecz=scts 
einer  Arbeitsmaschine   geschieht,   die  Zu-  und  Abfuhr  der  Ener^^^e 
und  die  Umwandlung  der  potentiellen  in  actuelle  Energie  oder  dies 
in  jene  quantitativ  zu  schätzen.     Die  Schwierigkeiten,  die  sich  hi 
darbieten,  gehören  mehr  der  thermochemischen  ab  der  physiologisch 
Untersuchung  an.     Es  führt  zu  falschen  Resultaten,  wenn  man, 
es   ursprünglich   geschah,   den  Energiewerth  der   im  Pflanzen-  u 
Thierkörper  enthaltenen   organischen  Verbindungen   bloss   nach   flHer 
Kohlenstoff-  und  Wasserstoffmenge  schätzt,   ohne  Rücksicht  auf  cz3ie 
Arfc,   wie  die  Atome  an   einander  gebunden  sind.     Denn   eine  V€Z=3r- 
bindung  repräsentirt  einen  um  so  grösseren  Vorrath  an  potentiel^Ber 
Energie,  je  loser,  einen  um  so  geringeren,  je  fester  ihre  Atome         an 
einander  gekettet  sind.    Eine  vollständige  Beurtheilung  des  Energ^Se- 
wechsels  in  einem  Organismus  setzt  also  nicht  nur  voraus,  dass  ^3ie 
Zu-  und  Abfuhr  an  actueller  Energie  in  der  Form  von  Licht,  WärKrrme 
und  mechanischer  Arbeit  bekannt  seien,  sondern  dass  ausserdem  <^Ber 
Verbrennungs-  oder  Energiewerth  aller  Stoflbestandtheile    sowie  c— ^^ 

Veränderungen ,    die   derselbe    in   Folge   der  stattfindenden   Verbi ^' 

düngen  und  Zersetzungen  erfährt,  gemessen  werden.  Dieses  urr^^" 
fassende  Problem  ist,  obgleich  es  keine  erheblichen  methodisch  «d 
Schwierigkeiten  bietet,  dennoch  wegen  der  zahlreichen  Einzelunte"  -f" 
suchungen  die  es  voraussetzt  erst  theilweise  gelöst. 

Die  zweite  Aufgabe  bei  der  physiologischen  Anwendung  dL  es 
Energiegesetzes  besteht  in  der  unter  seiner  Führung  vorgenommen^^D 
Untersuchung  der  einzelnen  Lebens  Vorgänge.    Hier  handelt  es  si^^^^ 

• 

darum ,    nicht    bloss    im    allgemeinen    die    Bewegung    der   Enei^f^^ 
quantitativ  zu  verfolgen,  sondern  ihre  speciellen  Umwandlungen  tc:m~^^ 
Rücksicht  auf  die  daraus  hervorgehenden  physiologischen  Leistung^^:3iJ 
nachzuweisen.    Es  ist  klar,  dass  dabei  die  eingehendste  physikaliscS^^ 
und   chemische  Zergliederung   der  Processe   vorausgesetzt   wird.     ZM^^ 
Folge  der  methodischen  Schwierigkeiten,  die  sich  einer  solchen  biet^^» 
ist    darum    diese   Seite   der  Anwendungen  des   Energiegesetzes  er"^^ 
wenig   fortgeschritten.     So  sind  z.  B.  die  Physiologen   noch  kein^^- 
wegs   darüber   einig,    auf  welchen   speciellen  Vorgängen  jene  Orj'- 
dationsprocesse  beruhen,  durch  die  das  Blut  die  bekannten  Verände- 
rungen  aus  der   arteriellen  in  die  venöse  Beschaffenheit  erfahrt,  ja 
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m  welchen  Orten,  ob  im  Blute  selbst  oder  in  den  Geweben,  diese 
[hcydationen  stattfinden.  So  hat  uns  femer  das  Studium  der  elektri- 
schen, thermischen,  elastischen  und  sonstigen  Eigenschaften  des 
tfuskels  noch  kaum  der  Lösung  des  Problems  nach  dem  Wesen 
ler  Contractionskraft  näher  geführt.  Immerhin  hat  sich  in  solchen 
Fällen  eine  Art  provisorischer  Anwendung  des  Energiegesetzes  frucht- 
)ar  erwiesen,  indem  man,  von  der  näheren  Beschaffenheit  der  Energie- 
armen abstrahirend,  die  Vorgänge  lediglich  als  Bewegungen  irgend 
¥elcher  Art  ansah,  auf  die  das  Energiegesetz  anwendbar  sei,  ähn- 
ich  wie  dies  schon  auf  physikalischem  Gebiet  in  den  allgemeinen 
[Tntersuchungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  zu  geschehen  pflegt. 
STamentlich  die  Zergliederung  der  Innervationsvorgänge  fordert  zu 
iiner  derartigen  Betrachtung  heraus'*'). 

Alle  diese  Anwendungen  des  Energieprincips  beziehen  sich  jedoch, 
ebenso  wie  die  speciellen  physikalisch-chemischen  Causalerklärungen, 
;u  denen  bestimmte  einzelne  Lebensvorgänge  herausfordern,  auf  die 
iTerhältnisse  des  entwickelten  Organismus,  bei  welchem  die  oben 
erörterten  Bedingungen  des  Stoffwechsels  die  Annahme  gestatten, 
lass  innerhalb  gewisser  Grenzen  der  Zeit  und  der  functionellen 
Leistung  jede  Abgabe  actueller  Energie  nach  aussen  durch  eine 
äquivalente  Zufuhr  potentieller  Energie  compensirt  und  so  ein  Zu- 
band der  Stabilität  des  Ejräftewechsels  hergestellt  werde.  Diese 
Voraussetzung  hört  auf  gültig  zu  sein  bei  den  Vorgängen  der  Ent- 
vicklung,  für  deren  Beurtheilung  wir,  wie  oben  erörtert,  vorläufig 
luf  gewisse  teleologische  Principien,  wie  das  Princip  der  Vererbung 
ind  der  Anpassung,  angewiesen  sind,  die  eine  causale  Umdeutung 
loch  nicht  oder  nur  mittelst  unsicherer,  auf  allgemeine  Analogien 
gestützter  Hypothesen  zulassen.  Zugleich  gehören  aber  die  Ent- 
nricklungserscheinungen  zu  denjenigen  Lebensvorgängen,  die,  ähnlich 
jvie  etwa  die  einzelnen  Ernährungsprocesse  oder  die  Reizbewegungen, 
jpeciellere  Erklärungen  herausfordern,  bei  denen  man  sich  mit 
ler  allgemeinen  Subsumtion  unter  das  Energiegesetz  nicht  begnügt 
sondern  über  die  physikalische  oder  chemische  Natur  der  Vorgänge 
Elechenschaft  zu  geben  sucht.  Bietet  sich  doch  die  Entwicklungs- 
geschichte eines  organischen  Wesens  der  Beobachtung  als  eine  Reihe 


*)  Anwendungen  des  Energieprincips  auf  pflanzeuphysiologische  Probleme 
ygl.  bei  Pfeffer,  Studien  zur  Energetik  der  Pflanzen,  Verh.  der  sächs.  Ges. 
der  Wiss.,  math.-phys.  Cl.,  XVIII,  1892,  auf  nervenphysiologische  in  meinen 
Untersuchungen  zur  Mechanik  der  Nerven  und  Nervencentren,  I,  S.  261  ff.; 
II,  S.  108  ff.,  im  Auszug  Physiol.  Psych.    4.  Aufl.,  I,  S.  261,  278  ff. 
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von  FormwandluDgen  dar,  die  auf  Stoff bewegungen,  also  in  letztet 
Instanz  auf  mechanische  Vorgänge    zurückgeführt   werden  müssen^. 
Für    die    causale   Interpretation    der   Entwicklung    wird    daher  tx«\ 
weniger  die    allgemeine  Anwendung    des  Energieprincips    von  &^^- 
deutung  sein,  das  sich  vorzugsweise  für  Stabilitatszustände  fruchtl:^  lur 
erweist,    als  die  Ermittelung  der  Kräfte,   die  jene  Stoffbewegun^ -««n 
hervorbringen. 

Die  Unzulänglichkeit  des  Energieprincips  in  diesem  besonder — «n 
Fall   ist  übrigens  nur  eine  Folge  der  allgemeinen  Eigenschaft  dt 
selben,    überhaupt  nur  gewisse  in  Zustandsgieichungen  di 
stellbare    Beziehungen    herauszugreifen,    ohne    den    causalen    V^sr- 
knüpfungen  im  einzelnen  nachzugehen,  durch  die,  insofern  eine  exs^mcte 
Darstellung  derselben  möglich  ist,  in  der  Form  von  Kraft-  und  ^^on 
Transformationsgleichungen  erst  eine  erschöpfende  Interpretation  ^ler 
Erscheinungen  gewonnen  werden  kann*).   Die  vorherrschende  Oeltus^ng 
allgemeiner  Energiebetrachtungen  in  der  Physiologie  ist  daher  unver- 
kennbar zugleich   das  Symptom  einer  noch  unzureichenden  Anal^yse 
der  Erscheinungen.     Dass   dieser  Zustand  als  ein  definitiver  zu  "be- 
trachten sei,  ist  aber  um  so  unwahrscheinlicher,  ab  gerade  das  leti^ate 
und    wichtigste   physiologische  Problem,    das    der  Entwicklung,      ^k 
eine   eminent   dynamische  Aufgabe    bei  jenen  vorzugsweise   für     <üe 
Statik   des   Stoff-    und  Kräftewechsels    fruchtbaren   Energiebetr&<3h- 
tungen  leer  ausgeht.    Diese  Thatsache  findet  schliesslich  auch  d^^ 
ihren  Ausdruck,  dass  namentlich  das  Entwicklungsproblem  zunäoliat 
zur    Bildung    eigenthümlicher    biologischer   Grundbegriffe    mind 
dann   im   Anschlüsse   an   sie   zur   Aufstellung  specieller    physiologi- 
scher   und    psychophysischer    Hypothesen    auffordert,    welche   zwar 
nicht  eine  Causalerklärung  im  einzelnen,    aber  doch   ein  zusammen- 
hängendes Verständniss  für  das  Ganze  der  Lebensvor^nge  eröffnen 
sollen. 


3.   Die  biologischen  OrundbegrilSe  und  die  Hypothesen  über 
den  allgemeinen  Zusammenhang  der  Lebensvorgange. 

a.    Das  organische  Individuum  und  der  Elementarorganismus. 

Die  unmittelbar  gegebenen  Objecte  der  biologischen  Forschung 
sind   die   individuellen   Organismen.     Sie   erweisen  sich  nach 

*)  Vgl.  oben  Cap.  I,  S.  327  ff. 
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}au  und  Function  zumeist  als  höchst  zusammengesetzte  Gebilde, 
md  es  erhebt  sich  daher  nothwendig  die  Frage  nach  den  biologi- 
chen  Elementen,  aus  denen  sie  aufgebaut  sind.  Diese  Frage 
ntspricht  vollständig  der  innerhalb  der  physikalischen  und  chemi- 
chen  Forschung  entstehenden  nach  dem  elementaren  Substrat  der 
ihysikalischen  und  chemischen  Vorgänge.  Aber  wenn  schon  in 
iesen  beiden  Fällen  die  Elementarbegriffe  gewisse  Unterschiede 
eigten,  die  aus  ihrer  verschiedenen  Anwendung  entspringen,  so 
rennt  eine  noch  grössere  Kluft  die  biologischen  Elemente  von  den 
nalogen  Einheiten  der  unorganischen  Naturlehre.  Diese,  die  physi- 
:alischen  und  chemischen  Atome  und  Molecüle^  müssen  sich  wieder- 
inden  in  den  Organismen,  und  jede  physikalische  oder  chemische 
Jntersuchung  der  letzteren  muss  auf  sie  zurückgreifen.  Aber  ausser- 
lem  ist  es  eine  naheliegende  Forderung,  dass  die  Erscheinungen,  in 
lenen  die  charakteristischen  Unterschiede  des  Lebendigen  und  Leb- 
osen  bestehen,  in  ihrer  elementarsten  Form  an  gewissen  Einheiten 
on  specifischer  Beschaffenheit  verwirklicht  seien.  Solche  Erschei- 
lungen  sind  die  Functionen  des  Wachsthums  durch  Assimi- 
ation,  der  spontanen  Bewegung  und  der  Fortpflanzung.  Die 
Elemente,  an  denen  sie  auftreten,  besitzen  die  physiologische  Be- 
leutung  von  Elementarorganismen,  und  die  Analyse  ihrer  Lebens- 
irscheinungen  muss  gemäss  dem  Princip  der  Einfachheit  der  erste 
Schritt  zur  Erforschung  der  causalen  Bedingungen  des  Lebens  über- 
laupt  sein. 

Die  Biologie  geniesst  nun  den  grossen  Vortheil,  dass  ihre 
Elemente  nicht  bloss  aus  den  Erscheinungen  an  zusammengesetzten 
iCörpem  erschlossen,  sondern  direct  mit  Hülfe  des  Mikroskops  ge- 
lehen  werden  können.  Dennoch  hatte  man  auch  die  Elementar- 
»rganismen  aus  allgemeinen  Gründen  vorausgesetzt,  noch  ehe  sie 
)eobachtet  waren '^).  Ihre  wirkliche  Entdeckung  beginnt  mit  dem 
lauptsächlich  durch  Schieiden  geführten  Nachweis,  dass  alle 
Pflanzen  aus  Zellen  entstehen  und  aus  solchen  zusammengesetzt 
lind.  Nach  diesem  Vorbilde  bezeichnete  Schwann  auch  die  thie- 
ischen  Elementartheile  als  Zellen  und  schrieb  ihnen  eine  analoge, 
kus   Kern,   Membran   und   flüssigem   Inhalt   bestehende   Zusammen - 


*)  Vgl.  in  dieser  Beziehung  besonders  Oken,  Lehrbuch  der  Naturphilo- 
ophie,  II,  S.  25  ff.  Trotz  der  leeren  Analogien  zwischen  dem  Eosmologischen 
ind  Organologischen ,  welche  Okens  Darstellung  durchzieht,  lässt  sich  nicht 
^erkennen,  dass  die  Construction  seiner  „Urbläschen*  nebenbei  auf  den  oben  an- 
gedeuteten biologischen  Forderungen  beruht 
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Setzung  zu'*').     Seit  dieser  Zeit  hat   die  Auffassung  von  dem  Jha 
der   Zelle    so   gewaltige   Umwandlungen   erfahren,   dass   der  Name 
„Zelle*    nur    noch    die    Bedeutung    einer   gleichgültigen    Gesammt- 
bezeichnung  beanspruchen  kann,    die  ihre  Bevorzugung  vor  dem  an 
sich   zutreffenderen   und   bereits   von   Schwann   gebrauchten  Wort 
„Elementarorganismus"   nur  ihrer  Kürze  verdankt.    Diese  Umgestal- 
tungen sind  bis  jetzt  hauptsächlich  durch  die  Vervollkommnung  der 
morphologischen  Methode  herbeigeführt,  während  die  für  die  physio- 
logischen Probleme   vor   allem   aussichtsreiche  Combination   mit  der 
experimentellen  Untersuchung  noch  in  ihren  Anfangen  begriffen  ist 
Frühe  schon  ist  in  der  Morphologie  der  Zelle  die  Frage  nach 
dem  Verhältniss  des  organischen  zu  dem  unorganischen  Individuum^ 
der   Zelle   zum    Kry stall    erörtert   worden.     Schwann   hielt   die 
Zellenbilduug  für  eine  Krystallisation  imbibitionsfahiger  Stoffe,  welcl^^ 
in  Folge  der  Bildung  einer  den   zuerst  ausgeschiedenen  Kern  uncm' 

gebenden  Membran,  die  von  aussen  Flüssigkeit  einsauge,  in  der  Foi ^ 

von  weichen  kugelförmigen  Massen  erfolge.    Diese  Annahmen  habi^aßtv 
sich  in  der  Beobachtung  nicht  bestätigt,  und  sie  sind,  seitdem  vo^^t' 
nehmlich   Max   Schnitze   auf  die   secundäre  Bedeutung   und   d^^  ^^ 
häufigen   Mangel   der   Membran   hinwies,   in  dieser  Form  unhaltb  ^K^ar 
geworden**).    Die  neueren  Anschauungen  sind  dann  theils  durch  dB&die 
Resultate   der  Untersuchung  der  Zellstructuren  mit  dem  polarisirt^^-i^=iö'^ 
Lichte    theils    durch    die    Analyse    des    eigenthümlichen    Aggrega^^^at- 
zustandes   der   Gewebe  und    ihrer   Elemente   bestimmt   worden.     SB    So 
betrachtet   Nägel i    die    in   Zellmembranen    oder    auch   in   festere ^ — "^n 
Niederschlägen   innerhalb   der  Zellen   abgelagerten  Elemente  weg^^^n 
ihrer   meist  doppelbrechenden  Eigenschaften  als  kleine,   regelmästi^  ■"    ^^g 
orientirte  Krystalle,  die  sich  in  Folge  der  Verwandtschaft  ihrer  SuP      b- 
stanz  zum  Wasser   in  der  Regel  nicht  zu  grösseren  Krystallen  vl      t- 
binden,    sondern    in    kugelförmigen    oder   andern   unkrystallinisch«^ — -en 
Massen    abscheiden.     Während    also    der    Krystall   aus    vollkomm      -^ö 
gleichartigen  Molecülen   oder  Molecülgruppen   besteht,    so   dass  yi^s^r 
ihn,    falls   er  regelmässig  ausgebildet  ist,   als  das  vergrösserte  B:^m^ld 
der  unsichtbaren  kleinsten  Theile  betrachten  können,  werden  in  cZ  er 
organisirten  Substanz   die  Molecüle   und  Molecülgruppen  durch  v^-r- 
änderliche  Wassermengen  zu  krystallinischen  kleinen  Körpern  vereinig 


*)  Th.  Schwann.    Mikroskopische   Untersuchungen    über  die  üeberexn- 
Stimmung  in   der  Structur  und   in   dem  Wachsthum   der  Thiere  und  Fü&nxeD. 
Berlin  1839. 

**)  Max  Schnitze,   Archiv  f.  Anatomie  und  Physiologie,  1861,  S.  17 ff 
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die  NägelialsMicelle  bezeichnet.  Aus  grösseren  Verbänden  solcher 
Micellen  bauen  erst  die  mikroskopisch  sichtbaren  Elemente  sich  auf'). 
Die   Gestaltung    der   letzteren    ist   zunächst   von  jener  zähflüssigen, 
contractilen  Substanz   abhängig,   die,    als   der  ursprüngliche  Leibes- 
inhalt aller  Elementarorganismen,  den  Namen  Protoplasma  erhalten 
hat.     Die   tiefer   eindringende   mikroskopische  Analyse  hat  übrigens 
gezeigt,  dass  das  Protoplasma  ebenso  wenig  wie  der  Kern  der  Zelle 
von  der  früher  vermutheten  relativ  einfachen  Beschaffenheit  ist,  son- 
dern dass  beide  eine  ebenso  complicirte  morphologische  wie  chemische 
Stnictur  besitzen.     Von  besonderem  Interesse  ist  die  erstere  haupt- 
sächlich  in  solchen  Fällen,    wo   sie  eine  bestimmte  Begelmässigkeit 
erkennen   lässt,    oder   wo  sie  unter  dem  Einfluss  functioneller  Vor- 
gänge bestimmte  Veränderungen  erfährt,  wie  dies  bei  den  vom  Kern 
ausgehenden  Zelltheilungen  der  Fall  ist**).    Obgleich  diese  Verände- 
rungen bis  jetzt  bloss  der  morphologischen  Untersuchung  zugänglich 
sind,  so  erwecken  doch  die  Erscheinungen  in  fast  zwingender  Weise 
die   Vorstellung   einer   Reihe    mit  mechanischer  Nothwendigkeit  auf 
«inander  folgender  molecularer  Anziehungen  und  Abstossungen.  Nur 
von    einer   tiefern  Erkenntniss    der   dem   äusseren  Formwech^el   zu 
Grunde  liegenden   chemischen  Processe  lässt  sich  das  dereinstige 
VersiUndniss    solcher    Vorgänge    erwarten.      Die    Erforschung    des 
<]lfaemi8mus   der  Zelle   leidet  aber  unter  der  Schwierigkeit,   dass  die 
-chemische  Analyse  grösserer  Massen  bedarf,  und  dass  erst,  nachdem 
.an  ihnen  die  Untersuchung  durchgeführt  ist,  mittelst  mikrochemischer 
fleactionen  die  Betheiligung  der  einzelnen  morphologischen  Substrate 
^n    dem    Chemismus   des   Oanzen   bis   zu  einem  gewissen  Grade  er- 
schlossen  werden   kann.     Von   diesem  Princip   ausgehend   hat   man 
tis  jetzt  erst  die  elementaren  Assimilations-  und  Wachsthumsvorgänge 


*)  Vgl.  C.  V.  Nägeli,  Theorie  der  Gährung.     München  1879,  S.  121  fF. 

Mechanisch-physiologische  Theorie  der  Abstammungslehre,  München  1884,  S.  30  ff. 

Cregen  Nägelis  Auffassung  lässt  sich   einwenden,   dasH   auch  durch  die  mole- 

-volaren  Spannungen   der  Zellmembranen,    z.  B.   durch    ungleiche  Wachsthums- 

^pannungen,  eine  Doppelbrechung  hervorgerufen  werden  kann.    (Strasburger, 

XFeber  den  Bau   und   das  Wachsthum   der  Zellhäute.     Jena   1882.)     Eine   Mit- 

"wirkung  dieses   Factors  ist  in   der  That   für  gewisse   Fälle  nicht   abzuweisen. 

JX>ocb    treten   uns  häufig  in  Zellen,   wie  z.  B.   in   den  thierischen  Muskelzellen, 

^Elemente  mit  doppelbreehenden  Eigenschaften  unter  Bedingungen  entgegen,  die 

«ine  solche  Erklärung  ausschliessen. 

**)  Vgl.  Flemming,  Zellsubstanz,  Kern  und  Zelltheilung.  Leipzig  1882, 
"^nd  Art.  ^Zelle*  in  Merkel  und  Bonnet.  Ergebnisse  der  Anatomie  imd  Ent- 
wicklungsgeschichte, I,  1891. 

Wandt,  Logik.  U,  l.    2.  Aufl.  3(5 
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eiDigermassen  zu  erforschen  vermocht,  indem  theils  die  Stoffwechsel- 
processe  der  zusammengesetzten  Pflanzen  und  Thiere  mit  den  Re- 
sultaten morphologischer  und  mikrochemischer  Analyse  verglichen,  i 
theils  aber  die  chemischen  Wirkungen  untersucht  wurden,  die  an 
gewisse  Complexe  von  Elementarorganismen  gebunden  sind.  Solche 
Wirkungen  sind  namentlich  die  von  niederen  Organismen  ausgehenden 
Qährungsvorgänge,  deren  Studium  deshalb  von  allgemeinerem 
biologischem  Interesse  ist-,  weil  die  an  den  (Währungen  betheiligten 
organischen  Wesen  dem  primitiven  Zustand  von  Elementarorganismen 
entsprechen,  so  dass  hier  aus  den  Massenerscheinungen  direct  anf 
die  Elementarerscheinungen  zurückgeschlossen  werden  kann. 

Die  grösste  Schwierigkeit  bietet  aber  die  allen  Entwicklungs- 
vorgängen zu  Grunde  liegende  Elementarfunction,  die  Zell  Vermeh- 
rung, dar.  Die  morphologische  Untersuchung  hat  hier  in  der 
fundamentalen  Uebereinstimraung  der  Zeugung  zusammen- 
gesetzter Organismen  mit  der  Vermehrung  der  einfachen 
Zellen  einen  wichtigen  Gesichtspunkt  zur  Geltung  gebracht.  Diese 
üebereinstimmung  ist  ihrerseits  an  das  wichtige  biologische  Gesetz 
geknüpft,  dass  der  Keim,  und  zwar  sowohl  das  Ei  wie  die  Sperma- 
zelle, eines  jeden  zusammengesetzten  Organismus  nach  Form  and 
Function  die  Bedeutung  eines  Elementarorganismus  besitzt.  Nimmt 
man  hierzu  die  weitere  Thatsache,  dass,  so  weit  unsere  sichere  Er- 
fahrung reicht,  keine  Zelle  anders  als  aus  einer  vorhandenen  älteren 
Zelle  entsteht,  so  gewinnen  der  Satz  „omne  vivum  ex  ovo"  des 
Harvey  und  die  neue  Form  „omnis  cellula  e  cellula**,  die  Virchow 
ihm  gegeben,  oder  auch  die  andere  „omnis  nucleus  e  nucleo*,  in 
die  man  jene  wegen  der  Bedeutung  des  Kerns  für  die  Zelltheilung 
umgewandelt  hat,  eine  identische  Bedeutung.  Zugleich  sind  wir 
damit  der  wichtigen  Frage  nach  dem  Verhältniss  des  Eleraentar- 
organismus  zum  Gesammtorganismus  näher  getreten. 

lieber  dieses  Verhältniss  sind  im  allgemeinen  zwei  Anschauungen 
möglich.  Entweder  denkt  man  sich,  der  Gesammtorganismus  sei 
potentiell  in  dem  Elementarorganismus,  in  der  Keimzelle,  aus  der 
er  unter  bestimmten  Bedingungen,  in  der  Regel  in  Folge  der  Wechsel- 
wirkung mit  einer  andern  Keimzelle,  hervorgegangen  ist,  enthalten, 
seine  Entwicklung  beruhe  also  auf  den  ursprünglich  in  dieser  latent 
liegenden  Kräften.  Oder  man  nimmt  an,  jede  einzelne  Stufe  der 
Entwicklung  sei  eine  nothwendige  Folge  der  theils  unmittelbar  m 
dem  Keime  selbst  vermöge  seines  gerade  vorhandenen  Zustandes 
theils  in  äusseren  Verhältnissen  gegebenen  Bedingungen,  und  es  sei 
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lemnach  auch  der  Gesammtorganismus  ein  Product  aller  der  ein- 
seinen Wirkungen,  die  der  Keim  im  Laufe  der  Entwicklung  erfährt. 
Es  ist  klar,  dass  diese  Anschauungen  wieder  auf  die  Gegensätze  der 
Bvolution  und  der  Epigenesis  hinauskommen  (S.  541).  Doch  scheint 
3s  auch  hier,  dass  sie  sich  mit  dem  zunehmenden  Streben  nach  cau- 
salem  Verständiss  der  Vorgänge  allmählich  ausgleichen.  Durch  den 
Nachweis,  dass  der  Keim  die  morphologische  Natur  der  Zelle  besitzt, 
irird  nämlich  zunächst  die  Auffassung  nahe  gelegt,  alle  Unterschiede 
:)rganischer  Entwicklung  seien  auf  latente  Diflferenzen  der  Keim- 
sellen zurückzuführen.  Sie  hat  in  der  Vererbungstheorie  eine  Unter- 
stützung gefunden,  da  man  es  in  der  Regel  als  einen  selbstverständ- 
lichen Corollarsatz  des  Vererbungsgesetzes  betrachtete,  dass  die  ver- 
erbten Charaktere  in  einer  bestimmten  zeitlichen  Reihenfolge  ent- 
stehen, indem  jeder  derselben  nur  während  einer  gewissen  Zeit 
latent  bleibe.  Dem  gegenüber  wurde  jedoch  besonders  durch  die 
mechanischen  Anpassungen  der  Gewebe  die  Ansicht  begünstigt,  ein 
wesentlicher  Factor  bei  der  Gestaltung  des  Gesammtorganismus  sei 
in  den  unmittelbaren  Wechselwirkungen  der  Theile  gegeben.  Die 
jrste  dieser  Vorstellungen  musste  für  sich  allein  zu  einer  einseitig 
teleologischen  Auffassung  des  Vererbungsgesetzes  führen.  Denn  die 
Oausalerklärung  kann  einen  gegebenen  Zustand  immer  nur  aus  dem 
inmittelbar  vorangegangenen  ableiten,  und  die  Beziehung  von  ein- 
Inder entfernter  Entwicklungszustände  kann  daher  nur  durch  die 
mccessive  Verfolgung  aller  vorhandenen  Zwischenstufen  ermittelt 
»werden.  Da  nun,  wie  die  Erscheinungen  der  mechanischen  Anpas- 
sung lehren,  bei  dem  Uebergang  jeder  Stufe  in  die  nächstfolgende 
iussere  Einflüsse  und  Wechselwirkungen  coexistirender  Elemente  zur 
Geltung  kommen,  so  wird  die  Annahme,  dass  in  der  Keimzelle  selbst 
ille  aus  ihr  hervorgehenden  Entwicklungen  als  latente  Energien  ent- 
lalten  seien,  unmöglich.  Vielmehr  erscheint  nun  vom  Standpunkte 
1er  causalen  Betrachtung  aus  die  ganze  Entwicklung  der  Keimzelle 
nim  fertigen  Organismus  als  eine  Reihenfolge  von  Auslösungen, 
leren  Erfolge  ausserdem  unter  dem  Einfluss  der  verwickelten  physi- 
calischen  Bedingungen  stehen,  die  durch  die  unmittelbaren  Wechsel- 
ivirkungen  der  Theile  sowie  durch  die  Einflüsse  der  Aussenwelt 
lervorgebracht  werden.  Wenn  trotzdem  gewisse  Entwicklungskreise 
einander  so  ähnlich  sind,  dass  die  Beobachtung  kaum  merkliche 
[Jnterschiede  zwischen  ihnen  aufzufinden  vermag,  so  beweist  dies 
jben  nur,  dass  selbst  so  verwickelte  Vorgänge  in  Bezug  auf  die  bei 
ihnen  wirksamen  Factoren  und  die  Art  ihres  Ineinandergreifens  eine 
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grosse  Gonstanz  darbieten  können.     Deshalb   ist  aber  doch  die  Be- 
fruchtung des  Eies  in  nicht  anderem  Sinne  Ursache  des  entwickelten 
Organismus,  als  etwa  das  Sonnenlicht  die  Ursache  für  die  Existenz 
der   lebenden   Wesen    auf   unserer   Erde    ist.     Nicht  einmal  in  der 
Periodicität   der   Entwicklungserscheinungen    kann,    angesichts    der 
zahlreichen  Beispiele  periodischen  Wechsels  der  Energie  in  der  un- 
organischen Natur,  eine  specifische  Eigenthümlichkeit  derselben  ge- 
sehen werden.     Wohl  aber  weist  diese  Eigenschaft  darauf  hin,  dass 
mit  jenen  Auslösungsprocessen ,   die   wir   bei   der  Entwicklung  des 
Keimes   zum  Gesammtorganismus    yoraussetzen ,    Bedingungen    ver- 
bimden   sein   müssen,    die   schliesslich   einen   Stillstand    des  Pro- 
cesses  herbeiführen.     Da  Vermehrung   und  Wachsthum   der  Zellen 
die  elementaren  Vorgänge  sind,  die  das  Wachsthum  des  gesammten 
Organismus  zusammensetzen,  so  lassen  sich  jene  Bedingungen  dahin 
formuliren:    Jeder    Elementarorganismus    ist   nur   einer  be- 
grenzten Vermehrung  und  einer  begrenzten  Massezunahme 
fähig.     Dass  die  hier  gemeinten  Grenzen  nicht  völlig  feste,  sondern 
in  Folge  meist  noch  unbekannter  Ursachen  variable  sind,  lehren  die 
individuellen  Unterschiede  der  Wachsthumsgrösse  und  die  Fälle  von 
Bildungsmangel   und   -excess.     Die  Existenz  jener  Grenzen  aber  ist 
eine  Theilerscheinung  der  allgemeinen  Thatsache,  die  in  der  Begren- 
zung des  Lebens  selbst  uns  entgegentritt. 

h.   Die  systematiächen  Begriffe  der  Biologie. 

Da  unserer  unmittelbaren  Beobachtung  überall  nur  das  Indi- 
viduum gegeben  ist,  so  sind  die  Begriffe  von  Art,  Gattung,  Familie 
u.  s.  w.  Erzeugnisse  einer  generalisirenden  Abstraction.  Die 
Bedingungen  und  Zwecke  derselben  sind  in  der  allgemeinen  Methoden- 
lehre erörtert  worden.  (Abschn.  I,  Cap.  II,  S.  52  ff.)  Hier  bleibt 
uns  übrig,  die  Bedeutung  zu  untersuchen,  welche  die  systematischen 
Begriffe  für  die  Probleme  der  erklärenden  Biologie  besitzen. 

In  den  wissenschaftlichen  Anschauungen  hat  sich  in  dieser 
Beziehung  eine  eigenthümliche  Wandlung  vollzogen.  Die  ältere 
Naturgeschichte  legte  den  oberen  Classenbegriffen  einen  um  so  ge- 
ringeren theoretischen  Werth  bei,  je  mehr  sie  sich  bei  ihrer  Fest- 
stellung logischer  Willkür  bewusst  war.  Nur  die  Species  galt  als 
ein  natürlich  gegebener  Zusammenhang,  mochte  man  sie  nun  rein 
morphologisch  definiren  als  die  Individuen,  die  in  allen  wesentlichen 
Merkmalen  übereinstimmen,   oder  physiologisch  als   diejenigen,  die 
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bei  sexueller  Verbindung  einer  unbeschränkten  Fortpflanzung  fähig 
seien.  Die  vergleichende  Richtung  der  Naturgeschichte  fügte  zu 
der  Species  noch  den  Typus  als  einen  ebenfalls  durch  die  Natur 
selbst  gebildeten  allgemeineren  Gattungsbegriff,  der  zwar  nicht  auf 
gemeinsame  Abstammung,  aber  doch  auf  irgend  eine  tiefere  Beziehung 
der  unter  ihm  enthaltenen  Formen  zurUckschliessen  lasse.  Darwin 
beseitigte  die  bisherige  Form  des  Speciesbegriffs ,  indem  er  auf  die 
fliessenden  üebergänge  der  Art  in  die  Varietät  und  dieser  in  die 
individuelle  Abänderung  sowie  auf  die  Unhaltbarkeit  der  physio- 
logischen Kriterien  der  Fortpflanzungsfähigkeit  aufmerksam  machte. 
Die  Species  rückte  dadurch  unter  die  willkürlichen  Kategorien  der 
Sjrstematik.  Dagegen  blieb  in  der  älteren,  der  polyphyletischen  Ab- 
stammung der  Formen  zugeneigten  Richtung  der  Entwicklungstheorie 
der  Begriff  des  Typus  zunächst  noch  in  seinem  ihm  durch  die  ver- 
gleichende Morphologie  zugewiesenen  Rechte.  Die  Species  hatte  so 
ihren  Charakter  der  Ursprünglichkeit  dem  Typus  abgetreten.  Mit 
dem  üebergang  der  polyphyletischen  in  die  monophyletische  An- 
schauung wurden  aber  alle  Typen  auf  einen  einzigen,  den  der  Keim- 
zelle gleichenden  Urorganismus,  oder  allenfalls  sogar  auf  die  form- 
lose Protoplasraamasse  eingeschränkt.  Die  entwickelteren  Typen 
behielten  nur  die  Bedeutung  abgeleiteter  Stammformen  für  die  ein- 
ander näheren  Gattungen,  womit  sie  übrigens  immer  noch  der  auf 
dieser  Stufenleiter  tiefer  stehenden  Species  weit  überlegen  blieben. 
Mit  dieser  ümkehrung,  die  sich  durch  die  Entwicklungstheorie 
in  der  biologischen  Werthschätzung  der  systematischen  Begriffe  voll- 
zog, verband  sich  mit  innerer  Noth wendigkeit  eine  bestimmtere 
Auffassung  von  der  Bedeutung  der  Merkmale,  die  für  die  Zwecke 
der  systematischen  Eintheilung  verwendet  werden.  Auf  dem  Stand- 
punkt der  älteren  Naturgeschichte  erschienen  zwei  Formunterschiede 
als  gleichwerthig ,  sobald  sie  für  die  Beobachtung  ungefähr  mit 
gleicher  Deutlichkeit  bemerkbar  waren.  Gerade  bei  verwandten 
Formen  waren  dies  aber  nicht  selten  solche  Eigenschaften,  die  mit 
den  Lebensbedingungen  der  Species  und  der  Function  bestimmter 
Organe  in  nahem  Zusammenhang  standen.  Mit  dem  Vorwalten  des 
genetischen  Gesichtspunktes  musste  gegenüber  derartigen  physio- 
logischen oder  Anpassungsmerkmalen  bei  der  Beurtheilung 
der  systematischen  Stellung  den  rein  morphologischen  oder 
Vererbungsmerkmalen  der  Vorzug  eingeräumt  werden.  Der 
Charakter  eines  solchen  kommt  nun  einer  bestimmten  Formeigen- 
schaft um  so  gewisser  zu,  je  weniger  eine  unmittelbare  physiologische 
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Bedeutung  derselben  ersichtlich  ist.   In  der  That  stellt  daher  Dar witv 
die  Regel  auf,  je  weniger  ein  Theil  der  Organisation  f&r  bestimnciL^ 
physiologische  Zwecke  geeignet  sei,  um  so  wichtiger  sei  er  f&r  d\e 
Beurtheilung    der   systematischen   Stellung;   insbesondere   wird   skUB 
diesem  Gründe  den  rudimentären  Organen  von  ihm  ein  hoher  geneti- 
scher und  systematischer  Werth  beigemessen'*').    Auch  in  dieser  ^^- 
ziehung  ist  übrigens   die  genetische  Auffassung  Darwins   in  der 
vergleichenden    Richtung    ddr    Naturgeschichte    vorbereitet.      D^hd 
Guvier  und  Decandolle   bevorzugen   bereits  in  ähnlicher  W^ise 
die  morphologischen  oder  „homologen**  vor  den  physiologischen  <x3er 
„analogen**  Charakteren.     In   beiden  Fällen  ist  dies  eine  Folge   des 
Vorrangs,    den    sich    der  Begriff  des   Typus  vor  dem   der  Speoies 
errungen.     Oerade  die  Darwinsche  Auffassung  lässt  aber  jenen  Unter- 
schied der  Charaktere  wieder  als  einen  fliessenden  erscheinen,  da  es 
nach   ihr   kein  Merkmal  geben   kann,   das   nicht   irgend  einmal  ein 
physiologisches  Bedürfniss    erfüllt  hätte.     Die  rein  morphologischen 
sind  also  lediglich  solche  physiologische  Merkmale,  die  sich  überlebt 
haben.     Dabei  ist  nun   nicht  einzusehen,   warum  sich  ein  Merkmal 
durchaus  überlebt  haben  muss,   um   einen  systematischen  Werth  zu 
gewinnen,  und  so  erfährt  denn  auch  jene  Regel  zahlreiche  Ausnahmen, 
in  denen  gewisse  Eigenschaften  der  Organisation  gleichzeitig  geneti- 
sche und  functionelle  Bedeutung  beanspruchen. 

Wie  auf  solche  Weise  die  Entwicklungstheorie  die  unteren 
Begriffe  der  Systematik,  vor  allen  den  Speciesbegriff,  ihrer  ünver- 
änderlichkeit  beraubt  hat,  so  sind  schliesslich  unter  ihrer  Einwirkung 
auch  die  obersten  Begriffe  derselben,  die  schon  in  der  gemeinen 
Wahrnehmung  verhältnissmässig  sicher  fixirten  Unterschiede  Ton 
Pflanze  und  Thier,  schwankend  geworden.  Nachdem  durch  Am 
theoretische  Einheitsbedürfniss  die  ursprünglichen  Stammtypen  auf 
einen  einzigen  einfachsten  reducirt  waren,  erhob  sich  die  Frage, 
welches  Verhältniss  zwischen  diesem  Urorganismus  und  den  beiden 
Hauptformen  organischer  Wesen  anzunehmen  sei.  Die  nächstliegende 
Antwort  lautete:  der  Urorganismus  ist  weder  Pflanze  noch  Thier, 
aber  er  enthält  in  sich  die  Anlage  zu  beiden,  ähnlich  wie  auch  die 
Zelle  bei  ihrer  ersten  Entstehung  die  specifischen  Unterschiede  von 
Pflanzen-  und  Thierzelle  noch  nicht  ausgebildet  hat.  Aus  dieser 
Reflexion  ist  Haeckels  Reich  der  Protisten  hervorgegangen, 
welches  alle  diejenigen  niedersten  Lebensformen  vereinigt,  die  nicht 


*)  Darwin,  Eiiteteluing  der  Arten,  6.  Aufl..  S.  495  ff. 
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lit    Sicherheit    zum    Pflanzen-    oder   Thierreich    gerechnet    werden 
ünnen.     Sucht  man  jedoch  nach  einer   scharfen  Begriffsgrenze,    so 
ksst  sich  eine  solche  zwar  für  die  Unterscheidung  von  Pflanze  und 
hier,  nicht  aber  für  die  Abtrennung  jener  indifferenten  Zwischen- 
rganismen    feststellen.      Derartige    fundamentale    Unterscheidungs- 
lerkmale   können   nämlich   wieder  morphologischer    oder  phy- 
iologischer  Art  sein.     Nun   ist  es   im  gegenwärtigen  Falle   eine 
jlbstverständliche  Folge  der  genetischen  Uebereinstimmung  z wi- 
chen pflanzlicher  und  thierischer  Organisation,   dass  zwar  die  aus- 
ebildeten  Formen  sofort  rein  morphologisch  nach  den  Structur-  und 
y/^achsthumsverhältnisseu  der   Zellen  unterschieden  werden  können, 
ass  dies  aber  bei   den  Anfängen  der  Entwicklung,   gerade  da  also 
'^o    es    sich    um   die  Abgrenzung   der    Protisten   von  den  niedersten 
pflanzen  und  Thieren  handelt,  nicht  mehr  möglich  ist.    In  der  That 
at  darum  auch  Haeckel  eine  physiologische  Charakteristik  der 
rei    Reiche   zu   geben   versucht,   und   er  hat,   weil   die   früher  an- 
;ewandteu  Merkmale  der  Empfindung  und  Bewegung  theils  unsicher 
heils   hinfällig    sind,    hierzu   die   Erscheinungen    des    Stoff-    und 
(räftewechsels   benutzt*).     Da  die   Pflanzen  organische  Verbin- 
lungen    produciren    und    die    lebendige    Kraft    des    Sonnenlichts    in 
)otentielle  chemische  Energie  überführen ,    während  die  Thiere  jene 
Verbindungen   zersetzen    und    aus  chemischer  Energie   Wärme   und 
Bewegung  erzeugen,   so  scheint  ihm  dieser  Gegensatz   ein  entschei- 
lendes   Kriterium   zu    sein.     Doch    bei   den  Protisten  gerathen   wir 
sofort  in  Verlegenheit.     Wenn  Haeckel   sagt,    dass  sich   bei  ihnen 
lieduction   und   Oxydation   das   Gleichgewicht  halten,    dass   sie  bald 
(Värme  binden,   bald   mechanische  Arbeit  erzeugen  u.  s.  w. ,    so  ist 
liese  Definition  sichtlich  zum  Behuf  der  Construction  eines  ,indiffe- 
renten  Organismus  **   erfunden.    Nach  allem,  was  wir  von  dem  Stoff- 
«irechsel  dieser  Organismen  wissen,  ist  er  mit  demjenigen  der  Thiere 
Identisch,  denen  sie  auch  durch  ihre  Bewegungs-  und   anscheinende 
Bmpfindungsfähigkeit  gleichen.     Damit  geräth   aber  gleichzeitig  die 
Unterscheidung   zwischen  Pflanze   und    Thier  ins   Wanken.     Sie   ist 
dem    Stoff-    und    Kräfte  Wechsel    bei    der    Chlorophyllathmung    ent- 
tiommen.     Doch  diese  ist  immer  nur   ein  transitorisches   Phänomen 
und  überdies  bei  der  zusammengesetzten  Pflanze  an  einzelne  Organe 
gebunden,   während  die   übrigen  Theile.  fortwährend   und  die  ganze 
Pflanze   in  der  Zeit  wo  sie  dem  Lichte  entzogen  ist  in  ihrem  Stoff- 


*)  Haeckel,  Generelle  Morphologie,  U  S.  232. 
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Wechsel  dem  Thiere  gleichen.   Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  m(W^ 
also,  wie  Pflüg  er  mit  Recht  bemerkt  hat,   das  Thier  als  der  ^^' 
Organismus  und  die  Stanze  als  ein  einseitig  entwickeltes  Thier    1)^ 
trachtet  werden*).     In  Wahrheit  aber  wird  man  in  dieser  ünm^^g- 
lichkeit,  überall  zutreffende  Unterschiedsmerkmale  aufzufinden,     3iTir 
eine  Bestätigung  der  Thatsache   sehen  können,   dass   auch  die      ^- 
gemeinsten  Begriffe  der  organischen  Systematik  künstliche  GhreiM^^en 
bezeichnen,   um   die   sich   die  Natur  selbst  nicht  kümmert.     Z^^ar 
entsprechen  selbstverständlich  jenen  Grenzen  natürliche  Unterschi^^le, 
doch  diese  werden  nicht  sprungweise  sondern,  wie  jede  EntwickluB.  Dg, 
in  allmählichen  Uebergängen   erreicht.     In   der  Ausbildung  solc^her 
Unterschiede  kommt  dann  jedem  der  physiologischen  Momente,        die 
man  meist  einseitig  bevorzugte,  seine  relative  Bedeutung  zu.    lÄ^m- 
pfindung  und  Bewegung  besitzt,   wie  wir   nach   den  Zeugnissen       der 
generellen  und  individuellen  Entwicklungsgeschichte  annehmen  dür:^ en, 
jedes  ursprüngliche  organische  Wesen.     In   der  Pflanze  gehen  ß  ^ne 
Eigenschaften    in    Folge    der    eigenthümlichen    Assimilations  -    ^^nd 
Wachsthumsverhältnisse,  die  sich  in  ihr  ausbilden,  frühzeitig  verloar'en. 
Dies  Schicksal   muss   aber   wieder   auf  die  ganze  Richtung  der    ^)r- 
ganisation   verändernd   zurückwirken.     Es   ist  augenfällig,    dass        der 
innere  Bau  der  Pflanzen  ein  weit  gleichförmigerer  ist,  und  dass  ut^n^ter 
den  äusseren  Organen  diejenigen,  die  den  unmittelbaren  Wirkun  sgS^^ 
der  Aussenwelt  am   meisten   ausgesetzt   sind,   wie   Blüthe,    Blätn^'ter. 
Wurzeln,  die  grössten  Variationen  darbieten.   In  diesen  Unterschied  ^en 
dürfte  eine  Thatsache   ihren  Ausdruck  finden,   auf  die  überdies        der 
ganze  Bauunterschied  beider  Lebensformen  hinweist:  die  Pflanze  ^^rer- 
hält  sich  fast  durchaus  passiv  gegenüber  den  Wirkungen  der  Aus^ un- 
weit; das  Thier  steht  ihr  mit  seinem  Wollen  activ  gegenüber.      Die 
Zweckmässigkeit  seines  Körperbaus   beruht  daher  zu  einem  grossea 
Theil  auf  der  Zweckmässigkeit  seiner  eigenen  Handlungen,  und    die 
Vielgestaltigkeit    der    thierischen    Triebe    bedingt    von    selbst    eine 
grössere  Mannigfaltigkeit  der  Organisation. 

e.   Die  Ursachen  des  Lebens. 

Leben  und  Tod  unterscheiden  sich  vor  allem  durch  die  Fähig- 
keit des  lebenden  Körpers,  während  einer  längeren  Zeit  das  voll- 
ständige  Gleichgewicht    seiner    Stoffzusammensetzung    bewahren  zu 


0  Pflüger,  Arch.  f.  Physiologie,  Bd.  10,  S.  305. 
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rönnen.  Er  gleicht  darin  dem  leblosen  Körper  der  unorganischen  Natur. 
Während  aber  hier  das  Gleichgewicht  die  Folge  der  Unveränderlichkeit 
st,  resultirt  es  dort  aus  einer  Summe  unablässiger  Veränderungen. 
jeider  ist  uns  die  Constitution  des  Protoplasmas  und  der  andern 
^ew^ebebildenden  Stoffe  zu  wenig  bekannt,  als  dass  über  die  specielle 
*Tatur  der  elementaren  Stoffwechselvorgänge,  deren  Ergebniss  jenes 
physiologische  Gleichgewicht  ist,  andere  als  höchst  unsichere  Ver- 
muthungen  möglich  wären.  Nur  über  die  allgemeinen  Bedingungen 
dieser  Vorgänge  lassen  sich  bis  jetzt  an  der  Hand  der  thermo- 
chemischen  Vorstellungen  und  des  Princips  der  Erhaltung  der  Energie 
einige  Voraussetzungen  gewinnen. 

Durch  Pflüger  ist  der  Nachweis  geführt  worden,  dass  ein 
Thier  ohne  Sauerstoffzufuhr  während  einer  gewissen  Zeit  fortzuleben 
vermag*).  Hierdurch  hat  die  frühere  durch  Lavoisier  zur  Geltung 
gebrachte  Annahme,  dass  das  Leben  auf  einem  Verbrennungsprocess 
beruhe,  insofern  eine  Veränderung  erfahren,  als  nun  nicht  mehr  der 
Lebensprocess  selbst  als  eine  directe  Oxydation  aufgefasst  werden 
kann.  Damit  stimmen  aber  zugleich  die  der  Stabilität  zersetzbarer 
Verbindungen  entnommenen  allgemeinen  Gesichtspunkte  überein. 
Beruht  das  Gleichgewicht  der  Zusammensetzung  des  lebenden  Proto- 
plasmas darauf,  dass  dasselbe  einzelne  Theile  seines  complexen 
Molecüls  verliert  und  wieder  aus  seiner  Umgebung  ergänzt,  so  ist 
damit  eine  fortwährende  Selbstzersetzung  als  die  chemische  Be- 
dingung des  Lebens  gefordert.  Sie  bewirkt,  dass  neue  Molecüle  der 
Nahrung  dem  Protoplasma  aggregirt,  und  dass  die  abgestossenen 
Molecüle  durch  den  zugeführten  Sauerstoff  verbrannt  werden.  Das 
wirkliche  Gleichgewicht  der  Lebensvorgänge  wird  dann  freilich  nur 
in  Folge  dieser  äusseren  Einwirkungen  möglich.  Denn  wenn  Gleich- 
gewicht bestehen  soll,  so  müssen  offenbar  die  Molecularbewegungen 
des  Protoplasmas  und  die  äussere  Zu-  und  Abfuhr  der  Stoffe  so 
regulirt  sein,  dass  in  einer  gegebenen  Zeit  ebenso  viele  Molecüle 
aggregirt  als   abgestossen  und  unter  Kraftausgabe  oxydirt  werden. 

Dieser  Zustand  des  Gleichgewichts  kann  nun  entweder  durch 
ein  Uebergewicht  der  Erneuerung  über  die  Zersetzung  oder  um- 
gekehrt durch  ein  solches  der  Zersetzung  über  die  Erneuerung  gestört 
werden.  Auf  der  ersten  dieser  Gleichgewichtsänderungen  beruhen 
alle    Wachsthums-    und    Zeugungserscheinungen,    die    beide 


*)  Pflüger,    in    seinem    Archiv    f.    Physiologie,    Bd.    10,    S.    251    und 
Bd.  11,  S.  222. 


570  Logik  der  Biologie. 

innig  mit  einander  zusammenhängen,    da  das  Wachsthum    der     ^ 
sammengesetzten  Individuen  zum  Theil   aus   der  ZellenfortpflatizKi^^ 
entspringt,   und  da  die  einfachen  Formen   der  Zellenvermehrung        *^ 
unmittelbare  Folgen  des  Zellenwachsthums  auftreten.    Für  die  A  \^^'' 

• 

fassung  dieser  Vorgänge  ist  es  von  grösster  Bedeutung,  dass  sie — 3  ^ 
hohem  Grade  unabhängig  von  den  Bedingungen  der  äusseren  St»^:^^^* 
zufuhr   zu   sein   scheinen.     Natürlich   hört    der   lebende   Körper  ^^ 

wachsen  auf^  wenn  ihm  der  Sto£f  mangelt ;  aber  dieser  bleibt  wirkun 
los,  wenn  die  günstigen  inneren  Bedingungen  in  dem  leben» 
Protoplasma  fehlen.  Schon  das  Wachsthum  erscheint  darum  kein«=:^e8- 
wegs  als  ein  so  einfacher  Process  wie  etwa  die  Vergrösserung  ei  i  -ine^ 
Erystalls.  Denn  bei  dem  organischen  Wachsthum  setzt  jede  Agg^^a^e- 
gation  neuer  Masse  eine  neue  chemische  Umwandlung  voraus,  du  ^  irch 
die  das  leblose  Nahrungseiweiss  in  lebendes  Protoplasma  übergG^'eht. 
Eine  solche  Umwandlung  wird,  gerade  so  wie  im  stationären  M  Er- 
nährungszustand, selbstverständlich  nicht  das  ganze  Eiweissmole^^vecül 
auf  einmal  ergreifen,  sondern  sie  wird  sich  wieder  nur  an  einzeli^K'  nen 
Molecültheilen,  die  dem  lebenden  Protoplasma  aggregirt  wen^tzden, 
vollziehen   können.     Aber  während   im  Fall  des  Gleichgewichts  auf 

diese  Weise  nur  der  abgehende  Ausfall  gedeckt  wird,  müssen  tÄliier 
mehr  Theilmolecüle  aufgenommen  werden,  als  verloren  gegan^  -■gß" 
sind.  Dies  kann  man  sich  nach  sonstigen  chemischen  Analog^^gieP 
auf  doppelte  Weise   geschehend  denken.     Zunächst   Hesse   sich  mit 

Pflüg  er  eine  Entstehung  polym  er  er  Verbindungen  annehmen,  bei 

der  die  Grösse  des  Gesammtmolecüls  durch  die  Aggregirung  ne^^^uer 
Theilmolecüle  von  gleicher  Zusammensetzung  zunimmt*).  Da  pcii:^lj- 
mere  Verbindungen  meist  analoge  chemische  und  physikalische  Eig^^?^'^" 
Schäften    besitzen,    so    ist   es    denkbar,    dass   auf  diese   Weise  ^^ 

Protoplasma  wächst,  ohne  dass  sich  die  Zahl  seiner  Gesammtmolecr^öJe 
vermehrt.     Man   kann   aber  auch  an  Spaltungsprocesse   den^^^^ö, 
aus    deren   Theilungsproducten   unter  Mitwirkung   der  Molecüle         de» 
Nahrungseiweisses  mehrere  Gesammtmolecüle  wieder  entstehen  könnrii^eD. 
Sucht    man    diese    chemischen   Vorgänge   mit   den  morphologisc  ^en 
Veränderungen  in  Beziehung  zu  bringen,    so   kann   man   annehncr^eD, 
dass  die  Zunahme   durch  Polymerisirung   dem   einfachen  Wao  ^^- 
thuni,   die  Zunahme  durch  Spaltung  aber  allen  denjenigen  Formen 

*)  Man  erinnere  sich  z.  B.  an  folgende  einfache  Reihe: 
CB3.CO.HO  Essigsäure, 
CH3.CH2.CO.HO  Propionsäure. 
CH3.CH).CH.2.CO.HO  normale  Buttersäure  u.  8.  w. 
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des  Wachsthums  und  der  Zeugung  entspreche,  die  auf  Zeilen- 
theilung beruhen.  Wollte  man  alles  Wachsthum  auf  die  Aggre- 
gation polymerer  Molecüle  zurückführen,  so  wUrde  man,  um  eine 
Beziehung  zu  den  morphologischen  Thatsachen  herzustellen,  genöthigt 
sein,  schliesslich  den  ganzen  Organismus  als  ein  einziges  chemisches 
EUesenmolecül  anzusehen,  eine  Anschauung  der  sich  Pflüger  in  der 
That  zuneigt.  Betrachtet  man  dagegen  die  Zellentheilung  als  das 
morphologische  Bild  einer  chemischen  Spaltung,  so  wird  damit  von 
selbst  die  Grösse  des  Protoplasmamolecüls  auf  den  Inhalt  der  ein- 
zelnen Theile  beschränkt.  Die  häufig  mit  der  Zellentheilung  ver- 
bundene Erscheinung  einer  Ausscheidung  von  Bestandtheilen ,  die 
theils  in  die  Excretionsstoffe  übergehen^  theils  zur  Bildung  secundärer 
Erzeugnisse,  wie  der  Membran  und  vielleicht  auch  des  Kerns,  ver- 
wendet werden,  lässt  sich  leicht  mit  dieser  Anschauung  in  Ver- 
bindung bringen.  Denn  die  chemische  Spaltung  ist  in  der  Kegel 
mit  der  Bildung  von  Nebenproducten  verbunden.  Manche  andere 
Begleiterscheinungen  aber,  wie  die  oft  vorausgehenden  Bewegungen 
des  Protoplasmas,  die  Anordnung  der  Eörnchenreihen  desselben  in 
Strahlenform  und  die  Zerlegungen  des  Kerns,  würden  nun  unmittel- 
bar als  ein  Ausdruck  der  Molecularbewegungen  anzusehen  sein,  die 
den  chemischen  Vorgang  begleiten*). 

Immerhin  geben  diese  chemischen  Gesichtspunkte  über  den 
Grund  der  eigen thümlichen  Periodicität  der  Wachsthums-  und 
Entwicklungsvorgänge  noch  keinen  Aufschluss.  Völlig  irreführend 
ist  hier  die  physikalische  Analogie  mit  der  Wellenbewegung.  Diese 
ist  ein  continuirlicher  Bewegungsvorgang  mit  periodisch  wieder- 
kehrenden Phasen;  die  Fortpflanzung  dagegen  ist  bloss,  ein  periodisch 
wiederkehrender  Vorgang.  Darin  gleicht  sie  andern  physiologischen 
Functionen,  wie  der  Herzbewegung,  der  Athmung,  dem  Wechsel 
von  Wachen  und  Schlaf.  Von  diesen  physiologischen  Analogien  ist 
His  ausgegangen  bei  seiner  Annahme,  dass  die  Anregung  zur  Ent- 
wicklung in  einem  Reizungsvorgang  bestehe.  (S.  oben  S.  543  f.) 
Nach  den  soeben  zur  Geltung  gebrachten  Anschauungen  würde  diese 


*)  Ueber  die  erwähnten  morphologischen  Erscheinungen  vgl.  0.  Her tw ig, 
Morphol.  Jahrbuch,  I,  III  n.  IV  (1875—78),  Fleraming,  Zellsubstanz,  Kern 
und  Zelltheilung,  S.  191  ff.,  und  Th.  Boveri,  Art.  , Befruchtung'*  in  Merkel 
und  Bonnet,  Ergebnisse  der  Anatomie  etc.  I,  1891.  Ueber  die  oben  an- 
gedeutete Theorie  der  Entwicklungsvorgänge  vgl.  femer  mein  System  der  Philo- 
sophie. S.  499  ff.,  und  den  Aufsatz  , Biologische  Probleme*,  Philos.  Stud.  V, 
S.  327  ff. 
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Voraussetzung  auf  den  Vorgang  der  Zellentheilung  beschränkt  werden 
können,  wodurch,  abgesehen  von  der  grösseren  Länge  der  Perioden, 
die  Analogie  mit  den  die  Theorie  der  Herz-  und  Athembewegungen 
leitenden  Vorstellungen  um  so  Tollst^ndiger  wird.  Hiemach  liesse 
sich  annehmen,  dass  sich  in  jeder  entwicklungsfähigen  Zelle  während 
des  Stoffwechsels  Reizungsstoffe  anhäufen,  die,  sobald  sie  in  zu- 
reichender Menge  entstanden  sind,  den  Vorgang  der  Reizung,  den 
wir  in  diesem  Fall  Zellentheilung  nennen,  auslösen.  Vom  chemischen 
Standpunkte  aus  würde  daher  die  Reizung  als  eine  Spaltung,  der 
Reizungsstoff  als  ein  Spaltungsferment  zu  deuten  sein. 

Diese  Hypothese  dürfte  vor  allem   in  den  Erscheinungen  der 
sexuellen  Fortpflanzung  eine  Stütze    finden.     Rein   morphologisch 
betrachtet  besteht  diese  darin,    dass  eine  Zelle,   die   fQr   sich  selbst 
die   Fähigkeit   der  Spaltung  verloren   hat,    sie   wiedererlangt   durch 
die   Einwirkung  eines    aus    einer    fremden   Zelle    hervorgegangenen 
Elementes.     Das  Fermentartige  des  Vorgangs  ist  augenfällig;  zu- 
gleich ist  aber  dessen  stellvertretender  Charakter  nicht   zu  ver- 
kennen.    Nachdem  das  Wachsthum  des  Gesammtkörpers  zum  Still- 
stand gekommen  ist  und  in  den  meisten  Geweben  auch  die  Regene- 
ration durch  Zellentheilung  ganz  aufgehört  hat  oder  nur  noch  unter 
ungewöhnlichen  Bedingungen  erfolgt,  beginnt  in  den  Sexualorganen 
erst  jene  Zellenproduction,  die  meist  in  periodischen  Zwischenräumen 
zur  Reifung  und  Abstossung  der  Sexualzellen  führt.     Die   Ei-   und 
die  Spermazelle  sind  beide  Träger  des  Zeugungsfermentes.    Aber  jedes 
dieser   Elemente   enthält   das   Zeugungsferment   in    einer    wirkungs- 
unfähigen Form.     Die  Rolle,   die  nach   den  neueren  Beobachtungen 
von  Hertwig,   Fol  u.  A.  der  Spermakern   und  der  Eikem  bei  der 
Befruchtung  spielen,  ihre  attractive  Bewegung,  Verschmelzung  und 
Theilung  in  die  Kerne  der  Furchungszellen,  machen  es  im  höchsten 
Grade  wahrscheinlich,   dass  der  Kern  zunächst  der  Sexualzellen  und 
dann  der  Zellkern  überhaupt  der  Träger  der  Zeugungsfermeute  ist. 
Die  Eigenschaft  eines  Spaltungsfermentes   gewinnen    aber  diese 
erst  durch  ihre  Vereinigung,    und  die  Fermente  der  Zellkerne  ent- 
wickeln   diese  Eigenschaft   im   allgemeinen    um    so    energischer,  je 
näher   ihre  Entstehung  noch    dem  Stadium   der  unmittelbaren  Ver- 
bindung der  ursprünglichen  Fermente  liegt.     Alle  diese  Thatsachen 
rechtfertigen  die  Vermuthung,  dass  der  Zellkern  überhaupt  ein  Pro- 
duct   der  sexuellen   Entwicklung  sei,   in   welchem  sich   das  in  dem 
ersten    Furchungskern    enthaltene    Spaltungsferment    immer    wieder 
erneuert. 
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Wie  kommt  es  nun  aber,   dass   diese  Erneuerung  allmählich 
Abnimmt  und  endlich  erlischt?  Mit  dieser  Frage  nahem  wir  uns  dem 
zweiten  Problem  der  dem  Gleichgewicht  gegenüberstehenden  Lebens- 
vor^nge,  dem  Problem  der  abnehmenden  Veränderungen.    Die 
Abnahme  der  Wachsthums-  und  Entwicklungsfähigkeit  ist  nur  die 
Theilerscheinung  eines  allgemeineren,  der  aufsteigenden  Entwicklung 
entgegengesetzten  Processes.   Zwischen  beiden  steht  das  Gleichgewicht 
eigentlich   nur   als   ein  idealer,    auf  die   Dauer  wenigstens  niemals 
Tolikommen  verwirklichter  Zustand.    Man  würde  jedoch  die  richtige 
Auffassung  jener  Abnahme  der  Lebenskräfte  von  vornherein  trüben, 
wenn  man  hier  auf-  und  absteigende  Bewegung  als  zwei  Vorgänge 
ansehen  woUte,  die  sich  ablösen,  wie  das  die  alte  Evolutionstheorie 
mit    ihrer    Annahme    einer    successiven   Aus-    und   Einschachtelung 
gethan  hat.    Vielmehr  sind  die  Hemmungen  der  Lebensprocesse  von 
Anfang  an  wirksam ;  wie  wäre  es  sonst  denkbar,  dass  die  Fähigkeit 
der  Zellenvermehrung    schon    bald    nach   der   ersten   Furchung   der 
Eizelle  wieder  erlischt?    Und    anderseits  steht  die  Productionskraft 
des   lebenden   Organismus   niemals   ganz   stille;   wie   wollte   man   es 
sonst    deuten,    dass    bis    ins    höchste    Alter    einzelne    Gewebe    sich 
regeneriren,  und  dass  die  krankhaften  Geschwülste  der  Greise  manch- 
mal die  üppigste  Zellen  Wucherung  zeigen? 

Das  Aufhören  des  einfachen,  nach  unserer  Voraussetzung  auf 
Polymerisirung  beruhenden  Wachsthums  ergibt  sich  als  eine  un- 
mittelbare Folge  dieses  hypothetischen  Vorgangs.  Je  complicirter 
polymere  Molecüle  werden,  um  so  mehr  sind  sie  im  allgemeinen 
geneigt  wieder  in  ihre  Bestandtheile  zu  zerfallen,  und  bei  einer 
gewissen  Grenze  hört  darum  das  polymere  Wachsthum  überhaupt 
auf.  Befremdender  erscheint  auf  den  ersten  Blick  der  Stillstand  der 
Spaltungsvorgänge.  Hier  wird  man  offenbar  dazu  gedrängt,  die 
Ursache  nicht  in  das  Protoplasma  selbst  zu  verlegen,  das  sich  ja 
unverändert  regenerirt,  sondern  in  jene  fermentartigen  Stoffe,  die  wir 
als  die  äusseren  Ursachen  der  Regeneration  ansehen.  Am  nächsten 
hegt  es,  nach  der  Analogie  mit  andern  Gährungsvorgängeu,  an  eine 
Entstehung  und  Anhäufung  von  Zersetzungsproducten  zu  denken, 
die  den  Spaltungsprocess  zuerst  verlangsamen  und  dann  völlig  auf- 
heben. Haben  wir  die  Spaltungsfermente  reizende  Stoffe  genannt, 
so  können  diese  Gegenfermente  als  hemmende  bezeichnet  werden. 
Nun  haben  wir  gesehen,  dass  das  Spaltungsferment  jedenfalls  in  dem 
Augenblick  am  wirksamsten  ist,  wo  es  direct  aus  der  Verbindung 
der  beiden  sexuellen  Zeugungselemente  hervorging,  wo  also  voraus- 
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itlich    beide    dem    Verhältniss    des    Qleichgewichts    am   nächsten 
mraen.    Demgemäss  wQrde  die  einfachste  Annahme  sein,  dass  das 
«altungsferment  in   dem  Masse   an  Wirksamkeit  einbüsst,    als  der 
ae  oder   andere    seiner   Bestandtheile   im   Ueberschusse   vorhanden 
t.    Hiermit  steht  in  Uebereinstimmung,  dass  die  wahrhaft  zwitter- 
;eschlechtlichen  Pflanzen  und  Thiere,  bei  denen  gleichzeitig  männ- 
iche  und  weibliche  Sexualzellen  zur  Reife  gelangen,  nicht  selten  ein 
unbeschränkteres,  hauptsächlich  nur  durch  die  Emährungsbedingungen 
oder  äussere  Schädlichkeiten  gehemmtes  Wachsthum  darbieten.   Den- 
noch  würde   ein    Baum   wahrscheinlich  sogar  dann   allmählich  auf- 
hören zu  wachsen,    wenn  der  Stamm  den  neuen  Trieben    immerfort 
gleichmässig  den  Ernährungssaft  zuführen  könnte.   Da  die  B^^gnnng 
der   heterogenen    Zeugungselemente    nothwendig    localen    Beschrän- 
kungen unterworfen  ist,  so  wird  dadurch  auch  die  aus  den  inneren 
Bedingungen   der  vitalen   Processe   resultirende  Grenze   des  Lebens 
immer  nur  um   gewisse  endliche  Grössen   erweitert  werden   können. 
In  irgend  einem  Grad  wird  aber  jene  Erschöpfung  des  Lebens,  die 
uns  die  P^olgen  der  sogenannten  Inzucht  in  vielen  Fällen  venrathen. 
auch   dann   nicht   fehlen,    wenn   der  Kreis  der  Lebenden,   zwischen 
denen  sich  der  Austausch  vollzieht,  ein  noch  so  grosser  sein  sollte, 
da  er  eben  ein  unendlicher  niemals  sein  kann.     Die  Annahme,  dass 
der  Tod  der  Einzelnen  und    der  Gattungen  im   letzten  Gknnde  eine 
Folge  der  äusseren  Stönmgen  sei,  denen  das  Leben  begegnet*},  ist 
daher  mit  einer  causalen  Auffassung  der  Entwicklungserscheinungen 
kaum  vereinbar.     Die  eigenthümliche  Stufenfolge  der  letzteren  wird 
vielmehr  nur  unter  Voraussetzungen  verständlich,   in  denen  das  Ende 
des  Processes   zugleich  eingeschlossen   ist.     Jede  Entwicklung  träfet 
von  Anfang  an  den  Keim  des  Todes  in  sich. 

Die  für  die  sexuelle  Fortpflanzung  entwickelten  Annahmen 
bedürfen  nur  unerheblicher  Specialisirungen ,  um  manche  andere 
Thatsachen  der  Zeugungslehre  in  eine  logische  Verbindung  zu  bringen. 
Es  ist  noch  aus  andern  Gründen  wahrscheinlich,  dass  die  stoffliche 
Zusammensetzung  der  Organismen  Unterschiede  darbietet,  die  den 
Unterschieden  der  Abstammung  parallel  gehen.  Demnach  werden 
auch  in  dieser  Beziehung  die  Gattungen  verschiedener  von  einander 
sein  als  die  Arten,  diese  verschiedener  als  die  engeren  Stammes- 
gemeinschaften :  und  als  die  letzten  Unterschiede  werden  die  der 
Individuen    bleiben,    bei  denen  die  genetischen  ausserdem  noch  von 
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*)  A.  Weiemann.  Ueber  die  Dauer  des  Lebens.    Jena  1882. 
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den  sexuellen  Eigenschaften  begleitet  sind.  Wenden  wir  diese  Voraus- 
setzung auf  die  Fortpflanzungsvorgänge  an,   so   l'ässt  sich  unschwer 
verstehen,  dass  eine  nahe  Verwandtschaft  der  Organismen  erfordert 
wird,  wenn  sich  ihre  Zeugungsfermente  zu  einem  wirksamen  Spaltungs- 
ferment vereinigen  sollen,  dass  aber  doch  auch  dauernde  Gleichartig- 
l^eit   der  Elemente   die  Entwicklung   beeinträchtigt.     Schon   die  all- 
gemeine Bedingung  der  geschlechtlichen  Fortpflanzung,    die  Begeg- 
nung verschiedener  Zeugungsstoffe,  zeigt  ja,  dass  eine  gewisse  Ver- 
schiedenheit der  Componenten  zur  Einleitung  der  Entwicklung  noth- 
wendig   ist.     Wir   haben   also   nur  anzunehmen,    dass  die  nämliche 
Regel,    welche   die   sexuelle  Fortpflanzung  beherrscht,   auch  für  die 
begleitenden  Nebenbedingungen  individueller  Befähigung  gültig  sei. 
Aehnlich  wie  wir  den  Einfluss  der  individuellen  Eigenthümlichkeiten 
auf  die  Fortpflanzung  zunächst  aus  den  sexuellen  zu  begreifen  suchen, 
so   lässt  sich    nun   aber  umgekehrt    von  den  dort  gewonnenen  An- 
schauungen  aus   der   Geschlechtsdifferenz   selbst   ein   gewisses   Ver- 
ständniss  abgewinnen.    Fassen  wir,  wie  oben  geschehen,  den  Zellen- 
kem    als   den   Träger    der    Geschlechtsstoffe   auf,    in  welchem   die 
ursprüngliche   Wirkung   der  Befruchtung   für   die   ganze   Lebenszeit 
nachwirkt,  so  werden  wir,  worauf  auch  andere  Thatsachen  hinweisen, 
die  Entstehung  der  Geschlechtsdifferenz  in  eine  sehr  frühe  Zeit  der 
organischen  Entwicklung,  wenn  nicht  mit  Hensen*)  in  den  Anfang 
derselben  zurückverlegen  müssen.    Von  mehr  als  von  der  Ausbildung 
verschieden   gearteter   Zeugungsstoffe   wird   aber   auf  der  frühesten 
Stufe   nicht   die   Rede    sein   können.     Hier   liegt  nun  die  Annahme 
nahe,  dass  die  ersten  Spaltungsfermente  überhaupt  in  der  Verbindung 
individuell  verschiedener  Protoplasmamassen  ihre  Quelle  hatten.     In 
der  Copulation    gewisser    Algen   und  Protozoen   scheinen  uns  heute 
noch  Zeugungsvorgänge  jener  elementarsten  Form  bewahrt  zu  sein, 
wo   die   sexuelle   einfach   mit   der   individuellen  Differenz  zu- 
sammenfällt..   Auf   einer    weiteren    Stufe,    welche   durch   die   Fort- 
pflanzungsverhältnisse der  meisten  Infusorien  repräsentirt  ist,  bilden 
sich  die  getrennten  Zeugungsfermente  in  dem  Protoplasma  eines  und 
desselben   Elenientarorganismus    als    Ausscheidungsproducte ,    die   in 
kemähnlichen  Gebilden  (Nucleus  und  Nucleolus  der  Infusorien)  ab- 
gelagert  werden,    bis    sie    durch  Selbstzersetzung   oder   durch  Ein- 
wirkung von  Zersetzungsproducten  des  Protoplasmas  in  den  Zustand 
der   so   genannten   Reife  gelangen,    der   zugleich  die  physikalischen 


*)  Physiologie  der  Zeugung,  Hermanns  Handb.  d.  Physiol.  VI,  2,  S.  147. 
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Bedingungen  zu  ihrer  Verbindung  mit  sich  führt.  Wie  nun  vcd 
diesen  Anfängen  aus  sich  die  unendlich  vielgestaltigen  Formen  der 
Fortpflanzungsvorgänge  bei  Pflanzen  und  Thieren  entwickelt  haben, 
lässt  sich  selbstverständlich  nicht  weiter  verfolgen.  Bei  der  Frage 
nach  den  Ursachen  des  Lebens  kann  es  sich  aber  überhaupt  nur 
darum  handeln,  dass  man  sich  über  die  Entstehung  der  einfachsten 
Lebenserscheinungen  Rechenschaft  gebe.  Der  weiteren  Differenzirung 
wird  man  nur  auf  Grund  einer  allmählichen  Ermittelung  der  Ent- 
wicklungsbedingungen näher  treten  können.  Dagegen  dürfen  wir 
dem  entgegengesetzten  Problem,  obgleich  es  unserer  positiven  Er- 
kenntniss  mindestens  ebenso  unzugänglich  ist,  dem  der  Urzeugung 
oder  der  ersten  Entstehung  lebender  Substanz,  hier  nicht  aus  dem 
Wege  gehen.  Denn  der  Gesichtspunkt,  unter  dem  dasselbe  betrachtet 
wird,  ist  für  die  Frage  nach  dem  Wesen  des  Lebens  von  ebenso 
entscheidender  Bedeutung  wie  die  Interpretation  der  einfachsten 
Lebensvorgänge. 

Die  Schwierigkeiten  dieses  Problems  hat  man  entweder  dadurch 
zu  beseitigen  gesucht,  dass  man  annahm,  das  Leben  sei  niemals 
entstanden,  es  sei  ebenso  ursprünglich  wie  die  Materie  selber,  oder 
dass  man  sich  die  Urzeugung  als  einen  Vorgang  dachte,  der  den 
Formen  einfachster  Fortpflanzung  analog  sei.  Die  erste  dieser  An- 
schauungen hat  in  etwas  verhüllter  Form  noch  in  neuerer  Zeit  in 
der  Hypothese  sich  erhalten,  organische  Keime  seien  durch  Meteore 
von  einem  auf  den  andern  Weltkörper  übertragen  worden,  und  es 
habe  sich  also  das  organische  Leben  gewissermassen  auf  dem  Wege 
der  Ansteckung  übertragen*).  Dass  diese  Hypothese  das  Problem 
zurückschiebt,  statt  es  zu  lösen,  liegt  auf  der  Hand.  Die  lebens- 
fähigen Substanzen  sind  chemische  Verbindungen  von  bestimmten 
Affinitätseigenschaften.  Mit  dem  nämlichen  Rechte,  mit  dem  man 
die  Erforschung  ihrer  Entstehung  durch  eine  solche  Hypothese  ab- 
wehrt, könnte  ein  Chemiker  der  Frage  nach  der  Bildung  der  Kohlen- 
säure mit  der  Antwort  begegnen  wollen,   Kohlensäure  sei  immer  in 


*)  Da  der  Erste,  der  diese  Hypothese  aufstellte,  ein  Arzt  war,  der  sich 
mannigfach  mit  der  Verbreitung  der  Infectionskrankheiten  durch  Pilzsporen 
beschäftigt  hat,  nämlich  H.  E.  Richter  (Schmidts  Jahrbücher  der  Medicin, 
Bd.  126,  S.  248),  so  wird  man  in  der  That  nicht  fehlgehen,  wenn  man  die  Idee 
der  Ansteckung  als  die  eigentliche  Grundlage  derselben  betrachtet.  Uebrigen« 
sind  auch  W.  Thomson  und  Uelmholtz  unabhängig  von  einander  und  von 
Richter  auf  die  nämliche  Idee  gekommen.  (Uelmholtz.  Wissensch.  VortrSge. 
3.  Heft,  S.  138  f.) 
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der  Welt  vorhanden  gewesen.  In  einer  hiervon  wesentlich  ver- 
schiedenen Form  hat  zu  allen  Zeiten  der  philosophische  Hylozoismus 
die  Ewigkeit  des  Lebens  gelehrt.  War  es  ihm  zunächst  auch  mehr 
darum  zu  thun,  das  Leben  für  die  ganze  Natur  zu  retten,  als  es  zu 
erklären,  so  galt  doch  das  letztere  oder  vielmehr  die  Möglichkeit, 
eine  solche  Erklärung  entbehren  zu  können,  meist  als  ein  erwünschter 
Nebenerfolg.  Aber  je  mehr  diese  Anschauung  es  versuchte,  mit 
sonstigen  Erfahrungen  im  Einklang  zu  bleiben,  um  so  mehr  zeigte 
es  sich,  dass  in  ihr  der  Begriff  des  Lebens  den  Inhalt  verloren  hatte, 
den  ihm  die  Physiologie  gibt.  So  soll  nach  Fechner  das  Organi- 
sche das  frühere,  das  Unorganische  das  spätere,  ein  Ausscheidungs- 
product  der  lebenden  Materie  sein,  wobei  dann  diese  in  Folge  solcher 
Ausscheidungen  und  Reinigungen  immer  mehr  sich  vervollkommne*). 
Hierdurch  wird  dann  alles  was  die  Physiologie  lebende  Materie 
nennt,  das  Protoplasma  mit  seinen  Entwicklungsformen,  zu  einem 
secundären  Erzeugniss.  Das  ursprüngliche  Leben  ist  die  einst  in 
der  glühenden  Masse  unseres  Planeten  enthaltene,  der  Trennung  des 
organischen  und  unorganischen  Stoffs  vorausgehende  Bewegung.  Der 
so  gebildete  Begriff  des  Lebens  ist  aber  ein  vollkommen  willkür- 
licher, für  den  die  wesentlichsten  Merkmale,  die  der  empirische 
Begriff  des  Lebens  darbietet,  nicht  zutreffen.  Somit  hätte  auch  diese 
Anschauung  immer  noch  zu  erklären,  wie  das  Leben  im  physio- 
logischen Sinne  entstanden  ist. 

Von  der  zweiten  der  oben  unterschiedenen  Hypothesen  sind 
bis  dahin  alle  Versuche,  eine  Urzeugung  auf  experimenteUem  Wege 
zu  Stande  zu  bringen,  ausgegangen.  Wie  jedes  organische  Wachs- 
thum  mit  der  Zersetzung  schon  vorhandener  organischer  Substanzen 
verbunden  ist,  so  hoffte  man  in  sich  zersetzenden,  der  Fäulniss  unter- 
worfenen Gemischen  organischer  Stoffe  die  günstigsten  Bedingungen 
für  eine  Generatio  aequivoca  vorzufinden.  Nähere  Auskunft  über  die 
hierbei  vermutheten  morphologischen  oder  chemischen  Vorgänge  ist 
zwar  von  keinem  der  Anhänger  einer  Urzeugung  aus  Infusionen  ge- 
geben worden.  Doch  scheint  es,  dass  man  dabei  die  heftige  mole- 
culare  Bewegung  in  einem  faulenden  Gährungsgemisch  für  besonders 
geeignet  hielt,  um  die  Synthese  eines  lebenden  Protoplasmamolectils 
zu  bewirken.  Ueberdies  ist  es  ersichtlich,  dass  die  einfachsten 
Fäulnissorganismen   in   faulenden   Massen  leicht   sich   ernähren   und 


*)  G.  Th.  Fechner,  Einige  Ideen  zur  Schöpfung»-   und  Entwicklungs- 
geschichte der  Organismen.     Leipzig  1874.     S.  41  flP. 

Wandt,  Logik.  II,  l.   2.  Aufl.  37 
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fortpflanzen   können:   und   man   glaubte  wohl   annehmen   zu   dürfen^ 
die   ftür   das  Wachsthum  eines  organischen  Wesens  günstigsten  Be- 
dingungen  seien    auch   ftlr  die  Entstehung  eines  solchen  die  besten. 
Die  experimentelle  Widerlegung  einer  Urzeugung  aus  Infusionen  hat 
den  letzteren  Gedanken  als  die  schwache  Seite  des  Beweisverfahrens 
herausgegriffen.      Denn    es   lässt   sich    ihm    offenbar   mit  grösserem 
Hechte  die  Vermuthung  entgegenhalten,  dass  die  Infusionsorganismen 
um  so  leichter  in  eine  Flüssigkeit  von  aussen  eindringen  werden,  je 
bessere  Emährungsbedingungen  sie  ihnen  darbietet.    Von  dieser  Er- 
wägung  ausgehend   und  unter  gebührender  Rücksichtnahme  auf  die 
ausserordentliche   Lebenszähigkeit   niederer  Keime   ist  in    der  That^ 
der  Beweis,    dass  auf  dem   angenommenen   Wege   eine   Urzeugunfc 
nicht  stattfindet,  als  geliefert  zu  betrachten,  insoweit  negative  Re- 
sultate beweisend  sein  können.    Auch  findet  dies  Resultat  darin  eine 
Stütze,    dass    die   hier   vorausgesetzten    Bedingungen    nach   unsem 
sonstigen  Erfahrungen  durchaus  nicht  solche  sind,  unt«r  denen  sich 
eine    ursprüngliche    Synthese    organischer    Verbindungen    vollzieht 
Wäre    aber   selbst    die    Infusionshypothese    im    Rechte,    so    wflrde 
damit  dennoch  für  die  Frage  nach  dem  Ursprung  des  Lebens  nicht 
viel  gewonnen  sein.    Denn  die  Substanzen,  die  man  zu  den  Infusions- 
gemischen verwendet,  sind  selbst  schon  Producte  des  Lebensprocesses. 
Wie  bei  der  Theorie  der  Meteorinfection,   so  wird  darum  auch  hier 
das  Problem  selbst  nicht  gelöst,  sondern  zurückgeschoben. 

In  Wahrheit  sind  es  nun  zwei  Momente,  die  in  einer  unter 
sich  übereinstimmenden,  aber  von  den  drei  hier  besprochenen  An- 
schauungen abweichenden  Weise  die  Richtung  unserer  Vermuthungen 
bestimmen  müssen.  Die  Entstehung  lebenden  Protoplasmas  aus  un- 
organischen Materien  vermögen  wir  in  der  jetzigen  Natur  nirjifends 
nachzuweisen;  und  wir  müssen  doch  die  Thatsache  einer  solchen 
Entstehung  voraussetzen,  da  in  früheren  Zuständen  unseres  Planeten 
eiweissartige  Körper  nicht  existiren  konnten.  Es  bleibt  also  aüeio 
die  Annahme  übrig,  dass  die  Bedingungen  zum  Eintritt  jenes  Er- 
eignisses nur  während  einer  gewissen  Uebergangsperiode  existirten, 
nach  der  sie  wieder  verschwunden  sind,  ähnlich  wie  ja  auch  die 
Bedingungen  für  die  Bildung  gewisser  Gesteinsarten,  wie  Flussspat. 
Feldspat,  Quarz  u.  s.  w.,  oft'enbar  vorübergehender  Art  waren. 
Zweitens  haben  wir  nach  allem,  was  uns  die  künstliche  Synthese 
organischer  Verbindungen  lehrt,  allen  Grund  zu  vermuthen,  dass  eine 
so  verwickelt  constituirte  Verbindung  wie  das  Protoplasma  all- 
mählich entstanden  s^i,  wobei  die  noch  jetzt  in  der  Glühhitze  bei 
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jregenwart  reducirender  Metalle  leicht  aus  unorgaDischen  Verbin- 
lungen  entstehenden  einfachsten  Eohlenstoffverbindungen,  wie  Ace- 
ylen,  Ameisensäure,  Cyan,  vermuthlich  die  ersten  Stufen  gebildet 
laben  werden*). 

Gesetzt  aber  auch,  die  hier  postulirten  Causalbeziehungen  seien 
zutreffend,  und  es  gelänge  sogar  lebendes  Protoplasma  im  chemischen 
Laboratorium  hervorzubringen,  so  würde  damit  das  Problem  des 
Lebens  immer  erst  nach  seiner  physischen  Seite  gelöst  sein.  Aus 
len  Eigenschaften,  die  wir  den  chemischen  Atomen  beigelegt,  würden 
i¥ir  die  Gruppirungen  der  Stoffe  und  ihre  Zersetzungen,  vielleicht 
luch  die  damit  verbundenen  physikalischen  Erscheinungen  erklären 
können.  Sobald  aber  diese  Erscheinungen  zugleich  das  Vorhanden- 
sein von  Empfindungen  oder  von  sonstigen  psychischen  Elementar- 
7orgängen  verrathen,  sind  diese  als  Thatsachen  anzuerkennen,  die 
in  den  für  die  physikalisch-chemische  Erklärung  gemachten  Voraus- 
setzungen nicht  mit  enthalten  und  darum  auch  unmöglich  aus  ihnen 
abzuleiten  sind.  Darin  liegt  schon  für  den  physiologischen  Stand- 
punkt die  Nöthigung,  die  einfachsten  Formen  des  psychischen 
Geschehens  nicht  erst  mit  der  Erzeugung  der  lebenden  Substanz 
entstehen  zu  lassen,  sondern  mindestens  die  Anlage  zu  diesem 
Geschehen  den  ursprünglichsten  Substanzelementen  beizulegen.  Dass 
Leben  und  Beseelung  innig  zusammenhängen,  und  dass  beide  nicht 
entstehen  könnten,  wenn  nicht  die  Bedingungen  zu  ihnen  in  dem 
Substrat  der  Naturerscheinungen  gegeben  wären,  dies  ist  der  wahre 
Gedanke,  der  die  hylozoistischen  Ansichten  leitet,  den  sie  aber  ver- 
fälschen, indem  sie  das  potentielle  in  ein  actuelles  Leben  umwandeln, 
und  indem  sie  das  Bild  des  Organismus,  das  den  entwickelten 
Lebensformen  entnommen  ist,  willkürlich  auf  zusammenhanglose  Sub- 
stanzcoroplexe  der  leblosen  Natur  übertragen,  in  deren  letzten  Theilen 
vielleicht  nur  der  Lebensfunke  glimmt.  Denn  wenn  der  biologischen 
Beobachtung  irgend  ein  Werth  beizumessen  ist,  so  kann  dies  eine 
Resultat  als  feststehend  gelten,  dass,  so  nothwendig  es  auch  scheinen 
mag,  schon  in  den  Eigenschaften  der  anscheinend  leblosen  Körper 
die  Bedingungen  des  Lebens  anzunehmen,  doch  die  zusammengesetzten 
Formen   des   Lebens   erst  die   Erzeugnisse   einer   langen   unter   den 


*)  Auf  die  Unvermeidlichkeit  dieser  Annahmen  habe  ich  schon  in  den 
früheren  Auflag^en  meines  Lehrbuchs  der  Physiologie  hingewiesen.  (Vgl.  3.  Aufl., 
1873,  S.  169.)  Auf  die  nümliche  Anschauung  ist  dann  auch  Pflüger  durch 
seine  Betrachtungen  über  das  Wesen  der  Lebensvorgänge  geführt  worden 
(a.  a.  0.  Bd.  10.  1875,  S.  339  f.). 
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verwickeltsten  Causalbedingungen  stattgefundenen  Entwicklung  sind. 
In  diese  Entwicklung  greifen  aber  psychische  Kräfte  in  so  be- 
stimmender Weise  ein,  sie  sind  insbesondere  so  sehr  die  für  die 
Zweckmässigkeit  der  organischen  Bildungen  massgebenden  Ursachen, 
dass  die  der  Physiologie  geläufige  Anschauung  über  die  Wechsel- 
beziehung der  körperlichen  und  geistigen  Vorzüge  ihre  vollstöndige 
Umkehrung  erfahren  muss:  nicht  das  geistige  Leben  ist  ein  £r- 
zeugniss  der  physischen  Organisation,  sondern  diese  ist  in  allem^ 
was  sie  an  zweckvollen  Einrichtungen  der  Selbstregulirung  und  der 
Enei^everwerthung  vor  den  Substanzcomplexen  der  unorganischen 
Natur  voraus  hat,  eine  geistige  Schöpfung.  So  führt  die  Biologie 
bei  ihren  letzten  Aufgaben  unmittelbar  hinüber  zu  den  Grund- 
problemen der  Psychologie*). 

d.   Der  Begriff  der  Krankheit. 

In  der  Pathologie,  dem  verwickeltsten  und  schwierigsten  Zweig 
der  Biologie,  hat  jene  mit  mythologischen  Vorstellungen  zusammen- 
hängende Form  naturphilosophischer  Betrachtung,  die  ursprünglich 
auf  allen  Gebieten  der  selbständigen  Entwicklung  der  Naturwissen- 
schaften voranging**),  am  dauerndsten  nachgewirkt.  Reichen  doch 
die  Anschauungen,  zu  denen  auf  dieser  naturphilosophischen  Grund- 
lage die  Heilkunde  der  Griechen  gelangt  war,  in  ihren  letzten  Aus- 
läufern noch  bis  in  unser  Jahrhundert  hinein.  Der  Gegensatz,  der 
die  Philosophie  der  jonischen  Physiker  entzweit,  ob  die  Mannigfaltig- 
keit der  Dinge  von  einem  einzigen  Princip  oder  von  einer  Mehrheit 
qualitativer  UrstofFe,  die  dann  wieder  als  Gegensätze  zu  denken 
seien,  herkomme,  —  dieser  im  letzten  Grund  aus  rein  logischen 
Gesichtspunkten  entsprungene  Streit  trennt  auch  die  ärztlichen  Schulen 
der  Griechen.  Für  die  Anhänger  eines  einzigen  Urstoflfs  steht  hier 
die  Lehre  des  Anaximenes,  der  die  Luft  für  diesen  Stofi*  hält, 
in  Folge  der  Bedeutung  des  Athmungsprocesses  für  alle  Lebensvor- 
gänge begreiflicher  Weise  im  Vordergrund.  Eine  gründlichere  Unter- 
suchung der  Krankheitserscheinungen  dagegen  musste  bemüht  sein, 
den    mannigfachen   Unterschieden    derselben   durch   die   Feststellung 


*)  Vgl.  Ab8clin.  IV.  Cap.  II.  wo  auch  auf  die  Voraussetzungen  einzugehen 
sein  wird,   die  sich  aus  dieser  Wirkung  psychischer  Kräfte  auf  materielle  Vo^ 
gänge  einerseits    und   aus   dem  ohen  S.  .S32   entwickelten  Postulat  der  in  fflcb 
geschlossenen  Naturcausalität  anderseits  ergeben. 
*♦)  Vgl.  oben  S.  2t>l. 
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der  Veränderungen  im  einzelnen,  namentlich  der  symptomatisch  wich- 
tigen Veränderungen  des  Blutes  und  der  flüssigen  Secrete,  besser 
gerecht  zu  werden.  So  entstand,  jener  Richtung  der  „  Pneumatiker *^ 
gegenüber,  die  von  dem  grössten  der  griechischen  Aerzte,  von 
Hippokrates,  vertretene  „Humoralpathologie' '*').  Indem  diese  die 
Krankheiten,  wie  überhaupt  die  wichtigsten  organischen  Vorgänge, 
auf  die  wechsebide  Mischung  der  vier  Gardinalsäfte  Blut,  Schleim, 
gelbe  und  schwarze  Galle  zurückführt,  erinnert  sie  zweifellos  nicht 
bloss  durch  die  Vierzahl  an  die  Empedokleischen  Elemente,  sondern 
sie  ist  eine  Uebertragung  derselben  auf  den  Organismus,  wie  solches 
später  namentlich  von  Galen  nachdrücklich  betont  wurde,  und  sie 
beruht  demnach  gleich  jenen  auf  dem  Princip  des  logischen  Gegen- 
satzes. Nachdem  im  Mittelalter  .die  Hippokratischc  Auffassung  in 
der  ihr  durch  das  Galenische  System  gegebenen  dogmatischen  Ge- 
staltung die  Pathologie  durchaus  beherrscht  hatte,  regte  sich  erst 
vom  Beginn  der  Neuzeit  an  wieder  das  Streben,  auch  auf  diesem 
Gebiete  zu  einer  selbständigen  Beobachtung  der  Erscheinungen  zurück- 
zukehren, wie  sie  dereinst  Hippokrates  gelehrt;  zugleich  aber  be- 
gann nun,  von  den  exacten  Wissenschaften  und  der  in  ihr  wurzeln- 
den mechanischen  Weltanschauung  ausgehend,  die  Tendenz  nach 
einer  mechanischen  Erklärung  herrschend  zu  werden.  Diese  iatro- 
mechanische  Richtung  kehrte  zu  den  Anschauungen  der  alten  Pneu- 
matiker  zurück,  indem  sie  bemüht  war,  aus  einer  in  den  Nerven 
angenommenen  feinen  und  leichtbeweglichen  Materie,  den  „Nerven-** 
oder  »Lebensgeistern'*  die  wichtigsten  Functionen  des  gesunden  wie 
des  kranken  Organismus  zu  erklären.  So  erneuerten  sich  in  dem 
Kampfe  der  Humoral-  und  der  Solidarpathologie,  die  der 
Gegenüberstellung  des  soliden  Nervensystems  und  der  flüssigen  Säfte 
des  Körpers  ihre  Namen  verdankten,  die  uralten  naturphilosophischen 
Gegensätze.  Zugleich  begannen  aber  theils  innerhalb  dieser  Gegen- 
sätze theils  unabhängig  von  ihnen  mannigfache  Einflüsse  von  andern 
naturwissenschaftlichen  Gebieten  auf  die  Biologie  und  durch  diese 
auf  die  Auffassung  der  Krankheitserscheinungen  einzuwirken.  Auf 
diese  Weise  ist  die  Pathologie  bis  in  die  neueste  Zeit  von  animisti- 
schen  und  vitalistischen ,  mechanischen  und  chemischen  Hypothesen 
mit  wechselndem  Glück  beherrscht  worden.  Vielfach  haben  aber 
auch  die  allgemeinen  biologischen  Anschauungen  in   der  Pathologie 

*)  H.  Diels,  Ueber  die  Excerpte  von  Menons  Jatrike  in  dem  Londoner 
Papyrus  137.  Hermes,  Bd.  28,  S.  407.  Im  Auszug  in  den  Preuss.  Jahrbb. 
Bd.  44,  S.  412. 
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ihre  Hauptstütze  geftinden.  Vor  allem  gilt  dies  von  denjenigen 
Lehren,  die  im  Beginn  der  Neuzeit  als  eigenthümliche  Neugestaltungen 
uralter  Anschauungen  den  überkommenen  Systemen  entgegentraten. 
So  schöpften  ein  Paracelsus  und  van  Helmont  ihre  animistisch- 
chemischen  Ideen  zumeist  aus  der  Beobachtung  der  Krankheits- 
erscheinungen. Für  den  Vitalismus  konnte  es  keine  augenfälligere 
Bestätigung  geben  als  der  anscheinend  so  deutlich  auf  einen  Kampf 
der  Lebenskraft  mit  äusseren  oder  inneren  Schädlichkeiten  hin- 
weisende Verlauf  der  Krankheiten.  Selbst  die  mechanische  Auf- 
fassung des  Lebens  gewann  aber  aus  der  pathologischen  Beobachtung 
fruchtbare  Anregungen.  Ergab  sich  doch  der  für  diese  Lehre  so 
wichtige  Begriff  der  Selbstregulirung  am  leichtesten  aus  den- 
jenigen im  Oefolge  der  Ejrankheit  auftretenden  Reactionen,  die  ent- 
weder auf  eine  Beseitigung  der  Störung  oder  auf  die  Herstellung 
eines  neuen,  die  Störung  compensirenden  Gleichgewichtszustandes 
gerichtet  sind. 

Der  Kampf  aller  dieser  Anschauungen  dreht  sich  auf  dem 
Oebiete  der  Pathologie  hauptsächlich  um  einen  Punkt:  um  die  Frage 
nach  der  Krankheitsursache.  Dass  in  den  meisten  Fällen  die 
Krankheit  durch  äussere  Einwirkungen  verursacht  werde,  konnte  von 
frühe  an  der  Beobachtung  nicht  verborgen  bleiben.  Als  die  eigent- 
liche Bedingung  der  Störung  betrachtete  man  dabei  aber  doch  die 
Veränderung,  die  in  den  Säften  oder  Geweben  des  Organismus  ent- 
stehe, und  die  nun  weitere  Störungen  und  Ausgleichserscheinungen 
nach  sich  ziehe.  Diese  Ansicht  passte  ebenso  gut  in  die  mechanistische 
wie  in  die  vitalistische  Lehre.  Ihr  gegenüber  führte  Paracelsus 
eine  in  dem  Volksaberglauben  längst  verbreitete  Vorstellung  in  die 
wissenschaftliche  Medicin  ein:  die  Vorstellung,  dass  die  Krankheit 
selber  ein  Wesen  sei,  in  dessen  Bekämpfung  theils  das  natürliche 
Heilungsbestreben  des  Or^^^anismus  bestehe,  theils  das  künstliche 
Heilverfahren  des  Arztes  bestehen  müsse.  So  treten  von  nun  an 
eine  ontologische  und  eine  functionelle  Auffassung  einander 
gegenüber.  Schon  Paracelsus  hat  seine  Lehre  von  den  krank- 
machenden Wesen,  von  der  Keimung  und  Entwicklung  derselben 
besonders  auf  die  Beobachtung  der  contagiösen  Krankheiten  gestützt, 
deren  Entstehung  und  typischer  Verlauf  auch  in  späterer  Zeit  immer 
wieder  solche  Ideen  nahe  legte*).    Trotzdem  ist  lange  die  functionelle 


*)  Vgl.    Kurt    Sprengel,    Geschichte   der   Arzneikunde,    3.  Aufl.,  HI, 
S.  449  fl" 
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Auffassung  fast  die  allein  herrschende  geblieben,  und  wenn  man 
auch  nicht  umhin  konnte,  bei  den  Contagien  und  Miasmen  den  Ein- 
fluss  äusserer  krankmachender  Stoffe  zuzugeben,  so  war  man  doch 
mehr  geneigt  in  ihnen  die  Wirkungen  unbekannter  chemischer 
Substanzen  als  die  organisirter  Elemente  zu  sehen.  Das  Hauptaugen- 
merk blieb  dabei  immer  auf  die  functionellen  Veränderungen  des 
«rkrankten  Organismus  gerichtet,  und  je  nachdem  man  hier  den 
Ernährungsflüssigkeiten  oder  dem  Nervensystem  den  entscheidenden 
Werth  beilegte,  siegte  wieder  die  humoral-  oder  die  soli dar- 
pathologische Auffassung,  Richtungen,  die  in  ihrer  Einseitigkeit 
^n  die  wechselnde  Herrschaft  des  Vulkanismus  und  Neptunismus  in 
der  Geologie  oder  der  Gravitations-  und  der  elektrischen  Spannungs- 
theorie in  der  Chemie  erinnern.  In  der  That,  wie  diese  chemischen 
Theorien  aus  einer  Uebertragung  von  Begriffen  entstanden,  die 
anderen  Wissensgebieten  entnommen  waren,  so  hatte  sich  auch 
im  Wechsel  der  Zeiten  die  humoralpathologische  Lehre  mehr  und 
mehr  der  chemischen,  die  solidarpathologische  der  mechanischen 
Richtung  in  der  Physiologie  angepasst.  Denn  das  Blut,  das  all- 
mählich die  übrigen  Cardinalsäfte  in  den  Hintergrund  drängte, 
galt  als  der  Hauptsitz  der  chemischen  Lebensvorgänge;  die  Be- 
wegung des  in  den  Nerven  eingeschlossenen  hypothetischen  Flui- 
dums,  der  „Nervengeister^  ,  war  namentlich  seit  Descartes  ein 
Lieblingsgegenstand  iatromechanischer  Speculationen  geworden.  Da- 
neben spiegelt  sich  übrigens  in  den  epochemachenden  Systemen 
4es  17.  und  18.  Jahrhunderts  deutlich  der  besondere  Einfluss  der 
Zeit:  so  in  der  von  Sydenham  auf  hu  moralpathologischer  Grund- 
lage unternommenen  Wiedererneuerung  der  Hippokratischen  Be- 
obachtungsmethode der  Geist  der  Baconischen  Induction,  in  seinem 
Begriff  der  Krankheitsspecies  das  beginnende  Zeitalter  der  syste- 
matischen Naturgeschichte;  so  in  Browns  solidarpathologischem 
„Irritabilitätssystem''  die  Bedeutung,  die  der  Begriff  der  Reizbarkeit 
in  der  Physiologie  insbesondere  durch  Hall  er  s  Irritabilitätslehre 
gewonnen  hatte. 

Gegenüber  solchen  von  aussen  in  die  Pathologie  hinein- 
getragenen Vorstellungen  konnte  die  Aufgabe  einer  selbständigen 
Erforschung  der  im  Organismus  gelegenen  Krankheitsursachen  und 
Krankheitswirkungen  erst  von  dem  Augenblick  an  in  den  Gesichts- 
kreis einer  strengeren  Methodik  treten,  als  durch  die  systematische 
Zergliederung  der  erkrankten  Organe  an  die  Stelle  der  bisherigen 
äusseren  alimählich  eine  innere  Symptomatologie   der  Krankheiten 
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trat.     Für  die  Auffassung  des  Wesens  der  Krankheit  gewann  aber 
die  pathologische  Anatomie  einen  entscheidenden  Einfluss,  nament- 
lich seit  die  mikroskopische  Untersuchung  eine   tiefere  Einsicht  in 
die   elementare  Beschaffenheit  der  krankhaften   Veränderungen  ge- 
währte.   Ihren  Ausdruck  fand  die  so  entstandene  neue  Elichtung  iu 
Virchows   Gellularpathologie.     Im  Gegensatz   zu  jenen  älteren 
humoral-  und  solidarpathologischen  Lehren,  die  zumeist  nur  von  der 
Beurtheilung  allgemeiner  Krankheitsbilder  ausgegangen  waren,  suchte 
die  Gellularpathologie  die  Elementartheile  der  Gewebe,  insbeson- 
dere die  letzten  Lebenseinheiten,  die  Zellen,  überall  als  die  Träger 
der  Krankheit  darzuthun,  während  sie  zugleich  an  dem  im  Grunde 
bereits  von  Sydenham  aufgestellten  Postulat  festhielt,  dass  es  spe- 
cifische  Unterschiede  der  elementaren  Lebensvorgänge   im  normalen 
und  im  krankhaft  veränderten  Zustande  nicht  geben  könne,  und  dass 
daher   der  letztere   lediglich   ein  unter   störenden  Bedingungen,    im 
übrigen   aber   nach  allgemeingültigen  physiologischen  Gesetzen  ab- 
laufender Process  sei*).     Der  so  gewonnene  Standpunkt  ging  dem- 
nach darauf  aus,  die  Pathologie  in  eine  „pathologische  Physiologie'' 
umzuwandeln,  die  in  ähnlicher  Weise  der  mikroskopisch-anatomischen 
Untersuchung   des    krankhaft   gestörten    Körpers   bedürfe,    wie    die 
normale  Physiologie  die  normale  Anatomie  zu  ihrer  Grundlage  habe. 
In   dieser  Forderung   lag  jedoch   bereits  die  Tendenz   zu   einer  Er- 
gänzung   und    Erweiterung    der    cellularpathologischen    Auffassung. 
Denn  eine  pathologische  Physiologie  musste  sich  nothwendig  die  Auf- 
gabe stellen,  mit  der  mikroskopischen  Untersuchung  das  Experiment 
zu  verbinden,   und  die  Losung  dieser  Aufgabe  führte  nun  weiterhin 
zu  Ergebnissen,    die  an  verschiedenen  Stellen   die  cellularpathologi- 
schen Anschauungen  verdrängten.    Hierdurch  wurde  aber  die  bereife 
von  der  Gellularpathologie  angebahnte  Ueberzeugung  befestigt,  dass 
es  überhaupt  unmöglich  sei  den  Begriff  der  Krankheit  einem  einzigen 
allumfassenden   Allgemeinbegrift'  unterzuordnen,  sondern  dass,  ent- 
sprechend   der    grossen    Mannigfaltigkeit     der    Lebensbedingungen, 
mannigfach   verschiedene   und   oft  in   einander  eingreifende  Formen 
der  Störung  und  ihrer  Ausgleichung  anzunehmen   seien.     Eine  ent- 
scheidende  Rolle    spielte   hierbei    namentlich   das   Studium  der  In- 
fectionskrankheiten,    indem  es  auf  diesem  wichtigen  Gebiete  zu 
einer   partiellen  Wiederherstellung  des   ontologischen   an  Stelle  des 
rein  functionellen  Begriffs  der  Krankheit  führte. 


*)  R.  Virchow,  Cellularpathologie.    4.  Aufl.,  Berlin  1871. 
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Der  nächste,  an  sich  freilich  unzureichende  Grund  zu  dieser 
Umwälzung  der  Anschauungen  bestand  in  der  Beobachtung  der 
Lebenscyklen  niederer  Organismen.  Hatte  bereits  van  Helmont 
die  Krankheit  als  eine  »Fermentation"  bezeichnet,  so  wurde  in 
der  neueren  Zeit  die  genauere  Kenntniss  der  bei  den  Gährungen 
organisirter  Stoffe  wirksamen  Spaltpilze  und  ihrer  weiten  Verbrei- 
tung die  Hauptquelle  ähnlicher  Hypothesen*).  Zu  dieser  inneren 
kam  bald  noch  eine  äussere  Analogie,  die  Aehnlichkeit  mit  den 
durch  grössere  parasitische  Wesen  hervorgerufenen  Erkrankungen. 
Schoenlein,  der  Entdecker  des  Favuspilzes,  hatte  schon  mit  den 
Borken  desselben  die  Darmabschorfungen  im  Typhus  verglichen. 
Noch  mehr  erinnerte  später  die  Trichinosis  durch  ihren  typischen 
Verlauf  an  die  Entwicklung  contagiöser  Erkrankungen.  Ohne  durch 
solche  Analogien  vorbereitet  zu  sein,  würde  man  schwerlich  den 
entscheidenden  Schritt  gethan  haben,  der  in  der  directen  mikroskopi- 
schen Nachweisung  der  Infectionsbakterien,  ihrer  künstlichen  Züch- 
tung und  Uebertragung  bestand.  War  auf  diese  Weise  nach- 
gewiesen, dass  die  an  gewissen  Orten  haftende  oder  von  erkrankten 
Individuen  ausgehende  Ansteckung  sowie  der  typische  Verlauf  be- 
stimmter Krankheiten  auf  der  Uebertragung  und  Entwicklung  be- 
stimmter Bakterien  oder  anderer  Mikroorganismen  (namentlich  Proto- 
eoen)  beruhe,  so  knüpfte  sich  aber  hieran  sofort  eine  abermalige, 
[etzt  berechtigtere  Analogie:  es  konnte  angenommen  werden,  dass 
iuch  in  andern  Fällen,  wo  der  directe  Nachweis  noch  nicht  gelungen 
war,  Infectionsfdhigkeit  und  typischer  Verlauf  für  das  Vorhandensein 
krankmachender  Organismen  beweisend  seien.  Von  diesen  beiden 
Merkmalen  musste  die  Infectionsfähigkeit  wieder  als  das  werthvoUere 
3rscheinen,  weil  hier  die  Uebertragung  eines  Krankheitsstoffes  ausser 
B^rage  stand,  andere  Krankheitsstoffe  als  organisirte  aber,  abgesehen 
ron  den  im  allgemeinen  leicht  zu  unterscheidenden  eigentlichen  Gift- 
virkungen,  nicht  bekannt  sind.  Der  typische  Verlauf  für  sich  da- 
gegen konnte  ebenso  gut  bloss  in  den  Lebenseigenschaften  des  er- 
tränkten Organismus  seinen  Grund  haben;  und  anderseits  konnte 
nan  aus  dem  Mangel  eines  solchen  Verlaufs  noch  nicht  ohne  weiteres 
luf  das  Fehlen  einer  Infection  schliessen,  da  jener  ausserdem  eine 
•egelmässige  Entwicklung  der  Infectionsorganismen  voraussetzt.  Wie 
liese,   so  hat  sich  noch  eine   andere  Analogie  nicht  als  überall  zu- 


*)  J.   Henle,    Handbuch    der   rationellen   Pathologie.    II,   2.     S.  424  ff. 
iraunschweig  1853. 
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treffend  erwiesen.     Bei  vielen  Infectionskrankheiten   von  ausgepragtziJM 
typischem  Verlauf,  x.  B.  bei   den  acuten  Exanthemen,   verleiht  die^*"-» 

einmalige  Erkrankung,    auch  wenn  sie,    wie   bei  der  Schutzpocken 

impfung,  in  einer  milderen  Form  verläuft,   eine  gewisse  Immunitat cA^ i 

gegen  künftige  Infectionen.    Diesen  stehen  aber  andere  Fälle  gegen 

über,  wo  im  Gegentheil  die  Erkrankung  zu  künftigen  Infectionen 
geneigter  zu  machen  scheint:  so  die  Tuberculose,  die  Lungenent- 
zündung, der  Rheumatismus.  Für  diese  beiden  einander  entgegen- 
gesetzten Fälle  bieten  sich  jedoch  abermals  Analogien  in  den  ver- 
schiedenartigen Vegetationsbedingungen  der  Pflanzen,  unter  denen  es 
manche  gibt,  die  rasch  den  Boden  erschöpfen,  so  dass  eine  zwei 
Gultur  erst  nach  längerer  Zeit  gelingt,  indess  andere  solchen  Be- 
schränkungen nicht  unterworfen  sind. 

Es    konnte    kaum    ausbleiben,    dass   die   überraschenden   Ent 
deckungen   der  Bakteriologie  zunächst  zu  einer  Ueberschätzung  de 
Bedeutung    dieser    mikroskopisch    nachweisbaren    Erankheitserrege 
führten,  die  in  der  Verschiedenheit  ihrer  Formen  und  Entwicklungs 
bedingungen   in  vielen  Fällen  wenigstens  der  typischen  Verschieden 
heit    bestimmter   Infectionskrankheiten    parallel   gehen.     Doch    bali 
musste   sich   eine   kritische  Reaction   fühlbar   machen,    da  man  sie 
der  Einsicht  nicht  verschliessen  konnte,  dass  der  krankheitserregend 
Pilz   immer   nur   als   ein  Factor   unter  mehreren  betrachtet  werdei 
kann,  die  neben  ihm  die  Entstehung  und  den  Verlauf  der  Infectioi 
bestimmen.     Ein  zweiter  Factor  liegt  zweifellos  in  jenen  noch  vöUij 
räthselhaften  Bedingungen,  die  wir  die  individuelle  Dispositioi 
nennen,  ein  dritter  in  den  theils  noch  unbekannten  theils  wenigsten 
in    ihrer    Wirkungsweise    unverstandenen    localen    Einflüsser». 
Aber   noch    in    einer  anderen  Beziehung  scheint  eine  Reaction  nicht 
auszubleiben.     Mit  der  Nachweisung  der  mikroskopischen  Beschaffen- 
heit, der  äusseren  Lebensformen  und  Lebensbedingungen  bestimmter 
Infectionsorganismen  besitzen  wir  noch  nicht  im  geringsten  ein  caw- 
sales   Verständniss   der  Wirkungen,   die   sie  ausüben.     Wir  können 
nur  vermuthen,  dass  diese  Wirkungen  auf  Stoffwechselproducten  der 
Spaltpilze    oder    sonstiger   Krankheitserreger    beruhen,    die   in  den 
Geweben   oder  Stoffwechselvorgängen   des  inficirten  Organismus  be- 
stimmte   chemische   Reactionen    hervorrufen.     Die   Kenntniss  dieser 
chemischen  Vorgänge   würde   aber  zweifellos  auch  hier  der  functio- 
nellen   Auffassung   des    Krankheitsprocesses   wieder   gewisse  Rechte 
einräumen.     Würden  doch  nicht  eigentlich  die  Infectionsorganismen 
selbst,   sondern    eben    diese  Rückwirkungen   auf  die  Functionen 
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erkrankten   Organismus    als    die    unmittelbaren    Krankheitsursachen 
anzusehen  sein. 

Immerhin  fügten  sich  selbst  mit  diesem  Vorbehalt  die  Infections- 
krankheiten,  deren  Oebiet  zugleich  weit  über  die  früheren  Grenzen 
erweitert  wurde,  nicht  mehr  dem  functionellen  Krankheitsbegriff  der 
älteren  Schulen.  Ebenso  erfuhr  nun  aber  auch  in  solchen  Fällen, 
wo  die  primäre  Krankheitsursache  fortan  in  dem  erkrankten  Orga- 
nismus selbst  gesucht  werden  musste,  die  functionelle  und  ins- 
besondere die  cellularpathologische  Auffassung  wesentliche  Berichti- 
gungen. Unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  experimenteller  und 
mikroskopischer  Beobachtungen  sah  sich  die  Pathologie  veranlasst, 
theils  den  durch  das  Blut  theils  den  durch  das  Nervensystem  ver- 
mittelten Wechselwirkungen  der  Organe  wieder  in  erhöhtem  Masse 
ihr  Augenmerk  zuzuwenden.  Eine  wichtige  Stellung  nimmt  hier 
für  die  sich  auf  das  Blut  und  die  Emährungssäfte  beziehenden 
Wechselwirkungen  die  Entzündungslehre  ein.  Die  Cellular- 
pathologie  hatte  in  der  durch  den  Entzündungsreiz  erzeugten  Wuche- 
rung der  Oewebszellen  das  Wesen  des  Entzündungsprocesses  gesehen. 
Dieser  der  Untersuchung  der  erkrankten  Gewebe  entnommenen  An- 
schauung traten  in  der  neu  entdeckten  Wanderung  der  farblosen 
Blutzellen  durch  die  Wände  der  Capillargefässe  und  in  der  Zunahme 
dieses  Wanderungsprocesses  in  Folge  der  Entzündungsstauung  That- 
sachen  gegenüber,  die  eine  wesentlich  andere  Auffassung  heraus- 
forderten. So  sah  denn  Gohnheims  Theorie  der  Entzündung  in 
jener  Wanderung  und  der  sie  begleitenden  Vermehrung  der  im  Blute 
enthaltenen  Leukocyten  die  eigentliche  Entzündungsursache.  Als  die 
Ursprungsstätten  des  entzündlichen  Exsudates  erschienen  ihm  aber 
in  Folge  dessen  nicht  mehr  die  entzündeten  Organe  selbst,  sondern 
die  allgemeinen  Organe  der  Leukocytenbildung:  die  Milz,  die  Lymph- 
drüsen, das  Knochenmark'*').  Die  fortschreitende  Beobachtung  hat 
dann  freilich  zwar  nicht  die  Beobachtungsgrundlagen  dieser  Theorie 
erschüttert,  aber  doch  die  Erscheinungen  in  dem  erkrankten  Gewebe 
selbst  nicht  vollständig  aus  ihr  abzuleiten  vermocht.  So  ist  all- 
mählich eine  vermittelnde  Auffassung  zur  Vorherrschaft  gelangt, 
die  neben  jenen  Wanderungserscheinungen  eine  Umwandlung  der 
Eigenschaften  des  entzündeten  Gewebes  statuirt,  die  als  eine  Art 
Rückkehr   der  Zellen   und   wahrscheinlich   auch  der  aus  den  Zellen 


*)  Jul.  Gohnheim,  Virchows  Archiv  f.  pathol.  Anatomie  und  Physiologie, 
Bd.  40,  1867. 
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wachsen  eingedrungener  Protozoen  mit  ursprünglichen,  namentlich 
epithelialen  Gewebszellen  veranlasste  Formen  betrachtet,  während 
für  jene  unschuldigeren  öeschwulstformen,  bei  denen  lediglich  eine 
Wucherung  schon  vorhandener  Gewebe  stattfindet,  die  Theorie  Cohn- 
heims  ihre  Geltung  besonders  in  den  Fällen  bewahren  dürfte,  wo 
die  Elemente  der  Neubildungen  einen  ausgesprochen  embryonalen 
Charakter  besitzen*). 

Vergegenwärtigen  wir  uns  nochmals  die  hauptsächlichsten  logi- 
schen Hülfsmittel,  die  bei  der  Ausbildung  der  pathologischen  An- 
schauungen wirksam  waren,  so  fällt,  der  Physiologie  gegenüber,  vor 
allem  die  grosse  Rolle  der  Analogie  in  die  Augen.  Dieser  über- 
wiegende Gebrauch  des  im  naturwissenschaftlichen  Erfahrungsgebiet 
unvollkommensten  logischen  Verfahrens  beruht  theils  auf  der  Schwierig- 
keit der  Probleme,  theils  auf  der  verspäteten  Einführung  der  experi- 
mentellen Beobachtung  am  Thiere.  Immerhin  macht  sich  in  dem 
Analogieverfahren  selbst  ein  deutlicher  Fortschritt  von  der  Aufstellung 
vieldeutiger  Aehnlichkeiten  zur  allmählichen  Erkenntniss  bestimmterer 
Beziehungen  geltend,  und  diese  nehmen  zugleich  eine  Form  an,  in 
der  sie  sich  zu  concreten  Fragen  gestalten,  die  Beobachtimg  und 
Experiment  herausfordern.  Auf  diese  Weise  schliesst  das  Verfahren 
ab  mit  der  Verification  und  Vervollständigung  der  ursprünglich  nur 
durch  Analogien  gestützten  Hypothesen.  Obgleich  in  keinem  Gebiet 
der  Pathologie  dieser  Weg  ganz  vollendet  ist,  so  bietet  doch  nament- 
lich die  Infectionslehre  schon  jetzt  einzelne  Beispiele  dar,  in  denen 
die  Methode  wenigstens  in  Bezug  auf  einen  der  ursächlichen  Fac- 
toren,  den  äusseren  Krankheitserreger,  wohl  ihren  Abschluss  ge- 
funden hat,  während  freilich  gerade  hier  andere  Factoren,  nament- 
lich die  locale  und  die  individuelle  Disposition,  noch  dringend  der 
Untersuchung  bedürfen. 

Die  Auffassung  vom  Wesen  der  Krankheit  hat  sich  nun  in 
Folge  der  wachsenden  Berücksichtigung  aller  dieser  ursächlichen 
Factoren  dergestalt  erweitert,  dass  nur  noch  der  allgemeine  Begriff 
der  Störung  und  ihrer  Ausgleichung  für  sie  übrig  geblieben 
ist.  Liegt  die  Ursache  eines  von  der  Norm  abweichenden  Verlaufs 
der  Lebensvorgänge  stets  in  irgend,  einer  äusseren  oder  inneren 
Störung,  die  diese  Vorgänge  erfahren,  so  setzt  sich  dann  weiterhin 
der  Krankheitsverlauf  selbst  aus  der  Summe  aller  der  Reactionen 
zusammen,  die  in  Folge  der  Störung  vermöge  der  natürlichen  Lebens- 


')  E.  Klebs,  AUgem.  Pathologie,  II  (1889).  S.  776  fr. 
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eigenschaflen  der  Gewebe,  Organe  und  ihrer  Elemente  entstehen. 
Diese  Reactionen  bestehen  zumeist  in  Selbstregulirungen,  die  den 
bereits  überall  während  des  normalen  Lebens  stattfindenden  analog, 
dabei  aber  der  durch  die  Störung  gesetzten  Veränderung  angepasst 
sind.  Ein  grosser  Theil  dieser  pathologischen  Selbstregulirungen  ist 
demgemäss  auf  die  allmähliche  Ueberwindung  und  Beseitigung  der 
störenden  Agentien,  ein  anderer  auf  die  dauernde  Anpassung  des 
Organismus  an  die  letzteren  gerichtet.  Je  nach  dem  Verhältniss  der 
Selbstregulirungen  zu  einander  und  zu  den  Störungsursachen  kann 
dann  entweder  der  gestörte  wieder  in  den  normalen  Lebensvorgang 
einmünden,  oder,  sei  es  auf  die  Dauer  sei  es  fQr  eine  gewisse  Zeit, 
einen  zwar  von  der  Norm  abweichenden,  aber  mit  dem  allgemeinen 
Fortbestehen  des  Lebens  verträglichen  Gleichgewichtszustand  erreichen. 
Endlich  können  aber  auch  die  Selbstregulirungen  ihrerseits  Functions- 
störungen  herbeiführen,  durch  die  sie  die  Bedeutung  secundärer 
Krankheitsursachen  annehmen,  welche  sich  mit  den  von  der  primären 
Störung  erzeugten  verbinden  oder,  falls  dieselben  beseitigt  sein  sollten, 
einen  neuen  selbständigen  Erankheitsverlauf  erzeugen.  Bilden  nach 
allem  dem  die  pathologischen  Processe  nicht  ein  eigenes  Gebiet  von 
Erscheinungen,  sondern  lediglich  die  Summe  derjenigen  physiologi- 
schen Vorgänge,  die  durch  irgend  welche  störende  Einwirkungen 
theils  direct  theils  indirect  hervorgerufen  werden,  so  mussien  mit 
der  Erkenntniss  dieses  Verhältnisses  nothwendig  auch  mehr  und  mehr 
die  Methoden  der  pathologischen  Untersuchung  mit  denen  der  physio- 
logischen identisch  werden  oder  in  Modiiicationen  derselben  über- 
gehen, wie  sie  sich  aus  den  abweichenden  Lebensbedingungen  er- 
geben. 


Drirk  fehler. 

Seit«  161.  Zeile  7  von  unten  statt  könnten  lies:  können. 
4ül  Anm.  *.)  statt  Ko^^nig  lies  Ki  önig. 
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formulieren  .-üll«*n.  su  bcrulil  i-r  darauf.  da«s  es  energischer  als  ir;;end  ein 
andri's  systc!uati>clics  W«-rk.  das  bi-jher  erschienen,  die  ganze  Wissenschiitl  wieder 
auf  ihre  wahnMi  (.^u«-llen  /urückführt .  auf  lüe  psychologischen,  sittliclien  und 
lii.«>torischcn  f'robl.'m«';  dass  fs  j^ner  Versteinerung  und  Verlcderung  der  W^isson- 
schaft,  die  durch  eine  srheuklai>i>«'nartige  Ab.schliessung  uxif  die  JingeUliL-h  r^in 
volkswirt.scha filichen  Frauen  drohte,  eine  Vergeistigung  und  Ethisierung  ent- 
geg»;nset/.t,  wi»?  sie  aucii  von  seinen  Vorgängern  angestrebt,  aber  in  dieser  Weise 
bishiT  nicht  erreicht  wurdi;.  Kin  Teil  der  weiter  notwendigen  Ausbildung  und 
Umwandlung,  weither  die  Nutionalükonuniie  —  nach  nnsrer  subjektiven  l'ebei- 
ztMiL'untr  noch  entiretriMigeht.  ist  vun  Cohn  noch  nicht  vollzogen.  Kin  erheo- 
liclu-r  "feil  (le^xtMi.  wa*j  «t  an  den  altern  Doktrinen  korrigiert,  ist  Miteigentum 
vieler  ( M*.'<innung>gen«»ssen  des  Verfah>er8.  Aber  wir  können  nur  wiederholen. 
es  ist  du'i  nirgend.^  noch  in  >olchem  Zusammenhang,  in  .so  schöner  Sprache, 
mit  .so  taktvollem  Ma>se  und  ilabei  auch  da,  wo  der  Verfasser  sich  mit  andern 
berührt,  doch  in  ko  eigen. irtiger.  individueller  Weise  gesagt  worden.  Tnd  de«:- 
hitlb  wird  das  Hueh  nieht  eines  iler  /.ahllosen.  rasch  wieder  den  P'luten  der 
Vergessen li eil  anheiinfallenden  Lehrbiu-her  sein,  sondern  es  wird  einen  dauernden 
Markstein  in  der  Kn\\vickelnng  un>rer  Wissenschaft  bilden. 

•  Si.')niiüll''.rh  .Ta-Jirbu-'h  für  «.»•'setz;;i?buuff.  Verwaltung  u.  Volkswirtschaft.    X.  i.i 

Ai'hnlidi  wie  Leopobl  von  Kankes  Weltgeschichte  zum  ersten  Male  eine 
wirkliehe  WcItLTe^chichte  ist,  in  der  der  Meister,  in  voller  Beherrschung  allen 
M.it'iijilev.  .sicii  lf»-lr>.send  aus  allem  verwirrenden  Detail,  in  gewaltigen  Züg»rn 
/\i  uns  von  dem  Werden  des.M?n.  was  wir  un.«*rc  Geschichte  nennen,  spricht,  so 
h;tl  es  auch  «.In^tav  Colin  virstamlen,  mit  einem  Biick  die  ganze  Welt  er- 
fa>send.  uns  mit  meisterhaften  Strichen  den  Stand  der  wissenschaftlichen  Er 
kenntni.^  nlier  die  letzten  < »runde  zu  zeichnen,  welche  die  wissenschaftlichen. 
<I.  i.  die  eigen! liclien  «Iruntllagen  unsrer  t Gegenwart  so  gestalten,  wie  wir  tie 
\or  un^  sehen.  (Deutsche  Rundsciian.  iss«.  S.  31«. i 

-<\. 

% 


\ 


